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Resumen

En este trabajo desarrollamos la teoria para caracterizar la estructura de las pruebas se-
cuenciales éptimas para experimentos, introduciendo un horizonte aleatorio, a diferencia de un
horizonte infinito como en la teoria cldsica. Analizamos las pruebas secuenciales éptimas en-
contradas con horizonte aleatorio en términos de razén de probabilidades y al observar un caso

particular tenemos una relacion con las clasicas pruebas secuenciales de razon de probabilidades
(SPRT).

Abstract: In this work we developed the theory to characterize the structure of optimal
sequential tests for experiments, introducing a random horizon, unlike an infinity horizon as in
the classical theory. We analyzed the optimal sequential tests found with random horizon in
terms of probability ratio and when a particular case is observed we have a relationship with

the classical sequential probability ratio tests (SPRT).
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Introduccion

El analisis secuencial es un método de inferencia estadistica que nacié de los estudios reali-
zados por Wald en 1947 [12] y se caracteriza porque el nimero de observaciones requeridas para
terminar el experimento depende en cada paso de los resultados de las observaciones obtenidas
previamente.

Una de las acciones del anélisis secuencial es hacer pruebas de hipdtesis estadisticas, donde el
numero de observaciones que se necesitan, en promedio, es sustancialmente menor e igualmente

confiables que las pruebas tradicionales basadas en un nimero fijo de observaciones.

El estudio del analisis secuencial de Wald lo realizé suponiendo que el horizonte es infinito;
es decir, no hay tiempo limite para terminar el experimento, pero el tiempo de paro es finito con
probabilidad 1.

En el presente trabajo realizaremos la misma teoria que Wald, ahora introduciendo un hori-
zonte aleatorio que puede ser acotado y que es independiente de los datos observados. Esto en
la practica tiene sentido toda vez que al estar realizando nuestro experimento puede llegar una
orden o algun otro evento, independiente de los datos observados, que nos obligue a terminar de

forma anticipada el experimento.

De la primeras aplicaciones del andlisis secuencial, mas en especifico la prueba secuencial de
razén de probabilidades y que veremos en el Capitulo 3, podemos mencionar que se ha utilizado
en actos de espionaje [12]. Se ha aplicado y se sigue aplicando en procesos industriales, ensayos
clinicos y actualmente también se encuentran aplicaciones a la neurociencia, por mencionar

algunos [1,3,5].

El objetivo del Capitulo 1 es dar un panorama general de lo que es el andlisis secuencial,
revisando algunos antecedentes historicos, dando a conocer los conceptos basicos del andlisis
secuencial, basados principalmente en el trabajo de Novikov [9], como lo es la definicién de
prueba secuencial (¢,d) con ¥ conocida como regla de paro y § regla de decisién; asi como
el modelo matematico. Finalmente plantearemos el problema que queremos desarrollar en este

trabajo.



2 INDICE GENERAL

En el Capitulo 2 planteamos la estructura de la prueba estadistica secuencial que optimiza
el nimero de observaciones con este enfoque del horizonte aleatorio. Trataremos en primer lugar
las caracteristicas y el desarrollo de las pruebas secuenciales con horizonte aleatorio. Enseguida
veremos que el problema de la optimalidad de la prueba, dada la regla de decision 6ptima, se
reduce a encontrar la regla de paro 6ptima. Analizaremos la regla éptima en el caso truncado
para después extenderla al caso general. Al final tendremos la estructura de la prueba secuencial
optima bajo el horizonte aleatorio.

Para el Capitulo 3, aplicaremos los resultados encontrados de las pruebas secuenciales 6pti-
mas, pero en términos de razén de probabilidades para ver qué estructura tiene bajo un horizonte
aleatorio. Mostraremos una equivalencia entre las pruebas secuenciales 6ptimas del Capitulo 2 y
una en términos de razén de probabilidades al encontrar cotas de continuacion del experimento
para cada etapa. Después veremos que al tomar como distribucién del horizonte aleatorio la
distribucion geométrica tendremos, en cierto sentido, un método en particular desarrollado por
Wald, la famosa prueba secuencial de razén de probabilidades (SPRT por sus siglas en inglés) [12]
y en la que existen dos cotas de continuacién del experimento. Finalmente, estudiaremos el pro-
blema inverso, el cual consiste en dar cotas de continuacién y encontrar los parametros iniciales

que hacen de la prueba en cuestién (v, d), la 6ptima.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En cualquier experimento estadistico es necesario recopilar datos para con ellos hacer infe-
rencia de con qué distribucion podrian venir éstos. Uno de los modelos méas frecuentes de un
experimento estadistico es una muestra de una distribucion de probabilidades. Esto significa que
se observan n datos de manera independiente y todos vienen con la misma distribucion. Cuando
se quiere una muestra de tamano n, ésta se hace en una sola toma. La idea del anélisis secuencial
es ir formando la muestra de manera sucesiva en funcién de las mismas observaciones y termi-
nando en el momento conveniente, de hecho en la préactica lo que nos interesa es terminar lo
antes posible, lo cual se logra haciendo menos observaciones y que se traduce en menos recursos,
tiempo, etc. Pero puede ocurrir algo ajeno a nuestra decision que nos obligue a terminar de
observar los datos. Por ejemplo, que venga una orden superior que nos exija terminar el expe-
rimento, ya sea por falta de recursos, de tiempo o por cualquier otro evento ajeno a nuestra
decision. A este suceso se le conoce como horizonte aleatorio acotado. También podriamos estar
ante un horizonte no acotado, pero finito con probabilidad 1 o un horizonte infinito, como en la

teoria clasica.

Para minimizar el nimero de observaciones definiremos una regla que nos indique en qué mo-
mento parar el experimento. En términos matematicos podemos definir una funcién indicadora

que nos senale tal situacion.

El objetivo de este trabajo es crear una teoria alterna del analisis secuencial de la optimalidad

de pruebas secuenciales, pero ahora introduciendo el concepto del horizonte aleatorio.

En este capitulo daremos el formalismo necesario al concepto del experimento secuencial,
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restringido a las distribuciones discretas con un ntmero finito de valores, suponiendo que las

observaciones son independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.).

1

Antecedentes

En muchos casos al hacer pruebas de hipotesis el nimero de observaciones; es decir, el niimero
del tamano de la muestra en la cual se basa la prueba, se trata regularmente de manera constante
para muchos problemas en particular. El analisis secuencial tiene una caracteristica esencial que
se distingue de las clasicas pruebas de hipdtesis y que consiste en que el niimero de observaciones
que se requieren en la prueba secuencial depende de los resultados de las observaciones y por lo
tanto es visto como una variable aleatoria. Ademés, el niimero de observaciones que se requieren
para tomar una decisién sobre alguna de las pruebas de hipdtesis es con mucha frecuencia dos o
tres veces inferior a las muestras fijas de tamano n e igual de confiables, de ahi su importancia
porque se ahorra tiempo, esfuerzo, dinero, etc.

Wald fue el primero quien trabajé en el andlisis estadistico secuencial. Definié dos reglas
(1,9), una regla de paro v (que nos dice el tamano de la muestra) y una vez que hemos terminado
el experimento tomar una decisién sobre una de las dos pruebas de hipotesis simples por medio
de otra regla que llamo regla de decisiéon, d. Se han encontrado trabajos como el de Dayanik y
Yu donde la decision final se toma sobre m > 2 pruebas de hipdtesis [3].

Wald en su trabajo supuso que el fin del experimento llegaria sélo a través de la regla de
paro y no por algin otro suceso o imprevisto, lo cual se traduce a que el horizonte sobre el que
se trabajo es infinito. En este trabajo analizé el caso truncado, que se puede pensar que hay una
fecha limite para tomar una decisiéon en el experimento secuencial; asi como el caso no truncado y
continuando con el horizonte infinito en ambos casos. Para encontrar la forma que deberia tener
la prueba secuencial estadistica éptima, Wald trabajé sobre todas las pruebas que cumplieran
con ciertas restricciones, las cuales tienen que ver con los errores conocidos en las pruebas de
hipétesis como del tipo I y del tipo II que se cometen al rechazar la hipétesis nula cuando
es cierta y aceptar la hipotesis nula cuando es falsa, respectivamente. Transformé el problema

de minimizacién con restricciones a uno sin restricciones por medio de un enfoque Bayesiano.
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Asi encontré la estructura que deberian tener la regla de paro v y la regla de decisién § en la
prueba 6ptima. Una vez que se obtiene la forma de la regla de decisién éptima, el problema se

convierte en un problema de paro 6ptimo para minimizar la funcién objetivo.

Teniendo la forma de la prueba secuencial éptima (1*, 5*), Wald definié una nueva funcién
con base en las funciones de probabilidades, bajo las hipdtesis nula fy, (X1, Xo, ..., X,) y la
alternativa fp, (X1, Xo, ..., X,,), que llamé razdn de probabilidades, la cual calculé para ambos
casos; es decir, tomando a fy,/fs, v su reciproco. Encontré dos cotas Ay B (0 < A < B < 00),
las cuales simplifican la prueba secuencial; es decir, modifico las reglas de paro y de decisién
con base en la razon de probabilidades. El resultado mas famoso del analisis secuencial es la
optimalidad de las pruebas secuenciales en razén de probabilidades (SPRT), cuya demostracién
se present6 por primera vez en 1948 [13]. La demostracién de la optimalidad de la SPRT es
parecida a una prueba de hipotesis la cual esta basada, a diferencia de la SPRT, en una muestra

de tamano fijo conocida como el Lema de Neyman-Pearson [8].

En el trabajo de Wald no consideré el costo unitario por observacién. En cambio Dayanik y
Yu en [3] introducen un costo, el cual se aplica por tomar una decisién tardia; es decir, como una
multa por tomar la decision antes que llegue el horizonte aleatorio. En este mismo trabajo se
plantea un horizonte aleatorio donde se trata de encontrar la probabilidad desconocida, f(-) de
los datos, pero antes de que llegue el tiempo de paro aleatorio, el cual es desconocido, observable y
que se supone con una distribucion geométrica. Ademads, se asocia un costo con la regla admisible

(7, 1) (prueba secuencial).

El problema de optimalidad en caso truncado también lo abordan Bhattacharjee y Mukho-
padhyay [1]. Ademads, exploran el tema de estimar intervalos de confianza para el parametro 0 de
los datos observados. Suponen que la densidad fy pertenece a la familia exponencial. También
se considera un costo conocido, asociado al tiempo de paro.

En el analisis secuencial clasico se suponen los datos independientes e idénticamente dis-
tribuidos (i.i.d), en cambio en el trabajo de Eisenberg, Ghosh y Simons [4], los datos no son

necesariamente i.i.d.

Podemos encontrar trabajos como el de Frazier y Yu [5], en el que se propone un horizonte
estocdastico con distribuciéon gamma. Para resolver la optimalidad de la prueba emplean herra-
mientas de programacion dinamica. También introducen un costo unitario ¢ que asocian a cada
unidad de tiempo, pero el costo es por la demora de tomar la decision. Ademads, plantean un
costo d al exceder el plazo limite; es decir, por tomar una decisién antes del paro. El objetivo en

este trabajo es encontrar el costo minimo cuando el plazo o fecha limite no ha llegado.
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En los trabajos de Cruz Suarez, Ilhuicatzi y Montes de Oca, asi como en el de Ilida y Mo-
ri [2, 6], utilizan un horizonte aleatorio el cual llaman horizonte aleatorio de planeacién el cual
emplean en Procesos de Decisiéon de Markov (MDP por sus siglas en inglés). Bajo ciertos su-
puestos, muestran la existencia de la estrategia optima para la MDP con horizonte aleatorio y
la obtienen proponiendo un algoritmo que se resuelve numéricamente. Los resultados dependen
de la distribucién propuesta para el horizonte. Ademads en [2] se trata con costos que pueden ser
no acotados.

Lorden en [7] resuelve el problema de optimizacién llevando el problema de minimizar la
funcién objetivo con las restricciones de los errores tipo Iy tipo Il a un problema de minimizacién
sin restricciones, incorporando las restricciones a la funcion objetivo, parecido al método de
Lagrange, introduciendo tantos multiplicadores de Lagrange como restricciones se tengan, en
este caso dos. No se supone un horizonte aleatorio y la probabilidad de que el paro sea finito es
uno.

En el trabajo de Samuel-Cahn [11] se introduce un horizonte aleatorio y se aplica al llamado
problema de la secretaria, el cual consiste en encontrar la mejor opciéon para ocupar una pla-
za. Suponen que los candidatos poseen ciertas cualidades y que estds tienen una distribucién

conocida y continua. Tratan de encontrar al mejor elemento.

En las siguientes dos secciones veremos el modelo matematico, los conceptos basicos y repa-
saremos las pruebas de hipdtesis en el contexto secuencial. En la ultima seccion plantearemos el

problema que queremos abordar en el presente trabajo.

2

Conceptos Basicos

Empezaremos recordando algunos conceptos bésicos que emplearemos para el desarrollo de
este trabajo.

Sea X € A una variable aleatoria que toma solamente un ntmero finito de valores, con sus
probabilidades respectivas f(x) = P(X = z) y A un conjunto finito. Al ser f una distribucién

de probabilidades, entonces
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> fl@) =1

€A

Los datos experimentales X7, X5, X3, ... que seran observados de forma secuencial, son copias
independientes de X, es decir, son observaciones independientes e idénticamente distribuidas

(i.i.d.). Entonces,

P(Xy =21, Xy =23,... Xy = 2,) = [ [ f(1), (1.1)
i=1
para todo n = 1,2, 3, .... Por simplicidad denotaremos la parte derecha de (1.1) como f™.

Necesitamos definir una regla para las observaciones que se obtienen, con el fin de indicar
en qué momento el experimento debe parar. Para esto tltimo, sea v, = 1,(X1, Xs, ..., X,))
una funcién que toma sélo valores 0 ¢ 1. Esta serd nuestra funciéon indicadora de paro.
Cualquier funcién de este tipo nos puede servir como la regla de paro en la etapa n siempre que

la interpretemos de la siguiente manera:
= parar si ¢, =1,
= seguir observando si ¥, = 0.

Con esto podemos definir a

¥ = (¢1,¢2,¢3,...),

como regla de paro. Con esta regla tenemos el siguiente algoritmo del experimento secuencial:
1. Se toma la primera observacién X; y ponemos n = 1.
2. Si Y, (Xy, Xo, ..., X,,) = 1, entonces terminamos el experimento,
3. en otro caso, observamos X, 1, aumentamos n en 1 y regresamos al paso 2.

Entonces el experimento secuencial terminard cuando ocurra el primer momento n tal que

¥, = 1. De esta manera el nimero final de datos observados es

(1.2)

min{l <n € N:,(X1, Xs,...X,,) = 1} sl existe
V. g
v 00 en otro caso
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Pueden existir las reglas de paro para las cuales es posible que v, sea infinito, por ejemplo,
tomemos v, = 0V n > 1, entonces v, = 0o. Pero por cuestiones practicas prescindiremos de

ellas.
Al ntmero aleatorio vy, definido en (1.2) se le denomina tiempo de paro. La distribucién de

vy esta dada por

P(Vd} :n) = P(wl :O>¢2 = 0,---?%—1 :Oawn = 1)

Podemos calcular esta probabilidad en términos de la regla de paro y de la distribucién de X.

Para hacer esto ultimo, definamos la siguiente funcién indicadora

S% = S%(XMX% BXE Xn) = (1 - ,lvbl)(l - wQ) e (1 - ,lvbn—l),lvbm (13)

paran = 1,2, .... Observemos que s% = 1 si y sélo si v, = n (ahora tiene sentido el subindice v

ya que v s6lo depende de la regla de paro). Entonces,

Plvy=n) = FEs¥(X),Xy,..,X,) = Es’

T1-Tp T1Tn

esto ultimo por (1.1).
Podemos hablar de Efv,| = > 2 nP(v, = n), siempre que P(r, < 00) =1 (como en [7]),
porque de lo contrario la funcién de distribucién tendria un salto al 1 debido al valor infinito

que tomaria v,. Entonces,

Elvy] = ZnP(yw =n) = Zn Z s fm.

T1Tn

Hasta ahora hemos caracterizado la forma del valor esperado del nimero final de datos
observados y que depende de la regla de paro, sin considerar un horizonte aleatorio. En la
siguiente seccion veremos como entra en juego la regla de decisién para aceptar o rechazar

alguna de las hipotesis simples en la prueba secuencial.
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3

Pruebas de Hipdtesis

En la estadistica inferencial hay dos grandes grandes areas de interés: la estimacién de
parametros y las pruebas de hipdtesis. En investigaciones experimentales, en algunas ocasiones,
el objetivo principal es estimar pardametros siempre que haya incertidumbre de con qué distribu-
cién vengan los datos. Por ejemplo, si en el modelo clasico (1.1) la probabilidad f(x) depende de
un pardmetro 6, f(z) = fy(x), entonces cualquier pregunta relacionada con el valor verdadero
de 6, cuando se tienen solo los datos de la muestra X, Xs,...X,,, es una pregunta estadistica.

Recordemos algunas definiciones basicas.

Definicién 1.1 (Hipétesis Estadistica). Una hipdtesis estadistica es una afirmacion o conjetura
acerca de la distribucion de una o mds variables aleatorias. Si la hipdtesis estadistica especifica

completamente la distribucion, entonces es llamada simple; de otra forma se llama compuesta.

La definiciéon anterior, nos dice que si los valores de los pardmetros a estimar son tnicos,
entonces la hipotesis estadistica se llama simple, de lo contrario se llamara compuesta. Pero

nosotros trabajaremos con pruebas de hipotesis simples, por lo que tenemos la siguiente.

Definicion 1.2 (Prueba de una Hipétesis Estadistica). La prueba de una hipdtesis estadistica H

es una regla o procedimiento para decidir si rechazamos a H o no.

Por ejemplo, podemos suponer que tenemos una muestra de una distribuciéon de Bernoulli,

esto es

f(CC):P(X:x):{P siz=1

1—p siz=0.
El pardmetro 6 es la probabilidad de “éxito” p € [0, 1].

En nuestro caso de la estadistica secuencial, veremos el caso basico de las pruebas, como es
el caso de dos hipdtesis simples. Entonces, el problema que estudiaremos serd, con base en los

datos observados, decidir cudl de las dos hipétesis, Hy : € = 6y o Hy : = 0y, es verdadera. Por
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ejemplo, en el caso de la distribucion de Bernoulli, una pregunta seria, jes cierto que los “éxitos”
y “fracasos”, en la sucesion observada, vienen con la misma frecuencia? Esto es, Hy : p = 0.5,
y si existiera otra suposicién sobre el valor de p, digamos H; : p = 0.6, tendremos que pensar
en como los datos muestrales X1, Xs, ..., X,,, nos ayudaran a decidir a favor de una u otra de las
hipotesis planteadas. Pero esto es para una muestra tomada de golpe.

Sabemos que al tratar con dos hipdtesis simples, nula Hy y alternativa H, podemos cometer
ciertos errores al tomar una mala decisiéon sobre alguna de las hipdtesis. Entonces queremos que

los errores que cometemos sean lo mas pequenos.

Definicion 1.3. El rechazo de Hy cuando ésta es cierta, se llama error del tipo I y la aceptacion
de Hy cuando es falsa se llama error del tipo 1. El tamano del error del tipo I se define como la
probabilidad de que éste ocurra y andlogamente el tamano del error del tipo II es la probabilidad

de que este error ocurra.

Asi tenemos que el tamano del error del tipo I es Py(Rechazar Hy|Hj es cierta), mientras que
el tamano del error del tipo 1T es Py(Aceptar Hy|Hj es falsa).

Ahora lo que nos interesa es implementar las pruebas de hipdtesis en el contexto del expe-
rimento secuencial. Para esto necesitamos formalizar el concepto de un procedimiento de una
prueba de hipdtesis en este marco secuencial.

Como ya hemos mencionado anteriormente, nuestro experimento puede terminar en cualquier
momento al tiempo n > 1 y cuando eso suceda tenemos que decidir cudl de las dos hipotesis
es con la que nos quedamos, cualquiera que sea n. Es decir, vamos a tomar una decision de
aceptar la Hy o rechazarla a favor de H; después de que el experimento se detuvo. Entonces,
como en el caso de la regla de paro, ahora necesitamos una regla de decision para la prueba de
hipétesis. Tomando en cuenta lo anterior, definamos una regla de decisién ¢ como una sucesion
de funciones indicadoras 6, = 0,(X1, Xo, ..., X,,), n =1,2,3...,

d = (01,02,03, .y Ony )5
con la siguiente interpretacion al terminar el experimento secuencial en la etapa vy, = n:
= se acepta la hipotesis Hy si 9, =0y
s se rechaza H, a favor de H; si ¢, = 1.

Con lo anterior, tenemos la siguiente.
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Definicion 1.4. Una prueba secuencial estadistica se define como una pareja (¢, 6), donde 1) es

una regla de paro y d es una regla de decision.

Con la anterior definicion podemos observar ahora que las pruebas clasicas, basadas en una
muestra aleatoria de tamano fijo n, es un caso particular de esta definicion con i, =Yy =--- =
Yn_1 =07y ¥, =1y Gnicamente pueden ser identificadas con la regla de decision ¢,,. Ya con los
datos obtenidos X7, X5, ..., X,, se realiza el experimento para aceptar la hipotesis H;, con i = §,,.

Esta clase de pruebas es mas variada, ya que cada prueba tiene ademaés de la regla de
decision una regla de paro la cual determina el ntimero final de observaciones que se realizaron

en el experimento.

Ya que tenemos la definicién de lo que se conoce como prueba estadistica secuencial, segui-

remos con el problema a resolver en el presente trabajo.

4

Planteamiento del Problema

Como mencionamos anteriormente, Wald trabajé el andlisis secuencial estadistico con un
horizonte infinito. En este trabajo desarrollaremos una teoria alterna a lo hecho por Wald en [12],
pero introduciendo un horizonte aleatorio, que puede hacer que nuestro experimento termine
antes de que la regla de paro lo detenga. Esto tiene sentido practico ya que al estar realizando
nuestro experimento secuencial, puede suceder un evento de fuerza mayor que nos obligue a
terminar de forma anticipada, ya sea porque se agotaron los recursos, vino una orden superior
exigiendo su terminacion, o cualquier otro suceso que ocurre de manera aleatoria.

Definiremos a nuestro horizonte como una variable aleatoria que denotaremos con la letra
D. Entonces, uno de los objetivos principales de este trabajo es caracterizar la estructura de la
prueba secuencial éptima (¢, ) con la incorporacién de este horizonte D y ver si, como en el
caso clasico, minimizamos el ntmero final de datos observados en la prueba bajo la hipotesis
nula, teniendo como restricciones los errores del tipo I (a) y tipo II () que se cometen al realizar
pruebas de hipdtesis. Ademads, vamos a introducir un costo unitario ¢ > 0 al ir observando los

datos bajo la hipotesis nula. Asi, el objetivo es minimizar el costo total, el cual estda dado por
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CE@O [Vw A D],

sobre todas las pruebas secuenciales (v, 6) restringido a a(v,0) < a'y B(1,0) < 5.

Para tal propoésito utilizaremos, en esencia, el método de multiplicadores de Lagrange como
Lorden en [7], para poder incorporar las restricciones de los errores en la funcién objetivo a mi-
nimizar. Por lo tanto, el problema de minimizacién con restricciones se convierte en un problema

de minimizacion sin restricciones, es decir,

min {CEQO vy A D]+ Aoa(eb, 8) + M B, 5)}.

Para llegar a la regla éptima analizaremos como Wald el caso truncado, que es cuando la
regla tiene un maximo de observaciones N. Por lo que la regla de paro que se trata en este caso

es simplemente

Y= (@Dl,%ﬂ/}& NS, YN = 1)-

Después abordaremos, con ayuda del caso truncado, el caso no truncado.

Pondremos los resultados de la prueba 6ptima en el contexto de razoén de probabilidades con
el objeto de encontrar cotas A y B (en caso de que existan bajo el horizonte aleatorio) de la
region de continuacién, a partir de constantes ¢, A\g, Ay > 0.

Finalmente, trataremos el caso inverso en caso de horizonte aleatorio; es decir, a partir de

las cotas A y B, hallar tres constantes ¢, A\g, A7 > 0 que hacen la prueba éptima.



CAPITULO 2

OPTIMALIDAD DE PRUEBAS SECUENCIALES CON
HORIZONTE ALEATORIO

1

Caracteristicas y Desarrollo de las Pruebas

Secuenciales con Horizonte Aleatorio

En términos muy generales, lo que queremos realizar en esta parte es introducir el horizonte
aleatorio en los errores del tipo I y II en pruebas de hipotesis simples, ya que al realizar una
prueba, se genera un algoritmo de ir observando los datos y finalmente se llega a la conclusion
una vez terminado el experimento. Sin embargo, la conclusiéon puede ser errénea y ésta viene
dada por los errores antes mencionados. Esto nos servird para después desarrollar el problema
de paro 6ptimo con horizonte aleatorio D cuando realizamos pruebas de hipotesis sobre los datos
observados al tiempo n (x1, x9, ..., z,,). Por el momento no pondremos condicién sobre el tipo de
distribucion que pueda tener el horizonte aleatorio D, que bien puede ser del tipo geométrica o
uniforme como en [11].

Veamos qué ocurre cuando hacemos pruebas de hipdtesis y como entra en este contexto el

horizonte aleatorio D.

Para tener una calidad en la inferencia estadistica, lo conveniente es procurar que los errores

11
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no sean frecuentes. Para medir esta frecuencia se usa la probabilidad. Por lo tanto, tenemos

que tomar en cuenta las probabilidades de los errores bajo el horizonte aleatorio D. Entonces
y por lo que vimos en el capitulo anterior, sabemos que la probabilidad del error tipo I es
a(1),d) = Py, (rechazar Hy) y la probabilidad del error tipo II es 3(1,d) = Py, (aceptar Hy).

Es conveniente definir las siguientes funciones indicadoras.

ty = (1—¢)(1 =) (1 — o) (2.1)

y tlf = 1 para toda regla de paro v. Observemos que t¥ es una sucesiéon decreciente de ntimeros

en [0,1],

o= 1,
9 = (1—1y)<1=t" porque cada v; es 06 1,
ty = (1—uo)ty <ty

tiﬂ = (1 - @Dn)ti < tﬁ,

ademas,

=t = (=)L =) (I =) — (L= 1) (1 =)+ (L — 1),
= (1_%)(1_%)”'(1_1%—1(1_(1_1%)))7
(1 - ¢1)(1 - ¢2) U (1 - %—1)%,

n?

con s¥ dada en (1.3). Notemos que s¥ =1 < ¢, =0V i=1,...,n— 1y, =1, pero esto
ocurre < t;p = 1 para toda i = 1,...,n. Ademds, observemos que %1, = s¥. Asi, para D como

horizonte aleatorio y v, como en (1.2), tenemos que

Py, (rechazar Hy) = Py, (rechazar Hy, D > vy) + Py, (rechazar Hy, D < v)

= ZP90(5n21,SZ:1,D>n)
n=1

+ZP90(5d = 1a {'le = 0,'¢1 - 07 “‘?¢d—1 = O}aD = d)
d=1
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= Y Ep[6,5U1P(D > n) + Y Py (0a=1,tg=1)P(D = d)
= d=1

= Y Ep[6,581P(D > n) Z Eg, [0t P(D = d)

= i > sU6,f5.P(D > n)

n=1x1-xn

+§: > théafs P(D = d).

d=1 x1---xq

Por lo tanto,

Z Y os fgo( P(D >n) + tﬁp(p:n)). (2.2)

n=1x1-xn

Ahora veamos qué sucede para el caso de aceptar Hy.

Py, (aceptar Hy) = Py, (aceptar Hy, D > vy) + Py, (aceptar Hy, D < 1)

= ZPgl(én:O,sle,D>n)

n=1

+> P (60 =0,{th = 0,4 =0,..., ¢4y = 0}, D = d)
d=1
= Y Ep[(1=06,)sY1P(D > n) + ZEgl [(1 = 6,)tY]P(D = d)
n=1

= > Y st(1-3,)fpP(D >n)

n=1x1-xTn

+§: > (1= da) £ P(D = d).

d=1 xz1--x4
Luego,
Z S (- fgl( YP(D > n) +t'P(D = n)). (2.3)
n=1x1-xn

Sea vy A D = min{r,, D}. Como vy, es una variable aleatoria, entonces su valor esperado
puede ser calculado tanto bajo la hipdtesis Hy como bajo la H; y al introducir el horizonte

aleatorio D, tenemos dos caracteristicas:
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N (0o; ) := Epy[vy A D] y N(01;v) := Ep, [vy A D],

las cuales tienen que ver con la regla de paro y con el horizonte D mas no con la regla de decision.
Podemos tener el caso en que el experimento no termine y esto puede ocurrir si el horizonte
aleatorio no es acotado y v, = 0o. Por cuestiones practicas y por el momento, pediremos que el
experimento termine en algin momento, ya sea porque v, < 0o y/o D sea acotado, en términos
probabilisticos lo podemos ver como P(vy A D < o0) = 1.

Supongamos que el pardmetro verdadero de vy, A D es 6, entonces nos podemos enfocar al
célculo de N (6y; ). Asi,

N(0o;¢) = Ego(vy ND) = FEg,(vy AN D)Ipsy,y + Egy(vy A D) ip<y,y
= Eeo(Vw)I{D»w} + Ly, (D)I{Déuw}

= ZHPQO(V¢ =n,D >n) —|—ZHP90(D =n,n < vy)

n=1 n=1
= Y nPy(vy=n)P(D>n)+ Y nP(D=n)Py(n <)
n=1 n=1

= ) B (sh)P(D>n)+ Y _ nP(D = n)E,(t})

n=1

= Z Z nsl fo. P(D > n)

n=1x1-xn

+> nP(D=mn) Y tify

T1Tn

= S app (%P(D >n)+ P(D= n)). (2.4)
n=1x1-xn
Hasta ahora hemos caracterizado el problema. Lo que ahora sigue es introducir el costo por

dato observado

Al realizar un experimento estadistico secuencial representa un costo para quien o quienes
lo realizan, por lo que es conveniente ver el problema en estos términos. Asi, sea ¢ > 0 el
costo unitario de las observaciones, entonces el costo total promedio del experimento secuencial

depende de la regla de paro v y del horizonte aleatorio D, el cual esta dado por
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C (s ) == Epylc(vy A D)] = cN(0o;1)). (2.5)

La anterior funcién la llamaremos funcién de costo.

El problema del analisis secuencial es hallar la forma de la prueba que minimiza el niimero
promedio de observaciones en la clase de todas las pruebas cuyas probabilidades de error no
excedan ciertas cotas. Sea A(«, () la clase de las pruebas (1, 9) tales que satisfacen las siguientes

desigualdades:

a(y,d) < a y B(y,d) < B,

siendo a y  dos nuimeros reales, 0 < a, 8 < 1, generalmente muy pequenos. Entonces el objetivo
es hallar una prueba en A(«, #) con C(1; ¢) minimo en esta clase.

El problema planteado representa un problema de optimizacién con restricciones siendo
C(1; ¢) la funcién objetivo. Para solucién de problemas de optimizacién con restricciones, como
ya mencionamos anteriormente, se conoce el método de multiplicadores de Lagrange [7]. En
esencia, es el método de Lagrange el que emplearemos para minimizar la funcién objetivo, pero
en el espacio de funciones. Este método consiste en reducir el problema de optimizacién con res-
tricciones a uno sin restricciones, incorporando las restricciones en una nueva funcion objetivo,

conocida como funcién de Lagrange. Entonces la funciéon que nos interesa tiene la forma:

L(1, 85 ¢, Mo, A1) = C (5 ¢) + Xoa(9),0) + M B(¢,9),

donde Ag, Ay > 0 son conocidas como multiplicadores de Lagrange.
Sustituyendo C(1);¢) como en (2.5), tenemos finalmente que la funcién de Lagrange tiene la
forma:
L1, 8; ¢, Mo, M) = cEy,[vy A D]+ Moa(,8) + M B(¢, ). (2.6)

Esta forma de la funcion de Lagrange es la que trabajaremos en la mayoria de las ocasiones
para demostrar ciertos teoremas, pero cabe hacer mencién que no serd la tnica, como veremos

mas adelante.

Nos interesa encontrar una solucién (si la hay) no trivial con al menos un dato observado
(Eg, vy AD] > 1). El caso trivial es precisamente cuando Ag = 0 0 A\; = 0. Esto es cierto toda vez
que si A\g = 0 en (2.6), tenemos que Py, (rechazar Hy) no contribuye en la funcién de Lagrange,

por lo que podemos rechazar siempre a la hipdtesis nula, es decir, Py, (rechazar Hy) = 1. Entonces
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se cumplird que Py, (aceptar Hy) = 0. Se sigue que la funcién de Lagrange a minimizar con A\g = 0
es L(v,9;¢,0, \1) = cEy,[vy A D]. Por lo tanto, dadas v, 0 se cumple

min LY, 8;¢,0, A1) = c.

De igual manera se cumple para A\; = 0. Entonces para no tener el caso trivial vamos a suponer

que Ag, A; > 0.

Como ¢, A\g y A1 permanecen constantes y por cuestiones practicas abusaremos de la notacion,

haciendo L(1,0) = L(¥, §;¢, M, A1) vy C(v0) = C(; ¢).

2

Reduccion al Problema de Paro ()ptimo

El siguiente teorema representa la reduccién del problema con restricciones a uno sin ellas
aplicando el método de Lagrange. Por lo tanto haremos uso de la funciéon de Lagrange que vimos

al final de la seccién anterior.

Teorema 2.1. Sea (1)*,0%) una prueba tal que para cualquier otra prueba secuencial (1, 3)

L(y*,0%) < L(v,9), (2.7)

a0 =a P07 =p. (2.8)

Entonces para cualquier prueba (1,0) que satisface
a(ih,0) <o B(,0) < B (2.9)

se cumple

C(y*) < C(4). (2.10)

La desigualdad (2.10) es estricta si alguna de las desigualdades de (2.9) es estricta.



CAPITULO 2. OPTIMALIDAD DE PRUEBAS SECUENCIALES CON HORIZONTE
ALEATORIO 17

Observemos que las condiciones (2.8) garantizan que (¢*, §*) € A(a, 8), asi que (2.10) repre-

senta la optimalidad de (¢*,6*) en la clase A(a, §) desde el punto de vista promedio del costo.

Demostracion.
Sea (¢*,0%) que satisface (2.7) y (2.8). Supongamos que (%, d) es una prueba arbitraria que

satisface (2.9), entonces,

CW") +da+ B = C7)+ doa(d”,0%) + MpBY",07),
(

= L(y*,6%),

< L1, 6), (2.11)
= C(’QD) + )\OO‘(,@D> ) + Alﬁ(wa 5)>

< CW) + doa+ MB. (2.12)

Luego,
Cy*) < C(y).
Lo que demuestra la primera parte del teorema. Ademads, es claro que si una de las desigual-
dades en (2.9) es estricta, entonces la desigualdad en (2.12) es estricta. Ahora si C'(¢*) = C(¢)
para alguna prueba (v, §), entonces las desigualdades (2.11) y (2.12) son en realidad igualdades.

Por lo tanto, a(v,0) = a'y B(w,d) = B, y esto concluye la demostracion.
|

Del Teorema 2.1 vemos que para hallar la forma de la prueba 6ptima necesitamos minimizar
la funcién de Lagrange L(1, ). Para esto, daremos una regla de decisiéon §* éptima en el sentido

de que para cualquier otra regla de decision 9, se cumple

L(y,07) < L1, 0).

Para dar a 0* necesitamos introducir la siguiente notacion. Sea

1 siAfy —Afi <0,
5 =1 " N _ 2.13
n {)\Ofo - )‘1f1 < 0} { 0 en otro caso. ( )

Entonces hagamos 6* = (7,05, ..., 0%, ...).

Y Yn?
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Teorema 2.2, Sea §* = (07,65, ...) una regla de decision con §f como en (2.13). Entonces para

cualquier regla de paro ¢ y cualquier regla de decision §

L(1,6%) < L(¥,9).

Ademdas, para el valor de L(1, %) se tiene la siguiente expresion

L(y,6%) = +ZZW Yo P(D >n)+ P(D = n)) min{Ao fg', M f1'},
con t¥ dado como en (2.1).

Demostracion.
Observemos que por la definicién de la funcién de Lagrange dada en (2.6), sélo hay que

probar que

Aot (¥, 0%) + A 5(1,6%) < doa(yh, 6) + MifB(1), ) (2.14)

y por consiguiente
Xoa(h, 6%) + M B(¢, 6%) ZZW UnP(D > n)+ P(D = n)) min{Ao fg', M f7'}.

Para probar esto, haremos uso del siguiente.

Lema 2.3. Sea x una variable con un nimero finito de valores y sea F(x) cualquier funcion de

x. Entonces para cualesquiera funciones ¢(z), s(x), 0 < ¢(x), s(x) < 1, se tiene
> s(2)F(x D p() <oy < > s (2.15)

Demostracion.

Observemos que (2.15) es equivalente a probar que

0<Z [{F< ) <O}] (2.16)
Veamos que F(z)[p(x) — I{F(x) < O}] > ( para todo .

» Si F'(z) <0 entonces ¢(z) — I{F(:c) <0} = ¢(z) — 1 <0, por lo tanto su producto es no

negativo.
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» Si F(z) > 0 entonces ¢(z) — I{F(x) <0} = ¢(z) > 0, y nuevamente su producto es no

negativo.

De esta manera vemos que todos los sumandos de (2.16) son en efecto no negativos, con lo
que se demuestra la desigualdad (2.15)
[

Regresando a la prueba de (2.14), representamos el lado derecho utilizando (2.2) y (2.3).

Entonces

Ma(.8) + MBS = 3T Ndo fi (55 P(D > n) + t4P(D = n))

n=1x1xn

+ i Z (1 =8, <32P(D >n) +tYP(D = n))

n=1x1-xn

= 3 (Ml 4 ML= 007 (8P > )+ P(D = m).

n=1x1xn

Pongamos por el momento a H} = ¢, P(D > n) + P(D = n), entonces

Moat(,8) + MB(Y,8) = DY (Nobuff +M(1—6,) [t H

n=1x1xn

= D0 (Mbufy — MOuf + NS H],

n=1x1xn

= SO Qufy MM fH,

n=1x1Tn n=1z1-Tn

Observemos que a los primeros sumandos de este ultimo resultado podemos aplicar el Lema

2.3, con ¢ =6,, s = tﬁH{g y F' = Xofl' — M f{', entonces tenemos que

Moc(¥,8) + MB[,0) = Y DT ofy —MAMIHGI ) en g pn <y (217)

n=1x1-xn

N e H] (2.18)

n=1x1-xTn
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= 3 off - MEHI MY S freH]

n=1z1-Tn n=1z1--Tn

= )\()Oé(’w, 5*) + Alﬁ(wa 5*)

Por lo tanto, L(1,0) > L(1,§*) como se queria probar.
Notemos que de (2.17) y (2.18) tenemos

Noa(®,8%) + MB(,8) = D0 S [Cofi = MMy o g < 03 + M|

n=1x1Tn

— Z Z min{ Ao fi', A1 f{ 3o H.

n=1x1Tn

Lo anterior es cierto toda vez que

Aofo S M siT=1,
Nofr = MMy g n + M=
(Ao fo 1f1){)\0f0_)\1f1§0} 1/1 {Alf{“<>\0f5l sif=0.

Por lo tanto, siempre tenemos el minimo. Luego,

L, 6%) = CW) + 3 S minfAefg AfHey (@an(D >n)+ P(D = n)). (2.19)

n=1x1-xn

Con el resultado de (2.19) queda claro que L(1), §*) dependera sélo de la regla de paro, asi que,

abusando nuevamente de la notacién hagamos

L() = fnf L(1,6) = L($,5").

Resulta de esta manera que el problema de minimizacién de L(1,d) se convierte en un
problema de paro 6ptimo, ya que la funciéon de Lagrange sélo depende de la regla de paro. Por

lo tanto, el problema se centra en encontrar la regla de paro 1* para la cual se cumple

L(y") < L(¥)
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para cualquier regla de paro v con las restricciones de los errores del tipo I y tipo II. Lo anterior

es cierto, ya que por el Teorema 2.2 y para cualquier prueba (¢, 6), se cumple que
L(4,0) = L(¥,6%) = L(¢) = L(¥") = L(¥",0%).

En consecuencia, L(1*,0*) serd la prueba éptima.

Con esta nueva notacion, la funcién de Lagrange a minimizar la podemos ver como
L(¢) = cEpy[vy A D] + Xoar(¥,6%) + MB(, 67), (2.20)

o bien por el mismo Teorema 2.2

L(¥) = cEg,[vy A D] + f: S minfAof A ST (%P(D >n)+ P(D = n)). (2.21)

n=1x1-xn
Ademas, si denotamos m,, = min{ o f’, A1 f{'} v sustituyendo a Ey,[vy A D] en (2.21) por

(2.4), tenemos finalmente una forma més explicita.

L(y) = CZ Z nfoty <¢nP(D >n)+ P(D = n))

n=1x1xn

+ i 3 mt (%P(D >n)+ P(D = n))

n=1 1z
= Z Z t¥ <¢nP(D >n)+ P(D = n)) (cnf(? + mn). (2.22)
n=1z1--Tn
Esta tltima forma es la que usaremos en la mayor parte de lo que resta de este capitulo, pero
habra ocasiones que nos convendra hacer uso de la forma (2.21).
No perdamos de vista que la funcién L(7)) tiene, de manera implicita, los pardmetros ¢, Ag y

A1, de igual manera m,, tiene a los parametros \g, A1 y los datos observados X, X, ..., X,,.
Paro Optimo

En esta seccion caracterizaremos la prueba secuencial éptima, primero para el caso truncado

al tiempo N y después el problema de la optimalidad de la prueba lo extenderemos al caso
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no truncado. En el caso truncado hablaremos de un caso mas general de las reglas de paro a

nivel truncado N como ¢ = (¢1,%s,...,0n_1,ny = 1), dejando que 1), sea cualquiera para
n=12..,N—1.

3.1

Caso Truncado

En lo siguiente, resolveremos el problema de paro éptimo planteado anteriormente, cuando
estamos en la clase de tiempos de paro truncado.

En algunas demostraciones haremos uso de la funcién de Lagrange de la forma L(1); ¢, Ao, A1)
con el fin de hacer mas facil de entender ciertas demostraciones, pero cuando sélo denotemos a
L(1)), se entendera que contiene a los pardmetros ¢, \g y A;.

Sea N el numero maximo de observaciones que se pueden realizar en la prueba; es decir,
Yy = 1y 1, arbitraria para toda 1 < n < N — 1. Entonces de (2.22) podemos definir lo

siguiente:

Ly() = i 3ot (@an(D >n)+ P(D = n)) (cnfO" + mn)

— Z Z tY (wnP(D >n)+ P(D = n)) (cnf(? + mn> (2.23)

que es la funcién de Lagrange truncada al nivel N (¢ = 1).
Cabe hacer mencion que cuando tengamos una suma de la siguiente forma: 2?21 a; =0, su
valor es cero, debido a que no hay elementos en la suma. Por ejemplo, si N = 1 en la parte

derecha de (2.23), entonces s6lo quedara el segundo sumando.
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Establezcamos el siguiente lema, el cual absorbe la mayor parte técnica para el paro 6ptimo

en el caso truncado.

Lema 2.4. Sea ¢ = (91,19, ...) cualquier regla de paro fija. Supongamos que r es un nimero

entero, 2 <r < N, y v, = v.(x1, ..., x.) una funcion cualquiera. Entonces

Ti > th(vaP(D > n)+ P(D =) (enfit +m)

n=1x1-xTn

+ Z t}f’P(D >r) (crfg —I—vr>

T1 Ty

v

S5 (6P > )+ (D =) (e + ) (2.24)

n=1x1-xn

+ Y e P(D>r- 1)(c(r Sl vr_1>,

1 Tr—1

en donde
Up—1 = min {mr’—lapr—lmr—l + (1 - pr’—l) [C g_l + Z Ur(xla T2, .- xr)} }a

siendo p,_1 = Ilzgg;:jg, siempre que P(D > r — 1) > 0, de lo contrario en (2.24) tendremos

solo la suma hasta r — 2 en ambos lados.

La desigualdad en (2.24) se convierte en igualdad para

I

St Ppr_1 < 1.
. ey <efy Y 0y TP
r—1 — o,

1 St pr_q1 = 1.

Demostracion.

Es suficiente probar que

S, (wr_lP(D ~r—1)+P(D=r— 1)) <c(r —Dfr mT_l)

+ Z t:{’P(D >r) (crfg + UT)
Ty
> 3 LDz (cr =1 o). (2.25)

X1 Tp_1
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Recordando que t¥ = t:f’_l(l —1,_1), encontramos que la parte izquierda de (2.25) es igual a

S t}f_l{ (wr_lp(p Sr—1)+P(D=r— 1)) <c(r Yt mr_l)}

> ) (1= a)P(D = r)(erfs + o)
= Y t;%’_l{zpr_lp(p >7r—Delr =) +me1) +P(D=7r—1)(c(r —1)fi +m,_1)

+(1 = ) P(D > 1)(c +Zvr}

- ¥ t}?_l{wr_lp(p S Derfit =, 1 P(D > 1 — 1)efi~ 4 b1 P(D > 7 — V)my_y

X1 Tp_1

+P(D =r—1D(c(r =1 f7 +mu_1) + P(D>r)(cr +ZUT

~a P(D = )erfi™ = b P(D 2 7) Y v, }

Ty

= > t;%’_l{qpr_l [P(D >r—1)me_y — P(D>7r—1)cfi™t = P(D>r) Zvr]

Tl Tr—1 Tr

+P(D=7r—1)(c(r =) 5" +m,_1)+ P(D >r)erf; +P(D>T)Zvr}

Ty

e L e e e B Y LERD I

+P(D=7r—1(c(r =15 +m,_1)+ P(D>7r)c(r —1)fi~  + P(D >r)cfy” 1}
= % fua[re s e - e+ FP (D2 0™+ w)
+P(D>r—Delr— 1) I + P(D =71 — 1)mr_1}. (2.26)

Aplicando el Lema 2.3 con

s-tf 13
G=1Ur_1y

F=P(D>r—1)(m._1—(cfg7" +3, v)),

tenemos que la parte derecha de (2.26) cumple que

> Z t:f’_l{ [P(D > —1)(me_y — (cf™ + Zw))} X

Ty Tr—1
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P> = Dy — ey + Y ) <0)

+P(D =) (efy + Y )+ P(D =7 —)e(r— ) fs "+ P(D =1~ 1)m,_1}

Xy

- ¥ ty_l{ min [P(D >~ Dmy_1, P(D > 1 — 1)(cfi™" + Zvr)}
T1-Tp—1 Tr

+P(D > 7= V)e(r = 1)fg™ + P(D =7 = Dm,}. (2.27)

Supongamos que P(D > r — 1) > 0, entonces el minimo de (2.27) se puede simplificar como
P(D>r—1)min{m,_1,cfi~" + >, v-}. Ademds, (2.26) es igual a (2.27) si

r— =1 .
Vet {m, <cfi+> v}

Pero ademads, se cumple que
PD=r—-1)<PD>r—-1)+PD=r—-1)=PD>r-1),

lo que implica

_ P(D=r-1) <1
= Ppo>r—1)
Por otra parte, si P(D >r —1) =0y P(D =r —1) > 0, entonces
P(D=r-1) P(D=r-1) P(D:r—l)_1

P = PpD>r=1) " PO>r—1)+P(D=r—-1) P(D=r—1)

y (2.26) es igual a (2.27) si ¢, = 1.

En caso de que P(D > r — 1) = 0, entonces P(D > k) = 0 para toda k > r. Luego, (2.26)
es igual a (2.27) y ambos son cero. Por lo tanto, tendriamos que verificar si la desigualdad se
cumple parar —2 y r — 3.

Ahora, si el minimo en (2.27) es P(D > r — 1)m,_y, la expresién entre llaves de (2.27) es

igual a

P(D>r—1m,_1+P(D>r—1)c(r—1)f;'+P(D=r—1)m,_,
= P(D>r—D(c(r =1 +me_q)
= P(D>r—1D(ctr =1 +v,_1).
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En cambio, si el minimo en (2.27) es P(D > r — 1)(cfy™" + >, v,), entonces la expresién

respectiva en (2.27) es igual a

P(D>r—1)(cfy "t + ZU") +P(D=r—1)m,_1 +P(D>r—1ec(r—1)f"

= P(DZr—l){c(r—l) 0"—1+£Eg;::3m%1
PO>r—1)-PD=r—1)¢ .,
* P(D>r—1) (e +;w>}

= P(D>r— 1){0(7“ — D)t peomey + (1 - p,,_l)(c 1 Z’UT)}
= P(D>r—Dfclr — D f +v,1}. T

Se sigue que (2.27) es igual a

Z tY \P(D>r— 1)(0(7" —1fy + vr_1>.

1 Tr—1

Por lo tanto, hemos probado (2.25).

., . . P(D=
Observacién I: En el anterior lema hemos trabajo con p, = PED>:§, que se conoce como

funciéon de riesgo o también conocida como tasa de fallos. Notemos que si p, = 1, entonces
Y, = 1y k es tnica con esta propiedad. Esto es cierto toda vez que si
_P(D=k) P(D =k)
PR=P(D>k ~PD>k+PD=k)

entonces P(D > k) = 0. Pero esto ocurre si y sélosi P(D = n) = 0 para todan > k. Asi podemos

=1

ver que por arriba de k£ no existe otro entero no negativo con esa propiedad. Supongamos que

por abajo existe ko < k, tal que py, = 1, entonces P(D > ko) = 0. Luego, tendremos que

P(D =k) =0y con ello p; queda jindefinido! Por lo tanto, k es tinico que hace p, = 1.
Observacién II: De las funciones v, obtenemos la funciones indicadoras de 1), para la regla

de paro, siempre que p, < 1.

Ahora bien, el Lema 2.4 se puede aplicar inmediatamente a la funcién Ly () de (2.23),

definiendo vy = my. Entonces,

Lv@) > 33 (6P > )+ PO =) (enfy +m,)

n=1x1-xn
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+ Y . P(D=N- 1)<C(N N4 UN_1>, (2.28)

1 TN-1

donde vy_; = min {mN_1,pN_1mN—1 + (1 —pn_y)(efd =+ Em,\, UN)}, teniendo en cuenta que

PN—-1 = %. La igualdad se dard en (2.28) con

I _ si pPN—1 < 1.
{my_1 <cfd '+ ) un}
U1 = 0 ; (2.29)
1 si PN-1 = 1.
Aplicando nuevamente el Lema 2.4 al lado derecho de (2.28), vemos que
N-3
L) = 3 3 2(enP(D > n) + P(D =n))(enfg +my)
n=1x1-xn
+ Y #,P(D=N-2) (C(N —9)fN-2 4 uN_2), (2.30)

T1TN_2

donde vy_y = min {mN_g,pN_gmN_g + (1 = pno)(cfd 2+ Zfol UN_l)}. Teniendo la igual-
dad en (2.30) con

1 _ si PN—2 < 1.
my_s < cfN72 4 UN—
bna= ] Tsch mzl vl (2.31)

1 si py—2 = 1,

siempre que py_1 < 1, de lo contrario se elimina el caso cuando py_o = 1.
Aplicando de forma iterativa el Lema 2.4 hasta r = 2, vemos que la primera expresion de la

parte derecha de 2.24 es nula, luego la cota sera de la forma

Ly(¥) > (cfs +w), (2.32)

ademds de algunas otras condiciones sobre la regla de paro v para tener igualdad en (2.28),
(2.30) y (2.32). Entonces para tener igualdades en (2.28), (2.30) y (2.32) y si existe k < N tal
que pr = 1, entonces ¥y = 1y ¥p_1,Yk_2, ..., Y1 andlogos a la indicadora de (2.29); mientras
que Yri1, Ypao, -, YN, pueden ser cualquier funcién, en caso de que existan. En cambio, si

pr < 1 para toda k < N, entonces 9 son indicadoras, comenzando con las indicadoras de (2.29)
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y (2.31). Esto significa que estas condiciones describen la regla de paro éptima para el caso

truncado a nivel N con horizonte aleatorio D.

El resultado formal se encuentra en el siguiente.

Teorema 2.5. Sea ¢ cualquier regla de paro truncada (¢ = 1). Entonces para cualquier 1 <

r < N —1 se cumplen las siguientes desigualdades

Ly(y) > Z > t2(vaP(D > )+ P(D =n)) (enfy +mn)

n=1x1-Tn

+ > PO+ (clr+ DT V)

Ty Tr41

Til Z tx<¢nP(D >n)+P(D=n)) (cnfgl+mn)

n=1x1-xTn

+ 3 WP =) (arfg + V,KV), (2.33)

T Ty

A%

en donde, por definicion, Vi = my, y VN son definidas paran = N — 1,N —2,...,1 de la

siguiente manera recursiva;

V.Y = min {mmpnmn +(L=pa)(efy + ) VnZYi-l)}v (2.34)
Tn+1

P(D=n)
P(Dzn)’

Ademds, la cota inferior (2.33) se alcanza bajo las siguientes condiciones.

con p, =

st pp < 1,
n<cfg + Z +1}

Uy = It 2.35
n=12.,N-1, (239)

1 stp, = 1.

Si pn =1, comenzamos con VN =m, y VN como en (2.34) parak =n —1,...r

En el teorema anterior, hemos considerado que P(D > n) > 0 paran = N — 1,,,1. Ahora
bien, si n = min{t : P(D > t) = 0}, entonces tenemos que p,_; = 1, toda vez que

P(D=n—-1) P(D=n—1)  P(D=n-1)

P(Dzn_l)_P(Dzn)—l-P(D:n—l)_P(D:n_l)zl‘

Pn—1 =
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Por lo tanto, este caso queda contemplado dentro de (2.35).

Notemos que también las funciones V¥ definidas en la ecuacién (2.34) estéan relacionadas
con la regla de paro dada en (2.35). Esto es cierto ya que si el minimo es m,,, entonces se tiene

la desigualdad:

mp S mnpn + (1 pn C.fO Z n+1

Tn41

Esto es equivalente a tener

(1 =pu)my < (1= pu)(cfy + Z n+1

Tn+1

De lo anterior vemos que si p, < 1, entonces tenemos la funcién indicadora de la funcion 1,

de la regla de paro. En cambio si p, = 1, entonces se sigue de (2.34) que VN = m,,.

Ahora, hagamos r = 1 en el Teorema 2.5, con lo que obtendremos la estructura de la regla

de paro 6ptima en forma del siguiente corolario.

Corolario 2.6. Sea N > 2 un numero entero y supongamos que p, < 1 para todan =1,2,... N—
1.

Sean las funciones VN = VN(zy,...,2,), n = N — 1,...,1, definidas por las férmulas
recursivas (2.34) partiendo de VY = my.

Entonces para cualquier regla de paro v truncada a nivel N (es decir, tal que ¥y = 1) se

cumple la siguiente desigualdad:
Ly(¥) > c+ > V¥ (x). (2.36)

La cota (2.36) es alcanzada si ¢ satisface (2.35) para todan =N —1,...,1, y ¢y = 1.

Por otra parte, v, = 1 siempre que p, =1 y partiendo de V' = m,,.

Notemos que las funciones V.V definidas en (2.34) contienen, de manera implicita, los pardme-
tros ¢, A\g, A1 y por supuesto al horizonte aleatorio D por medio de la funcién de riesgo p,. Por
lo que al hacer uso de estas funciones y para no ser redundantes, se entendera que contiene a los
parametros antes mencionados.

El siguiente resultado es un caso particular cuando ¢ = 0 y que nos sera de utilidad en el

ultimo capitulo tomando un horizonte D no acotado, aunque finito con probabilidad 1.
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Corolario 2.7. Sea N > 2 un nimero entero y supongamos que p,, < 1 para todan =1,2,..., N—

1. Entonces dada una regla de paro v truncada a nivel N (es decir, tal que vy = 1) se cumple

la siguiente desigualdad:
Ly(@30, A7) = (AoPa(ofd < AY) + Py Qofd’ > MfY)) P(D > N)

N
+3° (MoPuofy < M+ NPy Oof > Mf)) P(D = n). (237)

n=1

La cota (2.37) es alcanzada si v = (1 = 0,99 = 0,...,0n_1 = 0,0n = 1). Ademds, las
funciones V,, tienen la forma siguiente: para Vi = my, mientras paran = N — 1, N —2,...,1

se tiene que

VN =mapn+ (1=pa) Y V. (2.38)

Tn+1

Demostracion.
Consideremos la funcién de Lagrange dada en (2.20), pero truncada a nivel N. Entonces para
¢ =0, §* como la regla de decisién 6ptima y tomando las expresiones para o y 5 dadas en (2.2)

y (2.3), respectivamente, tenemos que

LN(w; 07 )\07 )\1> = 0E90 [V¢ A D] + )\004(1% 5*> + )\lﬁ(wv 5*>

= MY Y ESGEP(D > 0+ 8P(D = n)

n= lxl “Tn

+)\12 > (1= 8)f(suP(D > n) + t{P(D = n)).

n=1x1-xn

Para esta regla de paro 6ptima ) = (1 = 0,9, =0, ...,9y_1 = 0,10y = 1), se tiene que
tY =1 =)L =) (1 —tpp_1) =1 paratodan=1,2,..,N,
mientras que
= (1—¢)1 =) (1 =tp_1), =0 paran=1,2,...N —1ysh =1.

Con lo anterior y dada cualquier otra regla de paro ¢ truncada a nivel N se tiene
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Ly(1;0, 00, A1) = Ao Y Oxfo'P(D > N) +>\OZ > 8 feP(D =n)
T1 TN n=1x1-xn
+A Y (1= P(D > N) +Alz > (1-8)fiP(D=n)
Tl TN n=1x1-xn
N
= XoEg,[03]P(D > N) + X Y Eg,[0;]P(D = n)
n=1

N
+MEg, [1— 63]P(D > N)+ A\ Y Ey [1 = 6;]P(D = n)

n=1

N
= MPo(Mofy SMA)PD > N)+ X Y Poy(Moff < Mfi)P(D =n)

n=1

N
M Py, (Mofy’ > MfANP(D > N)+ M Y Py (hofy’ > Mfi)P(D =n).
n=1
Reagrupando la parte derecha de la igualdad anterior se cumple (2.37).
Para demostrar (2.38) y por la definicién de VN dada en (2.34) es suficiente verificar que

VN < 'm,, aplicando induccién inversa sobre n = N — 1, N — 2, ..., 1, pero primero notemos que

se cumple Z%H Mpyr1 < my, para todan =N —1, N —2,..., 1 o equivalentemente
> min{Ae 5 AT < min{Ao £ M fr)- (2.39)
Tn+1

Lo cual es inmediato toda vez que

D o min{Ao 5 MY <D Noff fol@nan) = Aoff
Tn+1 Tn+1
y lo mismo ocurre con A f"", por lo que se cumple (2.39).

Para n = N tenemos que V¥ = my. Ahora sea n = N — 1, entonces

Valy = min{my_1,my_1py_1+ (1 — py_1) Z Vi)

TN

= min{my_1,my_1pn-1 + (1 —pn_1) Z my}
TN

S min{mN_l,mN_le_l + (]_ —pN_l)mN_l} por (239)

= min{mN—lamN—l} =MmMpN-1.
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Supongamos que para n + 1 se cumple que an\_fH < my41. Probemos que también se cumple

para n.

VN = min{m,, m,p, + (1 —p,) Z vy,
Tn+1

min{my, mupy + (1= pn) > M1}

Tn+1

< min{my,, myp, + (1 = py)my}

IN

= min{m,, m,} = m,.

De manera implicita estamos probando que tenemos la regla 6ptima, toda vez que para toda

n=N-—1N—2..1se cumple

Z Vn]il < Z Mpy1 < My

Tn41 Tn+1

Hasta ahora hemos caracterizado el caso truncado; es decir, cuando ¥y = 1, pero queremos
tener algo mds general. Entonces lo que sigue ahora es estudiar la funcién de Lagrange Ly () y

la regla de paro 6ptima truncada a nivel N cuando N — oc.

3.2

Caso no Truncado

En esta parte veremos el caso general de la regla de paro éptima; es decir, daremos la regla
de paro optima en la clase de todas las pruebas secuenciales. Para este propdsito haremos uso
de lo visto en la seccién anterior.

Recordemos que la funcién de Lagrange truncada al nivel N, dada cualquier regla de paro

1, tiene la expresién dada en (2.23), la cual tiene la forma

Ln(d) = Ni 3w (@an(D >n)+ P(D = n)) (cnfg + mn>

n=1x1-xn
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Entonces si tenemos esta funcién de Lagrange, con regla de paro truncada al nivel NV, se puede
aplicar lo visto en la seccion anterior, en particular las desigualdades del Teorema 2.5.
También sera util para esta seccién el uso de Ejyy[vy, A D], pero calculada de la siguiente

manera:

Eg,lvy ND] = i(yw N D)Pyy(vy N D =n)

n=1

= iHPQO(V¢ AND =n)
n=1

= ipgo(l/w AND >n)
n=1

= i Py, (vy > n)P(D > n). (2.40)
n=1

Antes de pasar al objetivo principal de esta parte del trabajo, tenemos los siguientes lemas.

Lema 2.8. Supongamos que ¢ > 0 y sea ¢ cualquier regla de paro, tal que Ey,[vy N D] < 00,

entonces

]\}im LN(¢7 ¢, )\Oa )\1) = L(% c, )\Oa )\1)

Demostracion.

Hagamos la siguiente diferencia

L ¢, Mo, A1) — Ly (156, Aoy ) = i > te(vaP(D > n)+ P(D =) (enfi +m,)

n=1x1-xn

—Nz_:l Z t%(@DnP(D > n)+P(D :n)) (cnfg+mn)

n=1 x1-xn

— Y tyP(D>N) (cNfgv +mN>

_ f: S (wnP(D >n) + P(D = n)) (cnfg + mn>

n=N x1-Tn
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- Y %P(D=N) (cNfgv + mN>. (2.41)

TN

Por la ecuacién (2.6), tenemos que

L(; €, 0, M) = By oA D]+ Mo+ B = 3 3 82 (4. P(D > n)+P(D = n)) (enfg+my),
n=1x1-xn
donde 0 < \; < ocoparai=0,1y0 < «, S < 1. Por hipétesis, tenemos que ¢ > 0y Ep,[vy, AD] <

00. Asi tenemos que L(v; ¢, A, A1) < 0o. Por lo tanto la primera suma de (2.41) cumple con

ngnoogz £ (%P(D >n)+ P(D = n)> <cn ot mn> —0, (2.42)

por ser la cola de una serie convergente. Ahora, de la resta de (2.41) vemos que hay dos sumandos

(eN f& + my). Analicemos el primero cuando N — oo, entonces

0<cNP(D>N) > t5f = cNP(D > N)Py(vy > N)
1 TN

= CNP@O(I/d, Z N,D Z N)
== CNP@O(M/,/\DZN)

= ¢Y NPy(vyAD=n)

n=N

< ¢ Z nPy,(vy N D =n)
n=N

= ¢Y_ Py(vy AD >n). (2.43)
n=N

Sabemos por (2.40) que Eg,[vy A D] = > 7 Py (vy A D > n) < oo. Por lo tanto, (2.43)
tiende a 0 como N — oo, ya que ¢ > 0 es una constante.
Ahora analizando la segunda suma, podemos encontrar un N > \g, con lo que tenemos lo

siguiente

0<P(D>N) Y tymy < MNP(D>N) > tnfy
T TN T TN

< NP(D > N)Py(vy > N). (2.44)
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Asi, podemos ver a (2.44) como un caso particular de (2.43) con ¢ = 1, por lo tanto también

(2.44)— 0 como N — oo. Ahora, la resta de (2.41) tiende a cero como N tiende a infinito.
De esta manera vemos que limy_, (L(1; ¢, Ao, A1) — L (15 ¢, Ao, A1) = 0.
|

El siguiente lema es un caso particular del lema anterior. Al suponer a ¢ = 0 ya no es necesaria

la condicién Ey, vy, A D] < 0o, como veremos.

Lema 2.9. Sea ¢ cualquier regla de paro, entonces

]\}im LN(,lvbaOa)\Oa)\l) = L(w709 )\07)\1)‘ (245)

Demostracion.

Por el Lema 2.8, con ¢ = 0, sabemos que

L;0, 20, M) = Iy (850,00, 0) = >3 t¥m,, <¢nP(D >n) + P(D = n))

n=N x1-Tn
— Y tyP(D > N)my. (2.46)
Tl TN
Por (2.42) y con ¢ = 0, sabemos que la primer suma de (2.46) tiende a cero cuando N — oo.
Por otra parte, al considerar (2.44), vemos que la resta de (2.46) también tiende a cero como

N — oo. Por lo tanto, se cumple (2.45).
|

Lo siguiente es ver qué comportamiento tienen las funciones V¥ definidas en el Teorema 2.5
cuando variamos N — co. No olvidemos que las funciones V¥ dependen de la muestra 1, ..., 7y,
analizada hasta el tiempo k; es decir, V;¥ = V;¥(z1, ..., z1). El objetivo es que, una vez construida

la muestra de tamano k, variemos /N. Esto queda en el siguiente.

Lema 2.10. Para cualquier r > 1 y para cualquier N > r,

VMg, ox,) > VI 2y, 1), (2.47)

Demostracion.

La prueba es por inducciéon hacia atras sobre r = NN — 1, N — 2,...,1 y partiendo de
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VY =my. Sea r = N, entonces por (2.34)

Vit = min {mmPNmN + (1 =pn)(cfy + Z Ay } <my =Vy.

ITN+1

Supongamos que (2.47) se cumple para alguna r, N > r > 1 entonces

VTJL = min {mr—lapr—lmr—l + (1 - pr—l)(c g_l + Z V;N)}

> min {mr—lapr—lmr—l + (1= prn)(efi + Z VTNH)} =V

Asi tenemos que también se cumple para r — 1, lo que concluye la demostracion.
|

Del Lema 2.10 vemos que para cualquier N > r > 1 la sucesién V.V (21, ..., z,.) es decreciente
al variar N. Ademas, por (2.34) sabemos que para toda N y cada 1 <r < N, VN(xzy,...,z,) es
no negativo, por lo que existe su limite, al que denotaremos como

Vi(z1, oy mp) = ]\}1_{11 VN, .. x,).

Entonces, al hacer N — oo en todas las igualdades y desigualdades en el Teorema 2.5,

tenemos de forma inmediata el siguiente.

Teorema 2.11. Sea ¢ cualquier regla de paro. Entonces para cualquier v > 1 se cumplen las

siguientes desigualdades

L) > Z St (%P(D >n)+ P(D = n)) (cn o+ mn>

n=1x1-xn

+ > POz 1) (el DT Vi )

T1Tr41

Tz_i Z t%(@DnP(D > n) +P(D :n)) (cnfé‘—{-mn)

n=1x1xn

+ Z tYP(D >7) (crfg + V}).

T1Tp

v

Ademds, los V,. cumple con la siguiente identidad:
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‘/r = min {mT7p7“m7‘ + (1 - pr)(cfg + Z ‘/r—l—l)}a (248)
Tr41
_ P(D=r)
CON Pr = Bipsr)-

Observemos que en este teorema hace falta la regla de paro, en comparacion con el Teorema
2.5, para poder alcanzar la cota inferior, misma que asi resultaria 6ptima. Asi que ahora estamos

en condiciones de ver uno de los objetivos principales de este trabajo.

Teorema 2.12. Sea ¢ cualquier regla de paro. Entonces

L) = e+ 3 Vale). (2.49)

z1

Ademdas, para la regla de paro ¥* = (Y], 95,103, ...), se cumple

L") =c+ > Vi(x), (2.50)
donde
r=1 . L r=1,2,3, ... 251
v {m,, Scfo +ZV7~+1} ( )
Tr41

y Yy =1 siempre que p, = 1, sin importar ; 1,y o, ...

Demostracion.
Sea 1) una regla de paro arbitraria. Por el Teorema 2.11 y para cualquier » > 1 fijo se cumplen

las desigualdades:

L(y) > ZT: Z tY (wnP(D >n)+ P(D = n)) (cnfgl + mn)

n=1x1-xn

+ > WaPD 4 D) (el + DT+ Vo) (2.52)

T1 Tt

rz_i Z t%(@DnP(D > n)+P(D :n)) (cnf6‘+mn)

n=1x1xn

+ Y Pz (ef;+V,) (2.53)

T1 Ty

v
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v

> 3 (e (0 PD > 1)+ P(D = 1)) (ef (@) + mi(en))

+ 3" 4 (wr,22)P(D > 2) (2cfg(x1,x2) + vg(:cl,@)) (2.54)

1,22

> Y (efilm) + Vile) = e fie) + 3 V). (2.55)

Z1
Como fj es la funcién de probabilidad bajo la hipdtesis nula de 21, se cumple > fj(z1) = 1.
Por lo que hemos probado (2.49).
Ahora queremos ver cudndo tenemos igualdades en (2.52)-(2.55). La idea es analizar de la
cota inferior (2.55) hacia arriba. Para este propdsito haremos uso del Lema 2.4. Si tomamos a
r=2 v =V, vg ="V, ylos V; cumplen con (2.48), ademas si

L R A AC T ) S

x2
entonces al aplicar el Lema 2.4 podemos ver que tendremos igualdad en (2.55). Pero la igualdad
se da también si ¢¥; = 1 siempre que p; = 1 y todas las desigualdades se vuelven igualdades,
porque P(D > 1) =0 y terminamos.
Ahorasi p; < 1,r =3, vy = V5, v3 = V3 y V; cumple con la identidad (2.48) i = 2, 3, ademads
si
(e5 :I{m2 SCf(?ﬂLZVé} = 1y,
x3
entonces al aplicar nuevamente el Lema 2.4, tendremos ahora igualdad en (2.54). Pero la igualdad
se da también si ¥y = 1 siempre que p; = 1 y todas las desigualdades restantes se vuelven
igualdades, porque P(D > 2) = 0 y terminamos.
Podemos aplicar el Lema 2.4 de manera sucesiva, mientras p; < 1 ¢ = 2,3, ..., r; tomando los
v; = V; y los V; que cumplan con la identidad dada en (2.48) y ¢; = ¢ (¢f como en (2.51)) para
1= 3,...,7r + 1, tendremos que todas las desigualdades, excepto quizas la primera, se vuelven

igualdades para la regla

V= (Y1, 3,35, ).
Si p; = 1 para alguna 2 < i < r (de hecho ya sabemos que es unica), entonces la componente

t de la regla de paro cambia a ¢ = 1 y las desigualdades restantes se vuelven igualdades, con

lo que terminamos.
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Entonces para la regla ¥* (quizas con v} = 1 para alguna i, sin importar ¢, ,,1/,, ...), se

tiene que

Z S ( *PD>n)+P(D=n))(cnf(?+mn>

n=1x1-xn

+ 3 HLPO e (e DT V) = e+ Yo Vile), (256)
Tl Tpt1 T
para toda r € N.

De esto ultimo se tiene la siguiente desigualdad

Z Z v ( Y P(D >n)+ P(D = )) (cnf(?—irmn) §c+ZV1(x1). (2.57)

n=1x1-Tn r1
Probemos que la parte izquierda de (2.57) es L(¢*) cuando r — oo. Esto tltimo es cierto si
Py, (v, ND < 00) =1 0si Py, (v N D= 00) =0, que es su complemento.

Observemos que de (2.56) se cumple lo siguiente.

c+Y Vilwr) = DD HLPD Zr ) (el + DT+ V)

T1 - Tr41

> > UL PD>r+1)(c(r+ 1) fH
T1Tr41

= cr+)P(D=r+1) Y Lt

T1Trgl

= c(r+1)P(D >r+1)P(vy- >r+1).

Entonces

c+>,, Vilzr)
r+1

r+1 ’
Si tomamos el limite r — oo en (2.58), tenemos que Py, (vy» A D = oo) = 0, puesto que

cP(D>r+1)Py,(vy- >r+1) <

Y

CP@O(VTZJ* AND Z r -+ 1) S (258)

c+ >, Vilw) = ¢+ >, min{\ofy,(z1), A\1fo, (¥1)} es un ntimero real positivo. Entonces al

hacer r — oo en (2.57), se cumple que

LW < e+ Y Vala) (2.59)
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Por otra parte y en virtud de (2.49), con 1* como regla de paro, se tiene

L) = e+ Y V() (2.60)

Por lo tanto, de (2.59) y (2.60) tenemos (2.50)
|

Con este teorema podemos ver la forma que tiene la regla ¢* que nos ayuda a detener el
experimento secuencial. Pero ademas, hay que recordar que dicha regla de paro va acompanada
de una regla de decisién §*, la cual estd dada en (2.13). Por lo que las reglas de decisién §* y
de paro 1* las incorporamos a la funcién de Lagrange (2.22). Ahora bien, por los teoremas 2.1
y 2.2, podemos observar que hemos obtenido la forma de la prueba secuencial que minimiza el
ntmero promedio de observaciones en la clase de todas las pruebas A(«, 5) (0 < o, 8 < 1), cuyas
probabilidades de error no exceden las cotas oy 3.

Observemos que por (2.60), C(¢*) = cEy,[vy A D] < oo. Por lo tanto, la funcién de costo
C(1*) se minimiza con la regla de paro ¢*.

En otras palabras, hemos hallado la prueba éptima (¢*,6*) € A(a, 8); es decir,

L(y7) = fnf{cEgy [y A D]+ doar(, 0%) + M B¢, 07)} = e + > Vilm). (2.61)

1
Debido a que hemos alcanzado la cota inferior, tenemos que inf = min.

Veamos qué sucede cuando ¢ = 0, pero en este caso con el horizonte no acotado. Este resultado

es de suma importancia, ya que lo utilizaremos en el siguiente capitulo.

Corolario 2.13. Sea ¢ cualquier regla de paro y sea p, < 1 para toda n =1,2,3,.... Entonces

LG50, 20, 0) = 37 (oPay(ofy < M) + NPy Qofg > M) P(D =n).  (262)

n=1

La cota (2.62) se alcanza cuando la regla de paro es * = (vf = 0,95 = 0,45 =0...).

Demostracion.

Veamos primero el siguiente lema que nos servira en la demostracion.
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Lema 2.14. Sean X1, X, ..., X,, observaciones consecutivas, independientes e idénticamente dis-

tribuidas (i.i.d) y sea Z, = [];, ;Zlgli, con fo,(x;) >0 para j = 1,2 y para toda i = 1,2, ...,n
0 1

Entonces dado € > 0, se cumple que

lim Py, (Z, >¢€) =0 (2.63)
n—oo

Y
lim Py, (Z, <€) =0. (2.64)
n—oo

Demostracion.

Iniciemos la demostracién para la probabilidad bajo 6. Por la desigualdad de Chebyshev se

cumple

PGO(Zn > E) = PGO(ZTIL/2 > 61/2)
< ¢ V2E 2

1/2 1 2 1/2
([ )"
e1/2 f1( )f 1(X2) (XN) 1/2
“En| o %)
1/2 01 1/2 .-
= ¢V <E90 [<§60EX§> ]) por ser X; i.i.d.

1/2
Si probamos que Fj [(fel E X;) } < 1, entonces habremos terminado.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz ((E[XY])* < E[X?|E[Y?] con X,Y como variables

f@l )
0 (X)

aleatorias), haciendo X = y Y =1, tenemos que

9 1/2
wl(feg) |

f91 1/2
oo (X) B )

fGO(X)
o (x 1/2 1/2
(X)L ) 1

Sabemos que la igualdad sélo se da cuando fy, () = Afy, (), para toda x con probabilidad

1, para alguna A € R. Luego, A > 0 porque fy,(z) > 0 con j = 1,2. Asf, le(x) = \ para toda z
0

con probabilidad 1. Entonces,
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E[NY?=\Y2=1 con probabilidad 1.

1/2
Por lo tanto, Ej, [(;Zl g;) } < 1, con lo que hemos probado (2.63).
0
Falta por demostrar (2.64).

P61(2n<€) — Pel(Z_l/2 —1/2) 1/2E [Z 1/2]
1/2 0 1/2
- ()

" . 1/29\7n
- (e (B9 e

1/2
Como Ejp, [(g‘; g;) ] < 1, procedemos como en el caso de 6y y se cumple (2.64) al tomar

el limite cuando n — oo en (2.65), con lo que concluimos la demostracién de este lema.

Regresando con la prueba de (2.62), sea ¢ cualquier regla de paro truncada a nivel N y

haciendo uso del Corolario 2.7 se sigue que

Ly(;0, 20, M) > XMoPo,(MNofY < MFNP(D > N) + M Py, (MofY > M fY)P(D > N)
N N
X0 D> Poy(Moff S MITP(D =n)+ M Y Po,(Mofy’ > MfY)P(D =n)
n=1 n=1

= NoPo,(Mo/M < Y/ fY)P(D > N) + M Py, (Mo/M > Y/ fo")P(D > N)
N N

203 Puofi S MFPD =n)+ M D2 Pu(ofi > M fY)P(D = n)

n=1 n=1
Al tomar el limite cuando N — oo en ambos miembros de la desigualdad anterior y to-
mando en cuenta que por el Lema 2.14, tenemos que Hmy o Py, (Ao/M < fIY/fY) = 0

lmy oo Po,(No/MN1 > fY/fY) = 0. Ademés, como ¢ = 0 podemos hacer uso del Lema 2.8,
entonces llegamos a (2.62).

Al ser ¢ = 0, lo conveniente es seguir observando los datos ya que no hay costo alguno y
obtenemos mds informacién. Por lo tanto, la regla de paro éptima es ¢¥* = (¢¥F = 0,95 = 0,95 =

0,...) y por el Teorema 2.12 se alcanza la cota (2.62).

Lo que sigue es ver la estructura completa de la prueba secuencial 6ptima.
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4

Estructura de la Prueba Secuencial ()ptima

En esta ultima seccion mostraremos que el objetivo principal de este capitulo es alcanzado
al obtener la optimalidad de la prueba secuencial con horizonte aleatorio, tal como veremos en

el siguiente.

Teorema 2.15. Sea (¢*,0*) una prueba secuencial, con 6* = (67,065,953, ...), donde

1 s2 )\Of(? - )\lfln S 07
{Xofy — A fi <0} { 0 en otro caso, (266)

y U = (Y7, 05,05, ...), con

o 1,2,3, ... (2.67)

= I y T =
{mr S Cfg + Z Vr+1}
Tr+1

y los Vi1 = Viga (1, ., p01) cumplen con (2.48).

Entonces para cualquier otra prueba secuencial (1,0), tal que

a(y,0) < oy, 0%) y B, 0) < BT, 57), (2.68)

se cumple
Ego [l/w* AN D] S Ego [l/w AN D] (269)

En caso de que el horizonte D sea acotado, (pr = 1 para algin k € N), entonces unicamen-

te cambia la componente k-ésima de la regla (2.67) a ¥} = 1, sin importar la definicion de

Va1, Vkto, ... Yy en este caso Vi = my.

La desigualdad en (2.69) es estricta si alguna de las desigualdades en (2.68) es estricta.

Demostracion.

Sea (1, d) cualquier prueba secuencial. Por el Teorema 2.2

L(¢7 C, )‘07 )‘1) = L(¢7 5*7 C, )‘07 )‘1) S L(¢7 57 ¢, )\07 )‘1) (270)



CAPITULO 2. OPTIMALIDAD DE PRUEBAS SECUENCIALES CON HORIZONTE
44 ALEATORIO

A su vez, por el Teorema 2.12

L(w*u ¢, >\07 >\1> < L(wa ¢, >\07 >\1>7
asi que en vista de (2.70) se tiene
L(¢*7 6*7 C, )‘07 )‘1) = L(¢*7 C, )‘07 >\1> S L(wa ¢, >\07 )\1> S L(wv 57 C, )‘07 )‘1)7

lo que significa que se cumple la condicién (2.7) del Teorema 2.1.
Denotemos o = a(*,0%) y 8 = B(¢*,6*). Entonces para cualquier prueba que satisface

(2.68) se cumple
a(@,0)<a y B(,0) <P

y por el Teorema 2.1 se sigue que
C(ID*) = CEgo [I/¢* N D] S C(¢) = CEgo [Vw N D],

que es equivalente a (2.69) ya que ¢ > 0. Este resultado es vélido para la regla ¢* ya sea que el
horizonte D sea acotado o no.
Ademds, por el mismo Teorema 2.1, la desigualdad en (2.69) es estricta si alguna de las
desigualdades de (2.68) es estricta.
[

Este teorema nos dice que con la prueba (¢*,*) obtenemos la optimalidad de la prueba
secuencial estadistica; esto es, minimizamos el nimero promedio de observaciones en la clase
de todas las pruebas cuyas probabilidades de error no exceden las cotas (2.68). Esto significa
minimizar la funcién de costo del experimento, ya sea con horizonte aleatorio D acotado o no,
relacionado con la funcién de riesgo p, o también conocida como tasa de fallos.

El minimo de observaciones lo calculamos bajo la hipdtesis nula Hy, sin embargo, para la
misma prueba, se puede demostrar que también se minimiza el niimero de observaciones bajo la

hipdtesis alternativa H; [12].

En este capitulo la independencia de las observaciones no se usa de manera esencial por lo

que todos los resultados pueden sera aplicados a cualquier proceso estocastico a tiempo discreto.



CAPITULO 3

PRUEBAS OPTIMAS Y RAZON DE PROBABILIDADES

1

Estructura de Pruebas ()ptimas en Términos de

Razon de Probabilidades

En esta seccion plantearemos la prueba 6ptima, obtenida en la tltima seccién del capitulo
anterior, en la forma de la razén de probabilidades en caso de horizonte aleatorio. Estudiaremos
las variantes que hay con la famosa prueba de Wald la llamada Prueba Secuencial de Razon de
Probabilidades (SPRT). Es natural ver qué diferencias existen, ya que en la teoria clésica, como
mencionamos anteriormente, se considera un horizonte infinito y no uno aleatorio que puede ser
acotado.

Para esta parte haremos uso de las funciones V¥ = VN (zy, ..., x,) dadas en (2.34). También
es conveniente recordar que m, = min{ Ao fJ, A1 f{ }. Ademés, para evitar complicaciones técnicas,

supondremos que para todos los valores x, se cumple

foo(x) >0 'y fo(x) >0.
Definamos como

45
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T = Zn(1, ..., Tn Hzl :1 (3.1)

que es conocida como la razon de probabilidades, con n =1,2,...

O

Para expresar los elementos de la regla de paro éptima en términos de Z, es conveniente

definir unas nuevas funciones p? : R — R como sigue.

Parar =N
pN(2) = min{ g, \yz} = g(2) VzeRT. (3.2)
y parar < N
26 = min {2 o+ (1= (e + B [ (RS} veeme

Estas nuevas funciones guardan cierta relacién con las funciones V.V, tal como lo muestra el

siguiente.
Lema 3.1. Sea pY definida como en (3.2) y (5.3). Entonces para Z, dada en (5.1),

ford(Z,) = VY, (3.4)

para toda 1 < r < N.

Demostracion.

Procedamos por induccién inversa. Entonces para r = N tenemos que

T oN(ZN) = [ 9(Zn) = f3f min{\o, M Zn} = min{fév)\o,)\lfév%} =V,
0

Ahora supongamos que para r + 1 se cumple la igualdad
oo (Zep) = VAL

Entonces de (3.3), para r < N y tomando en cuenta que

Eg, [Pr+1 (ZQ)E )} Zfo Tri1 pr+1<Z iogi:i;)’
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tenemos que

Ko (Z) = win] 5(Z,), fra(Z >pr+fg<1—pr>(c+Zfo<xr+1>pﬁ1(zrfl(xf+l>))}

fO(xr+1>

Tr41

Tr+1

my, mypr + (1= py <Cf0 + ) fot Nl r+1)>}

Tr41

{

S RIS SR v )
8
!

= min< m,, myp, + (1 —p,) (cfo—l—z >}

Tr41
T .

Por lo tanto, también se cumple (3.4) para r en el punto Z,.
|

Por el anterior lema podemos tratar a las funciones V¥ por medio de las funciones fJpY en
los puntos Z,.

Como fJ > 0 para toda 7 > 1, tenemos que en los puntos Z,, pY hereda las propiedades de
VN: es decir, pN(Z,) > pNTY(Z,) > 0. Entonces para todo Z, fijo podemos hablar del limite

T

cuando N tiende a infinito. Denotemos a este limite como

fopr(2Zy) = lim fop(Z,) = Vi (3.5)
Veamos que la propiedad anterior se cumple también para toda z € RT. El siguiente lema

nos muestra que las funciones p¥ son decrecientes cuando N — oo.

Lema 3.2. Para todo z € R, se cumple

pr(2) = o (2). (3.6)

Demostracion.

Nuevamente utilizaremos induccién hacia atras sobre r. Sea r = N, entonces por (3.3)

A7) = min {o(2) 0 o + (1= o) e+ En [ (5] | < 962 = o)

para toda z € RT. Esto es cierto por (3.2).
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Ahora supongamos que (3.6) se cumple para alguna r, N > r > 1 y para toda z € R™.

Asf vemos que si p¥ (z f%g;) > phtt (z ﬁgg), entonces por propiedad de la esperanza, tenemos

B ()] 2 [ (0] v

Luego,
A = min o+ (1= o) (e B o (25)])
> nin (gl oo+ (=) (4 B[ (D)) =)

para toda z € R*. Asf vemos que también se cumple para r — 1 y para toda z € R*.

Como {pI'}, vy {E@O [,077} (z%)}} son sucesiones de nimeros decrecientes no negativos,

entonces existe el limite en ambas sucesiones. Denotemos a

pr(z) = lim pl(2) VzeR™.

n—oo

De lo anterior se sigue que

o ()] = s o (] e

Entonces pasando al limite en (3.3), cuando n — oo, tenemos que para la funcién p, se

cumple la siguiente igualdad:

pr(e) = i {g(2), a0 + (1= 1) (e + B oo (D)) (37)
Jo(X)

Como en los puntos Z,., fip,(Z,)y V. coinciden, entonces lo que sigue es expresar la forma de
la prueba secuencial 6ptima (¢*, §*) del Teorema 2.15 en términos de la razén de probabilidades
Z,, asi como V,,1 vy todos los demés elementos de la férmula. Entonces para r = 1,2,3,... y

tomando en cuenta (3.5), tenemos que

T e <o+ )

Tr41
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{fog ) <cfy+ Z fo e (Zea)}

Tr41

::%ﬁ@gﬁgﬁ;;%mﬂmﬂ<£?“9ﬂ'

Tr41

Como fj > 0, entonces la regla de paro 1) equivale finalmente a

T o <o r S o (2 )

Tr+1
Por otra parte, la regla de decisién d de (2.66) es simplemente

0p = I{)\o <\Z}
El resultado anterior ya es més explicito que el mostrado en (2.51), pero se le puede dar una

forma mas especifica. Denotemos a

2100 = B o ()] = Z vt (A 58)

Tr41

h(2) = Ep, [Pr+1< ﬁg :1 )] Zfeo (2r11) Pr+1( ;;Ei:3> (3.9)

Asi veremos que la desigualdad que define la regla de paro en (3.8):
9(2) < ¢+ hi(2)

equivale simplemente a

2 & (A, By),

con ciertas constantes A, y B, , tales que 0 < A, < B, < oo, por lo tanto (3.8) toma la forma

Vr=1{z, ¢ (4., B,y (3.10)
Como hemos estado suponiendo que estamos ante el caso no trivial, es decir, A\g > 0y Ay > 0,

entonces la regla de decision la podemos poner de manera equivalente como:

o =100/ N < Z,)
Para verificar la equivalencia entre (3.8) y (3.10) trataremos las propiedades de las funciones

v, pr, By h, en el siguiente.
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Lema 3.3. Las funciones pl'(z) definidas en (3.2)-(3.3) y la funcion p,(z) de (3.7), asi como h}'

y h, poseen las siguientes propiedades:
i) son concavas y continuas en [0,00),

i) son no decrecientes en [0,00),

iii) p(0) = pr(0) = h2(0) = hy(0) = 0 y p(00) = py(00) = h(06) = hy(6) = Ao,

Demostracion.

En los tres puntos aplicaremos induccién hacia atras empezando por r =n,n —1,..., 1.

i) Para r = n tenemos que pl(z) = g(z) = min{Ag, A1z} (Ao, A1 > 0) es céncava por ser
el minimo de dos funciones céncavas, mas ain como minimo de funciones lineales. Ahora
supongamos que para 7 + 1, pI'. ;(2) es céncava en [0, 0o). Entonces por (3.3) basta probar
que h!'(z) es céncava Vz € RT y de esta manera p!’ es minimo entre una funcién céncava y
una suma de funciones céncavas, ya que p, € [0, 1], por lo que tendremos que p! también

es concava.

Sean x,y € R™ arbitrarios. Queremos demostrar que
hi(ye + (L =7)y) = v (z) + (L =hi(y) Yy €[0,1].

Entonces dado v € [0, 1] tenemos que

e+ (=) = B[ (0m+ (- v)y)ﬁg;)]
= Ey, :/)?H(vxf;g; + (1 =)y i)]
> [l (vig) 0 ¢+1<y;;§>]
- vEeo[m( e+ =B [ (V)]
= yhi(z) + (1 =)~ (y).

Por lo tanto, h"(z) es céncava para toda z € R*. Luego, p'(z) también lo es en [0, c0).

Como el limite puntual de una sucesién de funciones concavas es cdéncava, tenemos que

pr(2) = limy, 00 pI(2) v he(2) = limy, 00 A (2) también son concavas en [0, 00).
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ii)

Ahora demostremos la continuidad de todas las funciones.

Como [0,00) es cerrado, entonces por el Teorema 10.1 de [10], sabemos que todas las
funciones p', p,, h' v h, son continuas en el interior. Por lo que falta probar que sean

continuas en cero por la derecha. Pero esto se sigue de

0<p(2) <plz) <g(z) =0 como z — 0 para toda n.

Para ver la continuidad en cero para A’ y h,, tenemos que

i) = Enfoa (1)

A
&=
—_
/N

A
&=
>
N

Entonces al hacer z — 0 tenemos que h"(z) — 0 para toda n, entonces también h,.(0) — 0.

Por lo tanto, queda demostrado este punto.

Dados z,y € R* con x < y, queremos ver que se cumple p"(z) < p(y), pr(x) < p(y),
hM(x) < hMy) y h.(x) < h,(y). Por propiedad de la esperanza es inmediato ver que si

pr(@) < pi(y) y pr(x) < pr(y), se sigue que bt (x) < hi(y) y he(x) < he(y). Por lo que sélo
hay que probarlo para p!' y p,.

Para r = n tenemos
pn(x) = g(x) = min{ Ao, Mz} < min{o, iy} = g(y) = py(v).

Supongamos que p!',; es no decreciente en [0, 00) para algin r + 1. Entonces,

pr(x) = min {g(x)ag(x)l?r + 1 —pr) (C + Lo, [p?‘*l (xﬁE;;)])}
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iii)

< min {g(y),g(y)pr + (1 —p) (C + Eo, [pgﬂ <x;;E§§>D}
< min {g(y), 9()pr+ (1 —py) (C + Eay [p’r‘b“ <y§;gm ) }

= pr(y)

Por lo tanto, también se cumple para r. Sabemos que el limite puntual de funciones no
decrecientes es una funcién no decreciente, asi que p,(z) también lo es. Luego, también la

esperanza bajo 6y de las funciones p” y p, son no decrecientes en [0, 00), es decir, h y h,.

Probemos primero que p’(0) = p.(0) = 0y p(oc0) = p(c0) = Ag. Entonces para
r = n tenemos que p(0) = ¢(0) = min{Ag,0} = 0y lim, ;o0 pl'(2) = lim, 0 g(2) =
lim, o min{Ag, A1z} = Ag. Supongamos que se cumple en ambos casos para r + 1. Enton-

CeS velnos que

(0 = nin {500,900 + (1) (e Bl 0))
= min{0,c¢(1—p,)} =0 Vn.

Por lo que también se cumple para r. Pero ademas, hemos probado que Ey,[p;, ;(0)] =
h?'(0) = 0 para toda 1 < r < n.

Por otra parte,

pr(oe) = i pi(2) =l i {g(e)gtalpn + (1= ) (e B o1 (-252)]) |

- mfn{ lim (), n g(z)p, + (1 - py)
Z—00 Z—> 00

(o i o (5]

= min {Ao, Xopr + (1 —py) (c + ZILIEO Z foo (@) Py (Z;;E§;>> }

Como la suma en la ultima expresién es finita, entonces se tiene que

Zlggo zm: Joo(®)p} 4 <2%> = Z Joo (@) Zlggo Pri1 (Z ;;E§§> :

T

Luego,
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pr(o0) = Zlggo pr(z) = min {Ao, Aopr + (1 —py) (c + Z foo (x))\g)}

= min {)‘07 Aopr + (1 - pT)(C + )‘0>}
= min{Ao,\o+c(l—p)}=X Vn.

Por lo tanto, también se cumple para r. Pero también hemos probado, de manera indirecta,

que

ti 17(2) = i o) (<357 ) = S o) B s (<357 ) = o

para toda 1 <r <n.

Por ii), sabemos que cualquier p! es no decreciente y acotada superiormente por Ay, en-
tonces existe lim,_,o, p-(z) = A. Por lo que si pasamos al limite cuando z — oo en (3.7),

tenemos

v =t i {g(e) gt + (1= ) (e B o (5]
foo))]

}

|

= min{ lim g(Z), lim g(z)pr + (1 - pr) (C + hm E@o Pr+1 (Z
z2—00

Z—00
) X)
= min {)\0, Xopr + (1 —p, (c + hm Z fo, (x pr+1 fl(X )

— min{)\m)\opr +(1—pr) (c—l—Zfeo hm pr+1 §)>

= min{)\o, )\opr + (1 - pr)(c + )‘)}

Sabemos que A < Ay, supongamos que A < Ay, entonces

A =min{ A, Aopr + (1 —p,)(c+ AN} = Xopr + (1 —p)(c+ N).
Simplificando llegamos a que
(1 =p.)c+ pr(ho—A) =0.

Pero al ser ¢ > 0, \gy — A > 0 y p, € [0,1], llegamos que p, = 1y p, = 0, lo cual es una

contradiccién.

Por lo tanto, A = A\g. Esto concluye la demostracion.
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Una vez que sabemos qué propiedades tienen las funciones pl', p,, h' v h,, queremos ver

qué sucede en la etapa r. Por ejemplo, en esta etapa r, el paro sera dado por la desigualdad

g9(2) < c+ h.(2),

evaluada para z = Z,.
Por el Lema 3.3, sabemos que la funcién h, es continua, no decreciente y céncava en [0, 00),

pero ademas para h, y g, tenemos el siguiente.

Lema 3.4. Para toda z € Rt se cumple

he(z) < g(2).

Demostracion.

Sabemos que h,.(z) = FEjy, [pﬂrl (zﬁg;)] Ahora bien, por (3.7) tenemos que

() <9(F)

Entonces, tomando esperanza bajo la hipotesis nula en lo anterior tenemos

e B (199)] < B0 o)

Al ser g céncava y como Ey, [g (zj%g;ﬂ < Az < oo para toda z, A € RT, podemos aplicar

la desigualdad de Jensen a la parte derecha de la desigualdad anterior. En consecuencia tenemos

ulo(cfip)] =o(mnl i ]) o)) =0 v

toda vez que Fj, [fl(X)} =5 folx) 2 — 1.

Por el lema anterior sabemos que g(z) — h,.(z) > 0 para toda z € R™. Entonces, para detener
el experimento secuencial en la etapa r debe de suceder que 0 < ¢(Z,) — h.(Z,) < ¢, en caso

contrario continuamos con el experimento.
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En lo que sigue queremos demostrar que existe un tnico z € [0, \g/A\1] que es solucién de
g(z) — h.(z) = ¢, siempre que c esté en la imagen de (g — hr)l{ [0, Ao/ M} De igual manera, que

existe un dnico z € [Ag/A1,00) que es solucién de g(z) — h,(z) = ¢, si ¢ estd en la imagen de

(9= he)Ieng /0, 00) )

La Figura 3.1 muestra la forma que tienen las funciones g(z) y h,(2).

Aot g(z)
| r(2)
L /

Ao/ A

Figura 3.1: Grafica de ¢g(z) = min{Ao, A1z} v h.(2).

Lema 3.5. Sean L,, R, : [0,00) — R definidas como

L.(2) = Mz — h(2) (3.11)

R.(2) = Xg— h.(2), VzeR™ (3.12)
Entonces
i) L. y R, son continuas y convezas en [0, 00),
i) L,(0) = R.(0c0) =0, L,(00) = 00, R(0) = Ao y Lr(Mo/ A1) = Rr(Ao/ A1)
i) Six <y y L.(xr) > 0, entonces L.(x) < L.(y). Por otro lado si x < y y R.(y) > 0,

entonces R.(x) > R, (y).

Demostracion.
Observemos que L, y R, son en efecto funciones no negativas. Esto se tiene por el Lema 3.3,
va que 0 < g(z) — h(2) < Xg—h(2) y 0 < g(2) — h(2) < Az — h,(2) para toda z € [0,00).
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i)

ii)

iii)

Por el Lema 3.3 sabemos que h, es continua y al ser g continua, entonces L, y R, también
lo son. Como Az y Ag son céncavas y convexas en [0,00) y por el Lema 3.3 h, es concava,

luego —h,. es convexa. Por lo tanto, L, R, son convexas.

Haciendo uso nuevamente del Lema 3.3 es inmediato ver que L, (0) = \g0—h,.(0) =0—0 =
0, R.(00) = Ao — hp(00) = Ng — X = 0, L,(00) = A\joo — A\g = o0, finalmente tenemos
que R.(0) = Ao — 7 (0) = Aoy Lr( Ao/ A1) = AMi(Ao/ A1) — hr(No/ A1) = Ao — he( Mo/ M) =
R, (Xo/A1).

Probemos primero que dados = < y con L,.(x) > 0, entonces L,(x) < L,(y). Supongamos
lo contrario, es decir que L,(z) > L,(y). Sabemos que existe un a € (0,1), tal que z =

a0+ (1 — a)y = (1 — a)y. Utilizando la convexidad de L, tenemos que

Lr(y) < Lr(z) = Lr((l - Oé)y) < (1 - a)Lr(y) < Lr(y) Va € (0? 1)>

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto L,.(z) < L,(y).

Finalmente probemos que si z < y 'y R,.(y) > 0, entonces R,.(z) > R,(y). Supongamos que
Ry (x) < R (y).

Por la continuidad de R, y por el hecho que R,.(oc0) = 0, podemos tomar un z > y, de
tal forma que 0 < R,(z) < R,.(y)/2. También sabemos que para toda t € (x, z) existe un

a € (0,1), tal que t = ax+ (1 —«)z. Entonces para y existe un « tal que y = ax+(1—a«)z.

Ahora, por la convexidad de R,, tenemos que

R.(y) = Rax+(1—a)z) <aR.(z)+ (1 —a)R.(2)
< aR,(y) + (1- o)l
= (1+ a)Rr(y) < R.(y) paratoda « € (0,1).

Lo cual no puede ser cierto. Por lo tanto R,.(z) > R.(y).

Observemos que la funcién L, es inyectiva a partir del primer x > 0, tal que L,(x) > 0,

mientras que R, lo es en todo su dominio.
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Con lo anterior estamos en condiciones de simplificar la regla de paro ¥* dada en el Teorema

2.15 por la regla de paro dada en (3.10), tal como se muestra en el siguiente lema.

Lema 3.6. Dada la regla de paro del Teorema 2.15, existen constantes A,, B, (0 < A, < B, <

o0) tales que ¥* es equivalente a

Qﬁ: = [{Zr g_g (AT7BT>} TZ],Q,S,..., (3.13)

I
5

0

con 2, =

Demostracion.

Sabemos que la regla de paro del Teorema 2.15 estd dada como

s =1 , ,r=1,2,3, ...
U, < e S V)

Tr41

Tomando en cuenta (3.5) llegamos a que ©* es equivalente a (3.8) y por (3.9) tenemos que

’l/J: = ]{g(z) < c+hr(z)} para 2 = ZT,, r= 1,2,3,....

Sabemos que la regla éptima la tendremos cuando aparezca la primera r, tal que g(z) <
¢+ h,(z) para z = Z,. Entonces si el experimento continta en la etapa r + 1, significa que en la
etapa anterior se tuvo g(z) > ¢+ h,.(z) para z = Z, o equivalentemente ¢ < g(z) — h,(z) para
z=Z,.

Por otra parte y haciendo uso del Lema 3.5, tenemos que

9(z) = he(2) = LiLjope/a(2) + Belyno/a,00(2)
= Ly Igonea)(2) + Relypp/a,003(2)  para toda z € RT.

Por el mismo lema, sabemos que el méximo de g(z) — h,.(z) se alcanza en \g/\1, ya que L, es
creciente en [0, A\o/A1] y R, es decreciente en [A\g/A1, 00), mas ain, L, es estrictamente creciente
a partir del primer 2 > 0 tal que L,.(x) > 0y R, es estrictamente decreciente en todo R* (ver
Figura 3.2). Denotemos a M = max.{g(z) — h.(2)} = L.(Ao/A1) = R.(Xo/A1). Entonces en la

etapa r se cumple que ¢ < M.
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Haciendo uso nuevamente del Lema 3.5, tenemos que L, y B, son continuas en R* y al
ser ¢ > 0, podemos aplicar el Teorema del Valor Intermedio, con lo cual sabemos que existe
x > 0 tal que 0 < L,(z) = ¢/2, de tal manera que ¢ € (¢/2, M). Aplicando nuevamente el
Teorema del Valor Intermedio, existe A, € (x,\g/A1) tal que L.(A,) = ¢ y también existe
B, € (A/A1,00), tal que R.(B,) = c. De lo anterior es inmediato ver que se tiene la siguiente
relacion: 0 < A, < B, < oo.

Por otra parte, al ser L, creciente en (A,, \g/\1], tenemos que para toda z € (A, A\o/A1),
¢ < g(z) = h.(z) y al ser R, decreciente en (Ag/A1, B;), se cumple que para toda z € (Ag/A1, B;),
¢ <g(z) = hr(2).

Asi concluimos que para toda z € (A,, B,) se cumple que ¢ < g(z) — h,(2).

Por lo tanto, el experimento secuencial terminara si z = Z,. ¢ (A,, B,), es decir, la regla de

paro se transforma en (3.13), como se queria probar.
[ |

Observemos que en el Teorema 2.15, tenemos el caso cuando el horizonte aleatorio D es
acotado. En este caso, sabemos que existe un tnico k& € Z", tal que la funcién de riesgo es
uno (pr = 1) y la regla de paro sélo cambia la componente k-ésima (¢ = 1). Por lo tanto, no
importa encontrar las cotas Ay, By, del intervalo de continuacién (Ag, By), ya que el experimento

secuencial terminarda de manera forzada por el horizonte, al ser éste acotado en la etapa k.

o |

R,

Figura 3.2: Restriccién de la funciones L, : [0,Ao/A1] = RT y R, : (Ag/A1,00) — RT para
obtener ¢(z) — h,(2).

Notemos que en cada etapa r, se obtienen diferentes cotas de continuacién A, y B, (o también

llamado intervalo de continuacién (A,., B,)), ya que dependen del horizonte aleatorio en esa etapa
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et he(2)

Xo |

A R.Hy

‘ ‘ ‘
A Ao/M B,

Figura 3.3: Valores A, y B, para los cuales la regla de paro equivale a g(z) < ¢ + h,(z) siempre
que z ¢ (A, B,).

_ P(D=n)
( "= P(Dzr)>'

Recordemos que por la regla de decisién 6* del Teorema 2.15, aceptaremos Hj si 67 = 0,

esto es 0, = Izgr<a sy = 0, pero esto ocurre siy s6lo si Agfg > A1f], o equivalentemente
si \o/A\1 > Z,. Entonces, aceptamos la hipétesis nula Hy si Z, < Ag/A; v la rechazamos si
Mo/ M < Z,.

Podriamos tener el caso que de entrada ¢ > \g/\1, entonces g(z) < c¢+hy(z) paratoda z € R,
Por lo tanto, no se llevaria a cabo el experimento, pero es un caso que no consideraremos ya que
estamos en la clase de pruebas con al menos una observacion.

En la Figura 3.3 se muestra cuando se suma la constante de costo unitario ¢ > 0 a la funciéon
h,. El drea de continuacion es el intervalo (4,, B;).

Ahora estamos en condiciones de expresar el Teorema 2.15, pero en términos de razoén de

probabilidades.

Corolario 3.7. Sea (¢*,0%) una prueba secuencial donde 6* = (67,095,053, ...), con

" 1 s >\0/)\1 < Z,«, r = 1,2,3, ceey
o = I{)‘O/)‘l <Zt - { 0 en otro caso, (3:14)

’l/): = I{Zr ¢ (AmBr)}’ r= 1,2,3,..., (315)
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Zr=f1/fy y0 < A, < B, < oc0. Las constantes A, y B, cumplen con L.(A,) = c = R.(B,) del

Lema 3.5. Entonces para cualquier otra prueba secuencial (1,6), tal que

a(y,0) < oy, 0%) y B, 0) < BT, 67), (3.16)

se cumple:

Ego [Vdf* VAN D] S Ego [V1/1 AN D] (317)

Si D es un horizonte aleatorio acotado (p, = 1 para alguna k) entonces la regla de paro

cambia a * = (7, 93,95, .., iy, Y = 1).
La desigualdad en (3.17) serd estricta si alguna de las desigualdades en (3.16) es estricta.

Demostracion.

Por el Lema 3.6 sabemos existen cotas A,, B, del intervalo de continuacién en la etapa r que
cumplen con L,(A,) = ¢ = R,(B,) del Lema 3.5, tal que la regla de paro del Teorema 2.15 es
equivalente a (3.15). Ademads, por el mismo lema se tiene que 0 < A, < B, < 0.

Como hemos supuesto que fg > 0y f5 > 0y sabemos que el caso no trivial es cuando

Ao > 0y A1 > 0. Entonces la regla de decisién es facil ver que se transforma en

0n =TI /\ < Z,}

Asi tenemos que las reglas de decision (3.14) y de paro (3.15) equivalen a las reglas de decisién
(2.66) y la regla de paro (2.67) del Teorema 2.15, respectivamente. De esta manera tenemos las
mismas condiciones del Teorema 2.15. Por lo tanto, tenemos la misma conclusion que la dada

en dicho teorema.
[ |

Ahora sabemos que existen cotas A, y B, del intervalo de continuacién para el experimento
secuencial en la etapa r, en caso de que el horizonte D sea no acotado, ya que si el horizonte D
es acotado en la etapa k, no es necesario hallar dichas cotas (si existen), porque el proceso debe
terminar en dicha etapa debido al horizonte y no por la regla en si. Si se llega a parar de manera

forzada el experimento debido al horizonte, entonces sélo aplicamos la regla de decision.

Notemos que si existe k tal que pr = 1, entonces
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pr(2) = min {g(2), g(=)pe + (1= p) (e + (=) |,
cambia a
pr(z) = min{g(2), g(2)} = g(2).

Lo que significa que g(z) < ¢+ h,.(2) y por lo tanto debe terminar el proceso, como era de

esperarse.

2
Caso Particular: Funcion de Riesgo constante

En esta seccién supondremos que la distribucion del horizonte aleatorio D tiene una distri-
bucién geométrica, la cual nos llevara a encontrar sélo dos cotas A y B, para todo tiempo r. Lo
anterior ocurre debido a que la funcién de riesgo pp = %, bajo la distribucion geométrica,
se vuelve constante, por lo que se simplifican algunos resultados y se parece, en cierta forma, al
caso estudiado por Wald [12] con py = 0.

Las pruebas secuenciales en razon de probabilidades con frecuencia se traduce en un ahorro
del 50 % en el nimero de observaciones ( [12]), por lo que es conveniente su estudio y andlisis.
En nuestro caso, no es la misma prueba de razén de probabilidades de Wald, debido a que la

funcion de riesgo en nuestro estudio es diferente a cero.

Como mencionamos anteriormente, vamos a suponer que la distribucién del horizonte aleato-
rio tiene una distribucién geométrica, es decir, P(D =r) = (1 —p)""p, con p € (0,1). Sabemos
que P(D >r) = (1-p)"!, entonces la funcién de riesgo queda como

PD=r) ([1-p)'p
= = = ara toda r € N.
PTPDEn @ PY

Esto nos dice que bajo el supuesto de que el horizonte aleatorio tenga una distribucion geométri-

ca, la funcion de riesgo permanecerd constante en cada etapa r y de hecho es la tinica distribucién
con esta propiedad.
Ahora definamos nuevas funciones que nos daran las funciones p¥ y su limite que nos ayu-

daran a simplificar algunos detalles mas adelante.
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po(z) = g(2), (3.18)

donde ¢(z) = min{ g, A1z} y recursivamente para n=1,2,3,...

SN . ( hX)
ulz) = min {g<z>,g<z>p =) (et B[ (E]) (3.19)
De tal forma que si consideramos ahora p, = p en (3.3), tenemos que

~

PN(2) = Bo(2), N1 (2) = Pr(2), PN _a(2) = Pal2)s s P (2) = Pvr(z) V2 € RY.

Esto queda demostrado en el siguiente.

Lema 3.8. Sean pY y pY definidas en (3.2) y (3.3), respectivamente. Entonces si p, = p en
(8.3) para todan =N —1,N —2 ..., 1, se tiene que

Py (2) = Pv-r(2) Vz€ERY,

para toda r = N, N —1,N —2,..., 1.

Demostracion.

Procedamos por induccién hacia atras. Sea r = N, entonces de (3.2) y (3.18), tenemos
pN(2) = g(2) = po(z)  para toda z € RY.

Veamos que también se cumple para r = N — 1. Sustituyendo a p, = p en (3.3), tenemos que

p%_l(z) = min {g(z),g(z)p+ (1-p) <C+ Eg, [p% <Z§;E§;)])}

R PR A 101
= pi(x) VzeR™

Lo tltimo es cierto por (3.19).

Supongamos que para r < N se cumple que

Py (2) = Pn-r(2) VzERT.
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Probemos que también se cumple para r — 1.

N (2) = min{g(z)ag(z)p‘l‘(l_p)<C+E90['OiV<Z;;E§§>D}

= min {g(z),g(z)p +(1—p) <c+ Eb, |:ﬁN—r (zfl(X>)])}

fo(X)
= Pn-r+1(2) = Pn-(-1)(2) Vz €RT.

Lo cual concluye la demostracion.

Sabemos que por el Lema 3.2 la sucesién {pl'}, es una sucesién de nimeros decrecientes no
negativos, por lo que ya sabemos que existe su limite el cual denotamos anteriormente como
pr(2) = lim, o0 p'(2) V 2 € RT. De esta manera tenemos que la sucesion {p,,—, },, también tiene
limite cuando n — oo, con r € Z* fijay z € RT.

Entonces, por el Lema 3.8, se cumple que

pr(z) = lim p(z) = lim p,_.(2) VzeR".
n—oo

n—oo

Denotemos a este tltimo limite como p(z) para toda z € RT. Siendo por definicién

p(z) = lim p,(2) VzeR'. (3.20)

Por lo tanto, para toda r € Z* se cumple la identidad:

pr(2) =p(z) VzeR™. (3.21)
Por otra parte, sabemos que h”(z) = Ey, [p:?H (z ;ég;)] para toda z € R*. Entonces por lo

anterior, tenemos que h' cumple con la siguiente identidad para toda n:

Zfl(X)
fo(X)

Pasando al limite en (3.19), cuando n — oo, tenemos que para la funcién p se cumple la

hf(z) = E@O |:ﬁn—(r+1)< )} Vz € R*

siguiente igualdad:

A(z) = min {g<z>, o(:p+ (1=p)(c + En, [ﬁ(zﬁgi)}) } (3.22)
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fH(X)
Zfo(X)

De la ecuacién (3.9), sabemos que h,.(z) = Ejy, [pr+1< )] y por (3.21) tenemos que dada

r, pr(2) = p(2) para toda z € R*. Asi,

Zfl(X)
fo(X)

Por lo que A, no depende de la etapa r. Entonces si la funcién de riesgo es constante p, = p

ho(2) = Eg, [ﬁ( )} vz € RT,

y abusando de la notacién, podemos definir a

h(z) =h.(z) VzeR"yreZ". (3.23)

Con lo anterior tenemos que p(z) de (3.22) también cumple la siguiente identidad:

p(z) = min {g(2), g(=)p + (1 = p) (c + h(2)) }.

Ahora bien, por el Lema 3.3, p y h también tienen las propiedades que ahi se enuncian;
es decir, que son céncavas, contindas y no decrecientes en [0,00). Ademés, p(0) = h(0) =0y
p(00) = h(oo) = Ao.

Tomando en cuenta (3.23), asi como haciendo uso del Lema 3.4, tenemos que

h(z) = h.(2) < g(z) paratoda z € R" y para toda r € Z™. (3.24)

Veamos el siguiente corolario del Lema 3.6, el cual establece un criterio para obtener cotas

fijas A, B en cada etapa r.

Corolario 3.9. Dada la regla de paro * del Teorema 2.15, entonces existen dos constantes A y

B con 0 < A< B < o0, tales que la regla de paro 1" es equivalente a

Qﬂ: = I{Zr ¢ (A, B)} 7’:1,2,3,..., (325)
i

0

con 2, =

Demostracion.

Probamos en el Lema 3.5 que la regla de paro ¥* es equivalente a

Uz < ez}
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cuando la funcién de riesgo, p, es variable. Ahora, si la funcién de riesgo es constante en toda
etapa, entonces h,.(z) = h(z) para toda z € Rt como en (3.23). Luego, la regla de paro ¢*

queda como

TNz <oz}

_ f{=)
con Z, = f:;(w).

Por (3.24), sabemos que se cumple la desigualdad g(z) — h(z) > 0 para toda z € R*.
Sean L, R : [0,00) — R* definidas como

L(z) = Mz — h(z), VzeRT, (3.26)

R(z) = Ao — h(z2), VzeRT, (3.27)

Nuevamente por (3.23) y dada r € Z*, tenemos que

L(z) = Mz — W(z) = Mz — he(2) = L.(2), VzeRT,

R(2) = Mo — h(2) = X\o — h,.(2) = R.(2), VzeR".

De esta manera podemos aplicar el Lema 3.5, con lo que tenemos las siguientes propiedades

para L y R:
i) L y R son continuas y convexas en [0, 00),
i) L(0) = R(c0) =0, L(00) = 00, R(0) = Ao y L(Ao/A1) = R(Ao/M1).

iii) Siz <yy L(z) > 0, entonces L(z) < L(y). Por otro lado si z < y y R(y) > 0, entonces
R(z) > R(y).

De hecho sabemos que L es estrictamente creciente a partir de x > 0, tal que L(z) > 0,

mientras que R es estrictamente decreciente en todo su dominio.

Asi tenemos que

9(z) —h(z) = Loy (2) + BRI /a0 (2)
= LI/ (2) + R a .00 (2)  para toda z € RY.
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Entonces si estamos en la etapa r y no paramos, se debe cumplir en ese momento la siguiente

desigualdad:

c < g(Zr) - h(Zr)

Sabemos por la propiedad ii) del Lema 3.5 que el méximo de g(z) —h(z) se alcanza en el valor
Ao/ A1 el cual es L(Ag/A1) = R(Ao/A1) = Ao —h(Xg/A1), por lo que se cumplen las desigualdades:

c < L()\(]/)\l) y ¢c< R()\()/)\l)

Aplicando el Teorema del Valor Intermedio, vemos que existen A € (0,\/A\1) v B €

(Ao/ A1, 00) tnicos, tales que

Vemos que se cumple que 0 < A < B < oo, asi como para toda z € (A, B), se tiene que

g(z) > ¢+ h(z), porque L es estrictamente creciente y R estrictamente decreciente.
n

Con el Corolario 3.9 se establece la existencia de dos constantes A, B tales que satisfacen la
ecuacion
c+ h(z) = g(z) = min{ Ao, \12}.

El resultado que sigue es un corolario del Teorema 2.15 con p, = p € (0,1) para toda
r=123, ...

Corolario 3.10. Sea (v0*,0*) una prueba secuencial donde 0* = (07,065,095, ...), con

" 1 s )\0/)\1§Zr,7’:1,2,3,...,
o = ]{)‘0/)‘1 <Z} - { 0 en otro caso, (3.28)
Y
’l/J: = {Zr ¢ (A, B)}’ r= 1,2,3, ceey (329)

Z,=f1]f5 v0 <A< B < oco. Las constantes A y B cumplen con L(A) = c¢= R(B) de (3.26)

y (3.27), respectivamente. Entonces para cualquier otra prueba secuencial (1,0), tal que
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a(¥,0) <a(P,0) y B(,d) < B, 67, (3.30)

se cumple:

Egy[ve- A D] < Egy[vy A D). (3.31)

La desigualdad en (3.31) serd estricta si alguna de las desigualdades en (3.30) es estricta.

Demostracion.

Por el Corolario 3.9 sabemos que si la funcién de riesgo es constante en toda etapa, entonces
para la regla 6ptima 1* dada en el Teorema 2.15 existen constante A, B con 0 < A < B <
que cumplen con L(A) = ¢ = R(B) de (3.26) y (3.27), respectivamente. Entonces la regla de
paro se convierte en (3.25). La regla de decisién no cambia.

De esta manera tenemos las mismas hipdtesis del Teorema 2.15. Por lo tanto, se cumple
(3.31).

|

En resumen, el anterior teorema nos dice que al considerar que el horizonte aleatorio viene
con una distribucion geométrica, sélo existe un intervalo de continuacion, el cual es el mismo en

cada etapa del experimento.

3

Problema Inverso

En el Capitulo 2 minimizamos la funcién objetivo de costo C(v); ¢) = cEjp,[vy/AD] encontrando
las reglas de decision y de paro éptimas, considerando un horizonte aleatorio D, restringido a las
condiciones dadas por los errores del tipo I (a(v,6)) y del tipo II (5(¢,d)) y que incorporamos
en la funcién de Lagrange L(1),d; ¢, Ao, A1) con el fin de tener la funcién objetivo de costo sin

restricciones:
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L(’QD, 67 c, )\Oa )\1) = CEOO [Vd} A D] + )‘Oa(wa 6) + A15(¢7 6)

Al minimizar la funcién de Lagrange, hemos encontrado que la forma de la prueba estadistica

secuencial éptima estd dada por el Teorema 2.15, (¢*,0%). Es decir,

L(,lvb*a 6*7 C, )\Oa )\1) = ({[;I*Iig) L(wa 5a ¢, )\Oa )\1)7

con ¥* dada como en (2.67) si para toda r > 1 se tiene p, < 1 y la regla cambia a la forma

w* = (wraw; "'7¢Z—17¢Z = 1)7

* * *

siempre que py = 1 para alguna tnica k y 6* = (d7, 03,95, ...), con 0] como en (2.13).

Ya en este ultimo capitulo analizamos las pruebas secuenciales 6ptimas en términos de razén
de probabilidades, considerando que el horizonte aleatorio D tiene una distribucion cualquiera
(lo que significa que la funcién de riesgo p, es variable en cada etapa r), convirtiendo la regla de
paro (2.67) en la regla dada en (3.8). Asi hallamos cotas A, y B, en cada etapa r, con lo que la
regla de paro se simplificé en la regla dada en (3.15). Luego, al suponer que la distribucién del
horizonte aleatorio tenia una distribucién geométrica con parametro p, se simplifico la busqueda
de las cotas atin mas, ya que la funcion de riesgo se volvié constante, p, = p en toda etapa 7.
Entonces probamos en el Corolario 3.9 que cuando la funcion de riesgo, p, permanece constante
en cada etapa, podemos hallar sélo dos constantes 0 < A < B < o0, las cuales hacen equivalente
la regla de paro (3.8) del Teorema 2.15 con la regla de paro (3.25). En otras palabras, dadas las
constantes ¢ > 0, \g > 0 y A; > 0, encontramos dos constantes Ay B con 0 < A < B < o0,
tales que la regla de paro 6ptima ¢* del Teorema 2.15 es equivalente a la regla de paro dada en
(3.29).

Ahora lo que queremos es resolver el problema inverso; es decir, considerando que el hori-
zonte aleatorio tiene una distribucién geométrica, o equivalentemente que la funcién de riesgo
es constante y dadas Ay B con 0 < A < B < 00, deseamos encontrar constantes ¢, A\g, A\; > 0
tal que la regla (3.8) sea éptima. Pero es claro que el nimero de incégnitas a encontrar son
excesivas, ya que partimos sélo de dos datos iniciales, por lo que es conveniente fijar el valor de
alguna de las variables a encontrar, en nuestro caso sera ;.

Para este ultimo propodsito, pondremos los resultados de la razén de probabilidades que
dependerén de z € RT, asi como de ¢, \g y Ay > 0. Ademads, supondremos en lo que resta de

esta seccion final que el horizonte aleatorio D tiene una distribucién geométrica, con lo que la
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funcién de riesgo o tasa de fallos es constante, p, = p para toda r y p € (0,1). En particular

tenemos que

p(z; ¢, Ao, A1) = min {g(2; Ao, A1), 9(25 Ao, M)p + (1 = p) (e + h(z; ¢, Ao, M), (3.32)
donde
) ~( [1(X)
9(z; Ao, A1) = min{ Ao, Mz} v h(z;¢, Ao, A1) = Ep, [p(zm;c, Ao, )\1>], (3.33)

siendo p(z; ¢, Ao, A1) = lim,, o0 Pr (25 ¢, Ao, A1), donde p,,(z; ¢, Mg, A1) se define comenzando por

po(z; ¢, Ao, A1) = g(25 Ao, A1) (3.34)

y paran = 1,2, ... definimos recursivamente;

Pn(2; ¢, Ao, A1) = min{g(2; Ao, A1), (25 Ao, A1)p + (1 — p) (e + hn(z; ¢, Ao, A1) T, (3.35)

donde
Zfl(X)
fo(X)

i mi ra z 1 i u
Asi mismo, para z, ¢, A\g, \; € R™ fijas, tenemos que

B (2 ¢ Moy At ) = Ep, [ﬁn_l( ¢, o, Alﬂ . (3.36)

h(z; ¢, Xo, A1) = lim h,(2; ¢, Ao, A1)-

n—oo

Observemos que de (3.33) y dado = > 0, se cumple la siguiente identidad:

g(xz; Mo, A1) = min{ g, Mz} = g(z; Ao, A\12).
Con ayuda de lo anterior, podemos probar el siguiente lema.
Lema 3.11. Dado x > 0, se cumple que
P25 ¢, Aoy A1) = Pu(; €, Aoy M12),

para toda z,c, N\g, \1 € RT.
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Demostracion.

Procedamos la demostraciéon por induccién. Para toda z, z, ¢, A\g, A1 € R, sabemos que
po(rz;c, Mo, A1) = g(x2; Ao, M) = g(23 Ao, Ar2) = po(z; ¢, Ao, A12).

Notemos que

hi(xz; ¢, Mo, A1) = Ey, [ﬁo (a:z%; ¢, Ao, Alﬂ = Ep, [ﬁo (m%; ¢, Mo, >\12>] = hi(x; ¢, Ao, \12).

Entonces para n = 1 tenemos que

pr(zzie, Ao, A1) = min{g(zz; Ao, A1), g(2; Ao, M)p + (1 — p)(ec+ hi(xz; ¢, Mo, A1) }
= min{g(x; Ao, M\12), g(x; Ao, M2)p + (1 — p)(c + ha(x; ¢, X, M12)) }

= ﬁl(l’; C, )\0, )\12)

Supongamos que para n se cumple que p,(zz;¢, Ao, A1) = pn(T; ¢, Ao, A\12).

Probemos que también se cumple para n + 1.

ﬁn+1(f’52; ¢, Ao, >\1) = min {9(552; Aos )\1),9(552; Aos >\1)P + (1 —p)(c + hn+1(172; ¢, Ao, )\1))}

= min {9(5’5; Ao, A12), g(x; Ao, Mz)p + (1 —p)

X (c+ Ey, [ﬁn (SL’ZM§ ¢, Ao, >\1)} )}

fo(X)
= min {g(x; Aos A12), g(x; Ao, A12)p + (1 — p)
X (c+ FEy, [ﬁn<x%;c, Ao,)\lz)b}

= min {g(z; Ao, M12), 9(x; Ao, \i2)p + (1 = p)(c + hpy1 (25 ¢, Ao A12)) }

= Pur1(T;6, X0, M12).

Con lo anterior hemos probado, de manera implicita, que h,(zz;c, Ao, A1) = hn(x; ¢, Ao, A\12)
y h(zz; ¢, Mo, A1) = h(x; ¢, Ao, A\12) para toda z,x, ¢, A\g, Ay € RT.

Como mencionamos anteriormente, el niimero de variables a encontrar en el problema inverso

es excesivo, entonces por simplicidad, lo conveniente es suponer que A\g = A > 0, A\; = 1 (caso no



CAPITULO 3. PRUEBAS OPTIMAS Y RAZON DE PROBABILIDADES 71

trivial). Abusando de la notacién y quitando el valor de A\; = 1 de las ecuaciones (3.32), (3.33),
(3.34), (3.35) y (3.36), tenemos

p(z;c,A) =min{g(z; M), g(z: A)p + (1 — p)(c + h(z; ¢, M)}, (3.37)
AN Cow e [ h(X)
g(z;\) =min{\, z} v h(z;¢c,\) = Eg, [p(sz(X),c, )\ﬂ, (3.38)
ﬁO(Z; ¢, )‘) = g(z; )‘)> (339)
Pn(z;e, ) =min{g(z; N\),g(z; \)p+ (1 —p)(c+ ho(z;¢,0)} Vn>1 (3.40)
y
v [~ fi(X).

ha(z;6,\) = Eg, [pn_1<z o )\)] (3.41)

respectivamente.

Lema 3.12. Dadas ¢ y A\ no negativas, se cumple que
¢+ h(ze.0) = inf {cEgo vy A D] + A, 6%) + 2B(4, 5*)}, (3.42)
para toda z € R,
Demostracion.
El Teorema 2.2 nos dice que el problema de minimizar L(v, d; ¢, A, 1) se reduce a encontrar

la regla de paro 6ptima ¢* si la regla de decision esta dada por ) = I{Afg <1y = I{A <7}

para r = 1,2,3,.... Entonces al hacer \g = A y A\; = 1, tenemos que

L@ie A ) = (L5 0)
= iﬁf{cEgo [vy A D] 4+ Aa(v,0%) + B, 0%)}. (3.43)

Haciendo uso del Teorema 2.12; asi como de (3.5), (3.21) y (3.33), tenemos que

L e\ ) = c+ Y Vilw) =c+ Y fop(Z)

= c+ Eplp1(Z1)] = ¢+ Ey,[p(Z1)]
— et h(lie A1) (3.44)

Al igualar las ecuaciones (3.43) y (3.44) tenemos
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c+h(le,\1) = iﬁf{cEgo [y A D] + A, 6%) + B¢, 6")}.
Ahora bien, por el Lema 3.11 tenemos que para toda z € RT, en particular para z = 1, se
cumple que
c+h(z;e, N 1) =c+h(l;e, N, 2) = i%f{cEgo vy A D]+ Xa(v,0%) + 26(¢, 0%)}.

Finalmente, al considerar la funcién h de (3.38), tenemos que h(z;c, ) = h(z; ¢, A\, 1), por lo

que se cumple (3.42).
|

Notemos que en el lema anterior el infimo lo tomamos sobre todas las reglas de paro, donde

la regla de decisién ¢* es la 6ptima; es decir, (3.42) la podemos ver como
¢+ h(ze\) = inf {CEQO [y A D] + A, ) + 2B(4, 5)}. (3.45)

A partir de (3.42), definamos lo siguiente:

h(z;0,A) = igf{)\a(w, )+ z6(1, 0%)}. (3.46)

Cabe mencionar que para el caso truncado también tenemos un resultado parecido al anterior.
Haciendo uso del Corolario 2.6, asi como de los lemas 3.8 y 3.1 y de la ecuacién (3.36), llegamos

a que

(250, ) = f(Aa(,87) + 250, )}, (3.47)
donde el infimo se toma sobre todas las reglas truncadas a nivel N; es decir, ¥ = (Y1, ¢o, ..., Un_1, VN =

1).

Lema 3.13. Sea 6* la regla de decision del Corolario 3.10. Entonces para toda regla de paro

se cumple que

inf{Aa(yh, 0) + 28(x, %)} = AY Py (Zy >N 2)P(D=n)+2Y Py (Z, <\ 2)P(D=n).
i "~ (3.48)
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Demostracion.
Hagamos \g = A\, \y = 2z y Z, = fJ/f]' en el Corolario 2.13, entonces el resultado es

inmediato al hacer uso del Lema 3.12 con ¢ = 0.
[ |

Lema 3.14. Sean z, A € RT fijas. Entonces la funcion
c+ h(z;e, )

es continua, concava y estrictamente creciente en ¢ € [0,00).

Demostracion.

Por el Lema 3.12, sabemos que ¢+ h(z; ¢, \) es el infimo de funciones lineales en ¢ cuando las
otras dos variables se mantienen fijas, entonces es concava en ¢ € [0, 00). Luego, por el Teorema
10.1 de [10] es continua en (0, 00). Falta demostrar la continuidad en cero.

Sabemos que

i%f {Aa(,0%) + 261, 0%)} < iﬁf {cEg[vy N D] + X (v, 6) + z26(¢, 07)}.

Entonces, para toda regla de paro truncada de la forma ¢ = (¢»; = 0,11 =0,...,¢y_1 = 0,0y =
1) y haciendo uso de (3.48) del Lema 3.13, asi como del Corolario 2.7 del Capitulo 2 tenemos

que

0 < inf {e vy A D] + Aa(, %) + 28,8} — inf {Aa(w,6%) + 28(1:, 6%}

< ¢N+ ()\PQO(ZN > \/2) + 2By, (Zy < )\/z))P(D > N)

+3 ()\PGO(Zn > \/2) + 2Py, (Zn < A/z))P(D = n)

“\Y  Po(Zn = M2)P(D=n) = 2> Po,(Zn < \2)P(D =n)
< N4 APw(Zn > M2) + 2Py (Zn < A7)

X Y Py(Ze>N2P(D=n)—z Y  Py(Z, <) z)P(D=n)
< N AP (Zn 3 M) 4 P (Zn < M)
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Dado € > 0 tomemos a ¢ < 35. Como A, z € R* son fijas podemos usar el Lema 2.14 y tomar
a N suficientemente grande, tal que APy, (Zn > N/2) < €/3y 2Py, (Zn < A/z) < €/3. Entonces
y en vista de (3.42) y (3.46), tenemos que

0<c+h(zc,A\)—h(z;0,\) <e.

Por lo tanto hemos probado que lim._,g c+h(z; ¢, A) = h(z;0, \), asi que ¢+ h(z; ¢, \) es continua
en c € [0, 00).

Veamos que es estrictamente creciente en [0, 00). Sean 0 < ¢; < ¢,. Entonces

c1+ h(z;e1,A) = inf{c; Eg, vy A D]+ Aa(,0%) + 28(2,0%)}
< inf{caBg,[vy A D] + Aa(, 6%) + zB(¢, 6%)}
= co+ h(z;c9, N).

Lema 3.15. Sean z,c € RY fijas. Entonces la funcidn
c+ h(z;e, )

es concava y creciente en A € [0,00), y continua en A € (0, 00)

Demostracion.
Procediendo como en la demostracion del Lema 3.14, pero fijando ahora a z y ¢, encontramos
que ¢+ h(z;¢, \) concava en A € [0,00) y por Teorema 10.1 de [10] es continua en A € (0, 00).

Finalmente, sean \; < A, entonces

c+h(z;e,N) = inf{cEy vy A D]+ Moy, ) + 26(1,0%)}
< inf{cEy,[vy A D]+ Xocr(1,8%) + 25(¢, 0%) }

c+ h(z;e, Ag).
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Lema 3.16. Para toda z € RT fijo, h(z;¢,\) es continua como funcion de (¢, \), para cualquier

punto (co, Ng) con co, A\g > 0.

Demostracion.
Sean cg, \g > 0 dos nuimeros cualquiera, pero fijos. Entonces para toda Ai, Ao tales que

A1 < Ag < Mg tenemos
h’(z7 ¢, )\1) < h’(z7 ¢, )‘) < h(Z, ) )\2)
si A € [A1, Ag). Ahora,

lim h(z;e, A1) < lim inf h(z;c,\) < lim sup h(z;c,\) < lim h(z; ¢, Ag),

c—co c—co A= Ag C=C0 A3 )¢ c—co

o equivalentemente

h(z;co, A1) < lim inf A(z;c,\) < lim sup h(z;c, A) < h(z; co, Aa),

c—co A=\ c—co A= Ao

Ahora, haciendo \; — A\g y Ay — Ag en la anterior desigualdad y notando que

lim h(z;co, A) = h(z; o, Xo),

A—))\o

obtenemos
lim  A(z;¢,\) = h(z;co, Ao)-

c—CQ ,)\—))\()

Ahora ya estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta tultima seccion.

Teorema 3.17. Sean A, B niumeros reales de tal manera que 0 < A < B < oo. Entonces, existe

C € [A, B] tal que la prueba secuencial (**,6™) , con
v =1z, ¢ (A.B)) (349)

5:* = I{C < Zr} 7“:],2,3,..., (350)

es dptima en el siguiente sentido: para cualquier otra prueba estadistica secuencial (,0), tal que
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a(,0) <a(@™,07) y BY,0) < BT, 07) (3.51)

se cumple que

E90 [Vw** VAN D] S E90 [Vw VAN D] (352)

La desigualdad en (3.52) es estricta si alguna de las desigualdades en (3.51) es estricta.

Demostracion.

La idea es ver que la prueba (¢** = (7", 35", 5%, ...), 0% = (6%, 5%, 5%, ...)) con = y 6}*
como en (3.49) y (3.50), respectivamente, es en realidad la prueba (¢*, 6*) del Corolario 3.10 con
oF = I{)\o/>\1 <Z)= I{)\ <7} tales que dados 0 < A < B < oo existen ¢ > 0y A > 0 que
son raices de ¢ + h(z;¢,\) = g(z; A) que hacen de la prueba la éptima. Es claro que ¢** = ),
falta ver que 6** = ¢§*.

Entonces, para cualesquiera Ay B con 0 < A < B < 00, queremos encontrar ¢y A € (A, B)
tales que

c+h(A;e,\)=A (3.53)

c+h(B;c, ) = A (3.54)

Ahora bien, por el Lema 3.16, sabemos que la funcién ¢ + h(z; ¢, ) esté definida para toda
¢ >0y A >0, pero defindmosla solo para A € [A, B] a ¢ = ¢(\) como una solucién de la ecuacién
(3.53). Para asegurar que existe A € [A, B], tal que sea solucién de (3.53), verifiquemos primero
que se cumple la desigualdad: h(A;0,\) < A, porque la parte izquierda de (3.53) es continua
y estrictamente creciente como funcién de c¢. Ademas, ¢(A) es una funcién contintia de A, como
una funcién implicita (3.53) definida por una funcién la cual es continua en las dos variables
(Lema 3.16).

Si tomamos una prueba en particular (¢’,d’) con al menos una muestra, supongamos por
ejemplo que ¢ = (] = 1) y &' = (85 = 0), entonces paramos en la primer observacién y acepta-
mos Hy, lo cual implica que (¢, §') = Py, (rechazar Hy|Hy) = 0y (v, ') = Py, (aceptar Hy|Hy) =
1 y como el infimo se toma sobre todas las reglas de paro, entonces por el Lema 3.12 tenemos

que

h(A;0,%) = inf { Aa(w,6) + AB(,8) } < Aa(',8) + AB(K,8) = A
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Ahora para probar (3.54), definamos a
FA) =X =h(B;c(A),A) = c(A).

Asi vemos que f es una funcién continua en [A, B] por ser la composicién de funciones

continuas.

Probemos ahora que

f(A)<0 vy [f(B)=0. (3.55)

En efecto, tenemos
f(A)=A—h(B;c(A),A) —c(A) < A—h(A;c(A),A) —c(A) = 0.

por (3.53).

Probemos ahora que
f(B) =B —h(B;c¢(B),B) —c¢(B) > 0. (3.56)

Tomando en cuenta (3.53), tenemos que para probar (3.56) es equivalente a verificar que se

cumple la desigualdad:

B —h(B;c(B),B) > A — h(A;¢(B), B).

Pero lo anterior es cierto, ya que por (3.11) del Lema 3.5 tenemos que z — h(z;¢(B), B) es
no decreciente para toda z € R™. Entonces por el Teorema del Valor Intermedio, sabemos que
existe A € [A, B] tal que f(A) = 0. Pero también encontramos c¢(\) tal que cumple con (3.53),
lo cual es equivalente a ¢+ h(z;¢,\) = g(z; ) = min{\, z}.

Si hacemos C' = A en la regla de decisién del Corolario 3.10, entonces 9, = ]{C’ <zZ)= 0r,
por lo que tendremos las mismas condiciones que ahi se enuncian. Por lo tanto, si (¢,0) es
una prueba cualquiera que satisface (3.51), entonces la prueba (™, §**) es éptima y cumple
con (3.52). Ademas, la desigualdad (3.52) es estricta si alguna de las desigualdades en (3.51) es

estricta.



78 CAPITULO 3. PRUEBAS OPTIMAS Y RAZON DE PROBABILIDADES

4

Conclusiones

Encontramos la forma de las pruebas secuenciales 6ptimas para experimentos con horizonte
aleatorio, pero la diferencia con el caso clésico fue la regla de paro (horizonte infinito), como
era de esperarse, ya que en el tiempo de paro se involucra el horizonte aleatorio. La regla de
decisién no sufrié modificacion alguna. Al poner las pruebas secuenciales en términos de razén de
probabilidades, obtuvimos diferentes intervalos de continuacion en cada etapa debido al horizonte
aleatorio, en contraste con la teoria clasica donde sélo hay un intervalo de continuacién en cada
etapa.

Un caso particular se da al suponer que el horizonte aleatorio tiene una distribuciéon geométri-
ca, ya que solo hay un intervalo de continuacién y la regla de paro es igual a la regla de paro de
la SPRT, sin embargo, la regla de decisién si cambia porque el horizonte puede truncar el expe-
rimento secuencial y hay que tomar una decision si la razén esta en el intervalo de continuacién.

Esta investigacion realizada es original y en la literatura sobre andlisis secuencial no exis-
ten resultados en torno a modelos con horizonte aleatorio con este enfoque. El caso clasico de
horizonte infinito (y también finito, siendo éste fijo) resultan casos particulares de la teoria desa-
rrollada. En particular, se tiene una demostracion alternativa de la optimalidad de la prueba
SPRT de Wald.

Aunque el trabajo es para un caso particular de observaciones discretas con niimero finito de
valores, se puede ver como pauta para el caso general, incluso para observaciones continuas. Se
ve la posibilidad de caracterizacion completa de la estructura de pruebas secuenciales éptimas.

También se abre la posibilidad de aplicarla para procesos estocasticos a tiempo discreto.
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