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Resumen

En este trabajo apliqué las técnicas de Teoria de Control y de la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales a modelos matematicos con cosecha que describen la interaccion
de dos poblaciones: una presa y un depredador. Un ingrediente importante que inclui son
las llamadas respuestas funcionales de Holling, tipo Il y IV, las cuales tienen como origen
modificar la dependencia funcional de la razén de encuentros entre individuos presa-
depredador, por unidad de depredador. Desde el punto de vista ecolégico, esto significa que
los individuos de la poblacién de presas desarrollan una suerte de estrategia de “defensa”
ante los depredadores. Desde el punto de vista de la modelaciéon matemaética, los resultados
del andlisis cualitativo de las dos EDOs resultantes y la busqueda del rendimiento méximo
sostenible son relevantes para la investigacion de las condiciones que hagan compatible
el que las poblaciones coexistan y se optimice la ganancia econdmica resultante de la
explotacion.






Introduccion

La Ecologia de poblaciones es el estudio de la abundancia y la distribucién de los
organismos. Para los estudiosos de esta drea, una variable fundamental es la densidad (o
tamafo) poblacional espacio-temporal de aquéllos, la cual —dependiendo de la poblacién
particular de que se trate— puede ser cuantificada a través de diferentes magnitudes. Una
posibilidad es hacerlo a través del nimero de individuos contenidos en un drea o en un
volumen determinados; también lo puede ser la biomasaﬂ de organismos contenida en
tales espacios fisicos.

Una de las expresiones demogréficas de la interaccion entre los individuos, es que la
densidad poblacional de éstas, cambia al transcurrir el tiempo. Sin embargo, la densidad
poblacional también puede cambiar debido a factores ambientales como la distribucién
de alimento, la temperatura, el clima, etc. En este marco, uno de los objetivos de la
dindmica de poblaciones, es dar cuenta del cambio en el tamafio poblacional de las
especies, dilucidando los factores que lo originan y estableciendo no s6lo una relacion
causa-efecto entre aquél y éstos sino —preferentemente también— expresarla en forma
de leyes dindmicas.

Quizds el primer modelo matemético planteado a propésito de dar cuenta del nimero de
individuos (conejos) como funcién del tiempo, se deba a Leonardo de Pisa, mejor conocido
como Fibonacci quien, en su Liber Abaci publicado en 1240, introdujo las ahora muy
populares sucesiones de Fibonacci para cuantificar el nimero de parejas de conejos cuya
poblacién se desarrollaba bajo condiciones muy particulares. Con el transcurrir del tiempo,
tanto los enfoques como las herramientas matematicas para estudiar diversos aspectos de
la dindmica poblacional, se incrementaron y diversificaron. Los actores han sido o mismo
demografos que bidlogos, matemaéticos o fisicos. Una muestra de este abanico, son los
siguientes nombres: Robert Malthus, Pierre Verhulst, Vito Volterra, Alfred James Lotka,

ILa definicién de este término, asi como la de muchos otros conceptos de pesca se pueden revisar en el
Glosario, al final de este trabajo.



Georgii. F. Gause, Alexander Kolmogorov, Lawrence B. Slobodkin, Robert Mac Arthur,
Stephen Smale, Robert May y un largo etcétera. Todos ellos han hecho —en algunos casos,
desde puntos de vista diferentes— importantes contribuciones a la ecologia matemdtica.

En 1798, el demégrafo y economista inglés Robert Malthus public6 an6nimamente la
primera edicién de Ensayo sobre el principio de la poblacion, con el objetivo de plantear
una ley de poblacion universalmente valida. Las hipétesis en las que Malthus se basé para
construir el modelo son:

1. Que la poblacion sea homogénea,
2. Que esté aislada y se encuentre distribuida uniformemente en su hébitat,
3. Que los recursos naturales sean inagotables y homogéneamente distribuidos.

Sin embargo, este modelo no representa lo que ocurre en la realidad cuando el tiempo
€s mayor, pues su crecimiento es exponencial, lo cual, para tiempos grandes, implicaria
recursos infinitos. Para ello, se modifica el modelo anterior de tal forma que los recursos
sean finitos, esto lo propuso el matematico y demdgrafo belga, Pierre Francois Verlhust,
en 1838.

Suponiendo una poblacion cerrada, El modelo de Verlhust o modelo Logistico describe
la evolucién de una poblacién cuyo crecimiento es exponencial al principio (como en
el caso del modelo de Malthus), pero que al cabo de un tiempo aparece la competencia
entre los miembros de la poblacién por los recursos existentes, frenando el crecimiento y
alcanzando un valor denominado capacidad de carg

Es relevante comentar que a pesar de sus restricciones evidentes, los modelos de Malthus
y logistico (para intervalos de tiempo cortos) se ajustan muy razonablemente a los datos
disponibles para algunas poblaciones, incluso a veces mas alld de lo que pudieramos
esperar (por ejemplo en el andlisis de poblaciones humanas sujetas a migraciones y que
aun asi se ajustan a una curva tipo logistica).

En este trabajo, estamos particularmente interesados en modelos mateméticos de
pesquerias, conocidos como de poblacién con cosecha y es importante hacer notar que el
objetivo de estos tipos de modelos es encontrar la captura o rendimiento mdximo sostenible
(RMS), es decir, la produccidon excedente de una poblacion que puede ser tedricamente
extraida, en un periodo de tiempo definido y en condiciones medioambientales constantes,

%La definicién de este término, asi como la de muchos otros conceptos de pesca se pueden revisar en el
Glosario, al final de este trabajo.



sin afectar los niveles del stock — las especies bioldgicas cosechadas con caracteristicas
ecologicas similares —. El stock acumulado total a su vez constituye la biomasa, en
unidades de peso (toneladas). En los modelos matematicos de poblacién aqui estudiados,
el stock de peces serd definido especificamente como la poblacién que puede ser capturada
sin poner en peligro la regeneracion futura de la poblacidn pesquera.

Una vez obtenido el RMS, se encuentra el rendimiento econdmico maximo (REM), que
tiene como objetivo potenciar al maximo los beneficios econdmicos a largo plazo de la
pesqueria. Para esto, es necesario explicar dos conceptos: el esfuerzo pesquero, que es la
cantidad de trabajo medido a través de pardmetros operativos y econémicos que puede
desarrollar una unidad de pesca o el conjunto de mano de obra y equipo, en un periodo
determinado. El otro concepto es la capturabilidad, que es la fraccion del stock capturada
por una unidad de esfuerzo, dejando claro que la captura de peces debe incluir todos los
peces muertos por la accién de la pesca, no s6lo aquéllos que desembarcan.

Cabe mencionar que, la pesca se entiende como el acto de extraer, cultivar o capturar,
por cualquier procedimiento, especies marinas. La pesqueria, a diferencia de la pesca,
se define como la actividad econdmica sustentada en el aprovechamiento de un recurso
natural, en el cual intervienen medios de produccién particulares y diferenciados que se
conciben de manera integral (extraccidn, procesamiento y comercializacion).

Tanto los conceptos aqui definidos como otros relevantes se pueden consultar en el
Glosario, al final de esta tesis.

Destacamos entonces que el estudio de los modelos en pesquerias, necesita desarrollarse
en un contexto multidisclipinario, que incluye:

e El conocimiento de la biologia de la especie (fecundidad, metabolismo,
alimentacién) y la dindmica poblacional de este recurso.

e [a forma en como se obtiene (pesca) y cOmo se procesa este recurso.

e Las relaciones de oferta-demanda y el costo de precio-ganancia del recurso.

El estudio de las pesquerias y los modelos con ellas asociados, tienen una historia muy
amplia. Garcia, [12], la clasifica en cinco periodo marcados por eventos internacionales
especificos y nosotros, con base en el articulo de Terrance, [29]], narramos al mismo tiempo
la evolucién de la modelacién bioecondmica de la pesca. Aquéllos son:

e 1945-1958. “Construccién y Ira. Expansion de las Pesquerias"

e 1959-1972. “Desarrollo de la Investigacion y 2da. Expansion de las Pesquerias”
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e 1973-1982. “Nuevo orden econémico y variabilidad del stock"
e 1983-1992. “Hacia una nueva tendencia mundial"

e 1993-2000. “Reto de sostenibilidad"

Esta organizacion se puede observar en la figura 1. Comenzamos por definir cada una de
ellas.

En los dltimos afios ha aumentado la preocupacién por la conservacion de los recursos
naturales, esto debido a la percepcién generalizada de la escasez relativa de flora y
fauna y a la degradacion de la naturaleza y del medio ambiente. En el siglo XIX, varios
investigadores tenian la creencia de que, dada la inmensidad de este tipo de recursos
renovables, la accion de la actividad pesquera apenas causaba efectos relevantes sobre la
abundancia y cuantia de los mismos. Esto se puede percibir en la siguiente cita del bidlogo
T.H. Huxley,

“La pesca del bacalao,. . . y probablemente, todas las grandes pescas maritimas
son inagotables”
T.H. Huxley

Exposicién Internacional de Pesca, 1883

La cita de Huxley contrasta con las perspectivas pesimistas de los malthusianos, quienes
habian concluido que a menos que se tomaran las medidas necesarias, los alimentos no
alcanzarian para todos.

Después de la Segunda Guerra Mundial, la intensidad de la pesca comercial se increment6
draméticamente. En 1948 se reportaron capturas marinas globales de alrededor de
18 millones de toneladas, de esta forma se plantearon nuevos interrogantes sobre la
explotacion y gestion de los recursos naturales. La etapa de “Construccion y Ira.
Expansion de las Pesquerias” comienza con el establecimiento de la Organizacién de
las Naciones Unidas para la Alimentacién y la Agricultura (FAO), fundada en 1945,
para ayudar en el restablecimiento de las economias europeas, incluido el sector de la
pesca. Termina en 1958, con la primera Conferencia sobre el Derecho del Mar en Ginebra
(UNCLOS 1) y la adopcion de un convenio de pesca y conservacion de los recursos
marinos vivos, en el cual se discutieron los principales problemas que enfrentaba la pesca.
Estos comprendian la sobrecapacidad, la sobrepesca y el agotamiento de los recursos,
destacando la falta de datos para el manejo de los recursos en alta mar.

En el contexto internacional, la poblacién mundial era de 2000 millones de personas,
las industrias europeas estaban devastadas por la guerra y desde finales de la Primera
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Figura 1: Capturas marinas mundiales reportadas y acuacultura (x 10° toneladas) y eventos
internacionales seleccionados. Tomada de [[12]].
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Guerra Mundial hasta este momento, el hemisferio norte no tenia suficientes recursos
pesqueros para satisfacer las necesidades basicas de este producto. Por lo que, en 1946,
en la Conferencia Internacional de Londres se discutié sobre la necesidad de reglamentar
la pesca de forma urgente. Como resultado de esta reunion, se crearon administraciones
locales, se buscé mejorar el desarrollo tecnolégico y se expandié la pesca a otros
territorios. Debido a esta expansion de los paises industrializados, paises como Chile,
Ecuador y Peru decidieron limitar su jurisdiccion de pesca en 1952, creando la Comision
Permanente del Pacifico Sur (CPPS).

En esta misma etapa, se desarrollaron varios modelos matematicos que introdujeron no
s6lo los aspectos bioldgicos de las poblaciones de peces, sino también los econdémicos
para poder dar solucién a varios problemas a los que se enfrentaban las administraciones
de las pesquerias. Entre aquéllos destacan los de H.S. Gordon y A.D. Scott (1955), M.B.
Schaeffer (1957), Beverton y Holt (1957). Dichos modelos se pueden clasificar en dos
grandes grupos: los conocidos como modelos analiticos (“Dynamic Pool”) y los modelos
logisticos. En los primeros se debe conocer la composiciéon por edades de las capturas.
Si hay muy pocos peces viejos, el stock estd sobreexplotado y se debe reducir la presién
de pesca. Si hay demasiados peces viejos, el stock estd subexplotado y se debe capturar
una mayor cantidad de peces para obtener la captura maxima. En este grupo, el mas
representativo es el modelo de Beverton y Holt. Los modelos logisticos son los que
se basan en el modelo de Verhulst, son pieza central de la modelacién matemética de
recursos sometidos a cosecha, el modelo de Schaeffer es uno de los mas caracteristicos
de este grupo, puesto que su modelo de producciéon definié el Rendimiento Mdximo
Sostenible (RMS), la herramienta conceptual mas importante que trata con la dindmica de
la poblacidn natural explotada o con cosecha. En el primer capitulo se hard una exposicién
detallada de este tltimo modelo.

Durante el periodo que comprende de 1959 a 1972, denominado de “Desarrollo de
la Investigacion y 2da. Expansion de las pesquerias”, la poblacion mundial ascendia
a 3,000 millones de personas, lo cual incrementé mucho la demanda de comida. La
crisis energética reforzé la preocupacion de los gobiernos por el estudio cientifico de los
recursos naturales, dedicindose muchos esfuerzos al andlisis de su explotacion. Incluso
se tenia el interés de explotar y poseer de forma exclusiva los recursos del subsuelo
marino cercano a sus costas, lo cual di6 lugar a leyes internacionales del mar como las
200 millas de Zona Econémica Exclusiva (ZEE), en la que el estado costero tenia la
jurisdiccion ilimitada sobre los recursos naturales que ahi se encontraban. Los paises,
como propietarios, tuvieron la posibilidad de regular la actividad pesquera de forma
eficiente. A partir de entonces, proliferaron los acuerdos internacionales de pesca entre los
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paises y la intervencion de los gobiernos sobre la actividad extractiva de sus respectivos
sectores pesqueros. Sin embargo, los paises desarrollados siguieron expandiendo su
territorio, llegando a limites territoriales que no habian sido explotados, usando las nuevas
tecnologias y medios de pesca disponibles, acabando con los recursos pesqueros en varios
espacios maritimos.

Este periodo comienza con la Convencion de Pesca y Conservacion de los recursos
marinos (UNCLOS 1II) y termina con la Conferencia Mundial sobre el Medio Ambiente
Humano en Estocolmo en 1972, en donde se definieron las cuestiones centrales del manejo
de la pesca: recursos limitados, la degradacién del medio ambiente, la demografia, la
planificacién y administracion, las instituciones, la ciencia y la tecnologia, la educacion, la
investigacion, la responsabilidad internacional, la cooperacidn internacional y la equidad.

Al final de esta etapa se propusieron otro tipo de modelos matematicos con cosecha,
utilizando el célculo de variaciones, pero sus resultados no fueron muy satisfactorios
pues ofrecian soluciones de interpretacion muy dificil, como el trabajo de Colin Clark, La
economia de la sobreexplotacion en la revista Science (1972) y su intento de mostrar como
la economia es fundamental para tratar temas como la sobreexplotacion de los recursos
naturales. Mds adelante, su trabajo serd fundamental puesto que Clark defini6 de manera
precisa el término de equilibrio bioecondémico, el cual ya habia sido propuesto por Gordon
(1955). El equilibrio bioeconémico se define como el punto en el cual desde el punto
de vista bioldgico, la razén de cambio en el stock es cero y la condicién econdémica de
equilibrio significa que no hay ningtin cambio en el esfuerzo pesquero. En una pesqueria
de acceso abierto, el equilibrio bioecondmico se administra a un nivel de esfuerzo donde
el beneficio es cero y el costo total es igual al total de los ingresos de la pesca. Este término
lo obtendremos en dos modelos que se exponen en el Capitulo 3. Para mayor informacion,
puede consultarse la referencia [29]. Para este tiempo, se hizo popular el concepto de
rendimiento sostenible, en respuesta a las preocupaciones de que los esfuerzos para
maximizar la captura en la pesca recreativa. Sin embargo, la falta de evidencia cientifica
y el poco entendimiento del concepto mencionado, hizo imposible dar un sustento fiable
para la administracion de las pesquerias.

Laetapa de “El nuevo orden econdmico 'y variabilidad del stock", inicia con la Conferencia
técnica de la FAO sobre administracion y desarrollo de la pesca y con el comienzo de
una nueva década de negociaciones que concluirdn en la UNCLOS III. La produccién
pesquera se increment6 de 60 a 68 millones de toneladas aproximadamente y los stocks
de poblaciones marinas de algunas especies disminuyeron de forma alarmante, como las
poblaciones de anchoveta peruana. Ademas ocurrieron muchos cambios ecolégicos en los
sistemas de pesquerias mundiales a raiz del remplazo de varias especies en el Golfo de
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Tailandia, en el mar del Norte y en el oeste de Africa. A pesar de este escenario, en ese
momento existian regiones donde existia la pesca sin restricciones, ubicadas en el oeste del
Sahara, Namibia y el Suroeste del Atlantico. En 1982, en la UNCLOSS 111, se abolieron las
pesquerias libres, se reconocieron las deficiencias econémicas y bioldgicas del concepto
del Rendimiento Sostenible Maximo.

Con la introduccion de la feoria de control optimo, basada en el Principio del Mdximo
de Pontryagi en el andlisis pesquero, se obtuvieron las herramientas matematicas
necesarias para el estudio de los modelos bioecondmicos. Entre los economistas
pesqueros se respiraba un clima de optimismo casi generalizado, dado el desarrollo de la
modelizacion bioecondmica y sus posibilidades analiticas, parecia que cualquier problema
pesquero podria tener una pronta solucion. Sin embargo, en muchos casos, esto no sucedié
asi, puesto que los investigadores incurrian en un exceso de simplificaciéon que dejaba fuera
del estudio variables relevantes de la realidad pesquera que se pretendia analizar.

No debemos olvidar que en la explotacion de los recursos pesqueros intervienen
condicionantes bioecoldgicos, institucionales y técnicos que se pretenden recoger de
alguna forma en la modelizacién bioecondmica, pero las pesquerias también pueden estar
influenciadas por otra gran variedad de factores dificiles de plasmar o sintetizar en estos
esquemas formales.

Durante el periodo de transicion “Hacia una nueva tendencia mundial’, las capturas
marinas se incrementaron de 68 a 85 millones de toneladas, esta etapa se caracteriz6 por un
crecimiento en la preocupacién por la conservacion del medio ambiente y la sostenibilidad
de los recursos pesqueros. El establecimiento de la ZEE y las 200 millas de jurisdiccion
no resolvid los problemas de sobrepesca pues no hubo una mejoria notable en el estado
general de los recursos marinos del mundo.

Surgieron movimientos para prohibir la pesca con redes a gran escala, dirigidos por grupos
ambientalistas, y que, gracias a los medios de comunicacidn, hicieron participe al publico
en general, que antes no se habian dado cuenta del peligro de extincién que corrian muchas
especies del mar. Surgieron ademds otros movimientos para prohibir las importaciones

3Lev Semyonovich Pontryagin (1908-1988). Fue un matemitico ruso que dedicé gran parte de su vida
académica al drea de la topologia, pero mas adelante, debido a presiones del director de la Universidad y
del partido comunista del instituto donde residia, tuvo que cambiarse al drea de matemdticas aplicadas. En
1955, Pontryagin llegé a trabajar a la fuerza aérea, donde al intentar optimizar procesos de sistemas lineales
para control automatico, se dié cuenta que el método de uno de sus colegas debia ser generalizado para
poder resolver los problemas planteados por los militares. Esta generalizacion es lo que nosotros conocemos
como el Principio del Maximo. Fue muy reconocido por su trabajo, fue electo miembro de la Academica
de Ciencias en 1939 y fue miembro hasta 1959. En 1941, fue uno de los primeros beneficiarios del premio
Stalin y en 1970 fue elegido vicepresidente de la Unién Matemdtica Internacional.
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de atin y de camardn que derivaron en la aparicion de la Ecocertificacion o etiquetado
ecoldgico, que sirvid para controlar las précticas de pesca que no son sostenibles. En 1992,
se cred la Conferencia de la ONU sobre el Medio Ambiente y el Desarrollo (CNUMAD).
En ella se propusieron politicas pesqueras profundas que incluian el cuidado de los
ecosistemas y la recomendacion de la participacion de todos los ciudadados interesados
en temas del medio ambiente, entre otros.

Terrance, [29], define como la Etapa de Oro de la modelacién matemética con cosecha
al periodo comprendido entre 1980 y 2000, debido a la gran cantidad de articulos, libros
y revistas cientificas publicadas en los que se abordaba este tema, que integraron dreas
como las matematicas, la computacion, la biologia y la economia en un sélo articulo con
el objetivo principal de proveer las bases cientificas necesarias para entender, formalizar y
estandarizar los conceptos basicos para manejar los recursos naturales. Estos modelos eran
cada vez mads realistas y describian situaciones mas complejas. Muchos de ellos basados
completamente en la Teorfa del Control Optimo que surgi6 a raiz del Principio Maximo
de Pontryagin. Igualmente, hubo modelos estadisticos, estoscasticos, en diferencias, con
retardo, estadisticos bayesianos, por mencionar algunos. El reto de todos ellos fue la
claridad en su planteamiento y en sus resultados, lo cual fue y ha sido muy dificil en
la evolucién de los modelos matematicos, sobre todo en su interpretaciéon bioldgica y
econdmica.

En el periodo Reto de sostenibilidad, varias iniciativas mundiales comenzaron a digerir
las lecciones que habian aprendido en la negociacién de nuevos acuerdos y leyes
internacionales. El Cédigo de Conducta para la Pesca Responsable fue desarrollado por la
FAO en octubre de 1995 que, aunado al Acuerdo sobre la aplicacion del Disposiciones de
la Convencidn de las Naciones Unidas sobre el Derecho del Mar, establecen disposiciones
para garantizar la conservacion a largo plazo y el uso sostenible de las poblaciones de
peces transzonales y migratorias.

En el siglo XXI, la comunidad internacional estd muy consciente de la crisis que
enfrentan los recursos pesqueros y la pesca, y han ido adoptando una serie de pasos
muy importantes hacia un sistema de administracién global. Esto ha incluido tanto la
produccién de beneficios sostenibles de los recursos biolégicos renovables utilizando las
herramientas tecnoldgicas inovadoras, la proteccion de especies en peligro de extincion
y del medio ambiente donde se desarrolla la pesca para evitar colapsos, entre otros. Pero
principalmente, el desarrollo de la actividad de cosecha de especies, que tiene un fuerte
impacto en la evolucién dindmica de una poblacién sometida a la misma, es decir, la pesca
en un ambiente regulado.
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A la par del avance de la investigacion cientifica que incluye todo tipo de modelos
matemdticos de poblacion integrales, que incluyan los conceptos bioldgicos y econémicos,
que den resultados cada vez més certeros sobre el cuidado de la especie que serd extraida,
manteniendo un equilibrio ecolégico y econdémico y utilizando las politicas de control
Optimo para obtener tanto el equilibrio buscado como los esfuerzos pesqueros 6ptimos.

Destacando la introduccién de la respuesta funcional a los modelos matemaéticos
de poblacion del tipo presa-depredador, como resultado de la investigacion del
comportamiento colectivo en varias poblaciones, donde ocurre que la presa se “defiende”
o se “camufla” del depredador, cuando su densidad es muy grande. Ejemplos de estas
poblaciones son: la interaccion entre la poblacion de bueyes o toros almizcleros (Ovibos
moschatus) y los lobos, en la que cuando hay pequefios rebafos de toros (2 a 6 individuos),
éstos son atacados exitosamente por los lobos, pero si los toros estdn en manadas grandes
entonces no se observan ataques victoriosos. Un segundo ejemplo es el de algunas
poblaciones de peces en las que cuando se encuentran en cardumen, no son atacadas por

su depredador, pero si los peces estdn solos si. Para mds informacién seguir la referencia
[30].

Una vez presentado un panorama histérico de las pesquerias asi como los modelos
matematicos que se han planteado, podemos describir el contenido de este trabajo. En
el Capitulo 1 comenzaremos por definir los modelos matematicos con cosecha para una
especie, ambos basados en el modelo logistico de Schaeffer, en el primero el rendimiento
es proporcional al esfuerzo y en el segundo, es proporcional al nivel de stock. Haremos
el andlisis cualitativo que conduce a la dindmica resultante y obtendremos el rendimiento
maximo sostenible (RMS), asi como el esfuerzo pesquero en cada uno de los modelos.

Revisaremos también los modelos matemaéticos de poblacidn tipo presa-depredador: desde
el modelo cldsico Lotka-Volterra y el Lotka-Volterra para competencia, como el de
Kolmogorov, con la finalidad de terminar este capitulo con un modelo matematico con
cosecha para dos especies, que utilizaremos en el capitulo siguiente para aplicar la teoria
de control 6ptimo y asi encontrar el RMS. Es importante mencionar que en este modelo la
accion de los pescadores puede ser interpretada desde el punto de vista demogrifico como
si se tratara de un “depredador” y, en tal caso el modelo matemético resultante es uno de
tipo presa-depredador. Igualmente obtendremos la dindmica de cada uno de ellos. Cabe
mencionar que en este trabajo usamos un enfoque determinista, en el que los modelos
matemadticos que se estudian son de tipo EDO.

Ademads de exponer estos modelos, explicaremos el significado de respuesta funcional de
Holling y definiremos los distintos tipos de ésta. La importancia de esta funcion tiene que
ver con la forma en como interactian las presas y los depredadores, nuestro interés se
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enfoca en los tipos I y IV, ya que en la fenomenologia de algunas poblaciones ocurre una
“suerte"de defensa de la especie presa al ataque del depredador, cuando su densidad es
mayor. En el caso del tipo II, la tasa de consumo o el ataque del depredador tiende a una
tasa maxima; mientras que en el tipo IV, la tasa de consumo tiene dos fases: una monoétona
creciente y otra mondétona decreciente.

En el segundo capitulo explicaremos la base tedrica asociada con el Principio de Médximo
de Pontryagin y presentaremos varios ejemplos donde se utiliza la Teoria de Control
Optimo para encontrar el RMS correspondiente. Iniciamos con un modelo basico para
definir el problema de control, después —en el siguiente modelo— afiadimos un elemento
econdmico denominado “factor Whimpy” que implica que los ingresos reales (que existen
en el presente) valen mds que los ingresos futuros, puesto que los ingresos reales se pueden
invertir con alguna tasa especifica. Siguiendo con un modelo en donde el problema de
control se refiere a una funcién de ingresos no lineal junto con la tasa de descuento.
Cerramos este capitulo con el modelo de pesquerias para dos especies visto al final del
Capitulo 1, donde N(7), el stock de peces, representa la variable de estado y E, el esfuerzo
pesquero, representa la variable de control.

En el tercer capitulo, una vez definidas las respuestas funcionales de Holling en el
Capitulo 1, se estudian dos modelos matemadticos que describen la dindmica de la
interaccion presa-depredador cuando en ellos se incorpora el término de cosecha tanto
en la poblacién de presas, como en la de los depredadores utilizando la expresién
giEix;, que representa la captura de cada especie. En este caso, el efecto demogréfico
de los pescadores sobre la poblacién de peces que se captura ya no es visto como los
depredadores, como en el modelo de pesqueria visto en los capitulos anteriores. En ambos
modelos realizamos un andlisis cualitativo local y global detallado del sistema no lineal
de ecuaciones diferenciales ordinarias, encontrando los esfuerzos pesqueros dptimos de
cada una de las especies consistentes con la politica de madximo rendimiento sostenible
y también describimos el equilibrio bioeconémico, asi como las soluciones numéricas
correspondientes. El primer modelo es un modelo que contiene la respuesta funcional tipo
IT'y el segundo modelo incorpora la respuesta funcional de Holling tipo IV. Este ultimo es
nuestra contribucion a los modelos matemdticos continuos que tratan sobre la explotacién
de recursos pesqueros.

En las conclusiones comparamos los resultados obtenidos con los modelos del Capitulo 3,
para saber lo que ocurre con la evolucidn de las densidades de ambas especies y con los
correspondientes esfuerzos de pesca Optimos.

A fin de hacer la lectura mas agil decidimos incluir un Glosario con los términos técnico-

17



cientificos relacionados con la actividad pesquera, usados en este trabajo. Para un mayor
conocimiento de estos conceptos, véase la referencia [17].

Para consultar los detalles de las ideas expuestas en esta introduccién, pueden consultarse
las referencias: [4], [[7], [9], [12], [19], [29] y [33].
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Capitulo 1

Modelos matematicos de poblacion
sometida a cosecha

Los modelos de poblacién sometida a cosecha tienen como objetivo optimizar el
rendimiento mdximo sostenible o RMS (capturas) que en teoria puede extraerse de una
poblaciéon durante un periodo, en condiciones medioambientales constantes. Hay que
destacar que para que la pesca pueda ser viable y prospera, el tamafio de la poblacién
de peces debe encontrarse por encima de los niveles en los que éstas pueden producir el
RMS.

A lo largo de este capitulo deteminaremos el RMS como resultado de la dindmica
subyacente de cada modelo. Sin embargo, la optimizacién de este valor le corresponde
a la Teoria de Control y el resultado obtenido serd el mayor rendimiento econémico de un
recurso renovable, en un periodo de tiempo largo, garantizando que el recurso no se agote.
Lo cual desarrollaremos en el siguiente capitulo.

A continuacién introduciremos los modelos de pesqueria para una especie. Para ello
empezamos con la representacion mas general del esfuerzo pesquero y del rendimiento
maximo de pesca. Para la redaccion de la primera seccidn, seguimos las referencias: [3],
(6], [14], [24] y [23].

1.1 Modelo de pesqueria para una especie

El modelo del bidlogo M.B. Schaeffer (1954) adapta el modelo logistico de Verhulst
introduciendo el esfuerzo pesquero, E(¢) y el rendimiento por unidad de esfuerzo, Y (z),
como variable dependiente. Asi, es posible estimar el rendimiento miximo para un nivel
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optimo de esfuerzo y conservar el nivel de stock constante, es decir, que la fraccion de la
poblacién susceptible a ser capturada persista. En este caso, N(¢) no denota el tamaifio de
la poblacién sino el tamafio del stock.

Entonces, se puede generalizar a la razén de captura de peces a través de la expresion,

donde, H es una funcién continua que satisfaga las condiciones biolégicas y econdmicas
impuestas. Luego, dada una funcién g, diferenciable, la cual mide la raz6n instantidnea de
cambio (que depende del recurso), la ecuacién diferencial que describe la pesqueria, dada
una especie, es

N(t) = g(N(t)) =Y (1),

donde el punto sobre N denota la derivada de N. Comenzaremos con el caso mdas simple,
a saber, cuando el rendimiento es proporcional al esfuerzo.

1.1.1 Rendimiento proporcional al esfuerzo

Suponiendo que el rendimiento es proporcional al esfuerzo pesquero se tiene Y (1) = cE
para ¢ > 0, que es el coeficiente de capturabilidad y que mide la eficiencia de la pesca. En
estas condiciones y suponiendo que en ausencia de captura el modelo es el siguiente.

N(t)er(l—%) _CE, (1.1)

donde, N es el nivel de existencia o stock, E es el nivel de esfuerzo pesquero, r es la
tasa de crecimiento intrinseca del stock, K es la capacidad de carga del medio y c es la
capturabilidad. El producto cE mide la mortalidad de los peces.

Para f(N) =rN(1— %), el andlisis de la dindmica de la ecuacién (1.1) consta de tres
casos, que resultan de comparar el valor maximo de f(N) con cE.

Caso 1. cE > 7K. Silarazén de pesca es mayor que la razén de crecimiento de la poblacion
y sin la explotacién de los recursos, es féacil ver que N(¢) < 0, para toda N.

La grifica de N vs N se puede observar en la figura 1.1 (a) (linea continua),
comparada con la grafica de la funcién cuadratica f(N) (linea punteada). Mientras
que en la figura 1.1 (b) se muestra una solucion de la ecuacién diferencial (1.1),
correspondiente a la condicion inicial dada N(0) = Ny. Esta grafica nos indica que
existe un valor finito de ¢ para el cual, el recurso se agota.
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Caso 2.

Caso 3.

CE>rK/4
T

dN/dt=N(1-N/4)-2, N(0)=4

dN(t)/dt

= = = dN/dt=f(N) : N i
AN/dt=A(N)~cE
dN/dt=cE

i i i i i i i i i i i i i i i i i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ] 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45
N t

(a) Griéficas de: f(N), f(N)—cE y cE. (b) Grifica de N(t), dada N(0) = Ny, para dN/dt = f(N) — cE.

Figura 1.1: Gréficas de: dN/dt vs N(t) y de N(t) vs t, para el caso cE > rK /4.

cE = %K. Aqui las gréificas de f(N), f(N) —cE y cE, en el plano NN, pueden
observarse en la figura 1.2 (a). La ecuacion diferencial en este caso tiene un sélo
punto de equilibrio inestable.

Sabiendo que N(r) es decreciente para toda ¢, encontramos dos tipos de soluciones,
correspondientes a distinto tipo de condicién inicial Ny. Ambas se pueden observar
en la figura 1.2 (b).

(a) SiNy < %, la razén de pesca cE, dada en este caso, agota los recursos en un
tiempo finito.

(b) SiNp> £, 1asolucién N(¢) tiende al punto de equilibrio.

O0<cE < ﬁK . En este caso, la grifica de la EDO (1.1), en el plano NN, nuevamente
es una parabola que abre hacia abajo, como se puede ver en la figura 1.3 (a) (trazo
continuo), que toca al eje N(¢) en los puntos N; y N,, dados por:

K—\/K2—4(EcE) K+/K2—4(5cE)
Ny Ny

- 2 yomE 2 !
respectivamente. Entonces, ya que N; y N, son puntos de equilibrio reales y
distintos, el comportamiento cualitativo de las soluciones correpondientes a distintas
condiciones iniciales sera diferente. Esto se puede observar en la figura 1.3 (b). N
es inestable y N, es asintoticamente estable.
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dN/dt=N(1-N/d)-1, N1(0)=1.5, N2(0)=4

dN(t)/dt

L[| = = = dNrdt=t(n) : s |
——— dN/dt=F(N)-cE N 15
dN/dt=cE

" 2 s 4 5 6 7 8 s 10 o 05 1 15 2 25 & 35 4
(a) Griéficas de: f(N), f(N)—cE y cE. (b) Grifica de N(t), dada N(0) = Ny, para dN/dt = f(N) — cE.

Figura 1.2: Gréficas de: dN/dt vs N(t) y de N(¢) vs t, para el caso cE = rK /4.

(@) Si 0 < Ny < N;, N < 0 para toda ¢, de esta forma la explotacién hace que
el recurso se agote. Si no se pretende extinguir el recurso rdpidamente, no
se deberd extraer peces cuando las densidades de stock se encuentren en este
intervalo.

(b) Si Nj <Ng <N», N>0 para toda ¢, el recurso disponible aumenta y toda
solucién con condicién inicial en este intervalo, tiende hacia N;.

(c) Si Ng > N, N < 0 para toda ¢, €l recurso pesquero disminuye, pero tiende a
estabilizarse al punto de equilibrio N.

. rk . . .
Una vez vistos los tres casos, en cE = — hay un punto de bifurcacién pues existen

un cambio cualitativo en la dindmica de la ecuacion diferencial (1.1), de dos puntos de

K K
equilibrio para cE < ™ aun punto de equilibrio inestable para cE = ™ La gréfica del

diagrama de bifurcacion fold o de “doblamiento” se puede observar en la figura 1.4. La
rama estable es la curva continua y la inestable la punteada.

El anélisis anterior puede resumirse asi:

e No se debe llevar a cabo la pesca si la razén de pesca es mayor al valor de stock
maximo.
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ANyt

ANdi=N(1 -4}~ 172 M1 {0)=0 5, N2{0)=1.5,N3(0}=2 N4{0)=2 5 N5 (0)}=5

=121 | = = = dNidi=f{N} 3
dNidt=t{N}-cE
14l dNdt=cE ] -2
-18 -3
1 2 3 & 8 1] 7 a8 a 10 a s 1 1.5 2 2.5 3 35 4
Nt 1
(a) Griéficas de: f(N), f(N)—cE y cE. (b) Grifica de N(t), dada N(0) = Ny, para dN/dt = f(N) —cE.

Figura 1.3: Gréficas de: dN/dt vs N(t) y de N(t) vs t, para el caso cE < rK /4.

Rarna estable
— — ~ Rama inestable

3 2
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Figura 1.4: Diagrama de bifurcacion fold, donde se observa la dindmica del sistema (1.1).
La rama estable es la curva continua y la inestable la punteada.
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e Si la raz6n de pesca es igual al valor de stock mdximo y la poblacién inicial es
mayor que %, entonces se cumplen las caracteristicas del rendimiento maximo
sostenible (RMS), es decir, para que la pesca sea viable y prdspera el tamafio de
la poblacién debe ser mayor a la medida del RMS. Como el RMS correspondiente a
% es Yrys = ZKK, entonces el esfuerzo pesquero, E, acorde a Yrys es: Erys = ﬁK

e Finalmente, si la razén de pesca es menor al valor de stock méximo, el mejor
momento para realizar la pesca es cuando la poblacién se encuentra entre N1 y N;,
ya que habra crecimiento de ésta pero también ganancia para el pescador.

En la siguiente seccién veremos una modificacién del caso anterior. Para éste, el
rendimiento serd proporcional al nivel de stock, es decir, la funciéon Y es H(E,N) = cEN.

1.1.2 Captura por unidad de esfuerzo proporcional al nivel de stock

Dada una poblacién de peces que crece logisticamente, en la que se practica la pesca, la
captura de peces por unidad de esfuerzo es proporcional al nivel de existencia de peces
(stock). La ecuacion diferencial que describe la tasa de cambio del stock por unidad de
tiempo es:

N(t)=rN <1—%> —cEN, (1.2)

Para este caso, la tasa de pesca, es el resultado del producto de tres términos: el esfuerzo
E, la capacidad de captura c y el stock N.

El producto de la capacidad de captura y el esfuerzo, cE, que mide la mortalidad de los
peces tiene la misma dimensién de r y juega un papel muy importante en el modelo.

Si nombramos a f>(N) = f(N) — cEN, donde f(N) es la misma funcién cuadrética
que la subseccion anterior, entonces Ny = 0y N, = K (1—%) son sus raices y
<(r—cE)K (r—cE)?K

2r ’ 4r
se puede contrastar con la funcién f(N), curva punteada.

) es su punto maximo, véase la curva continua de la figura 1.5, que
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0.6

- = = dN/dt=f(N)
——— dN/dt=f(N)—cEN

0.5 =
0.4 ’ \

0.3F ! \

dN(ty/dt

0.2p ! \

o1p! \

0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 1.5: Ejemplo de una gréfica de la ecuacién N = f(N) (curva continua), comparada
con la gréfica de la ecuacion N = f(N) (curva punteada).

Aqui los casos posibles, dependen de la compararacion de la pendiente de la recta tangente
a la grafica de la funcién f(N) en el origen, r, y la pendiente, cE, de la recta cEN.

Caso 1.

Caso 2.

r > cE. Dada una condicién inicial Ny, si No > N, entonces N < 0. Si 0 = Nj <
No < N2, N > 0y para valores pequefios de la mortalidad (cE), el punto N> es
asintoticamente estable. Esto se puede observar en la figura 1.6.

Como podemos observar en las figuras 1.6 y 1.7, si tomamos una condicién inicial
a la derecha del punto de equilibrio N;, la tasa de pesca es mayor que la tasa de
crecimiento y el nivel de existencia de peces stock decrece.

Mientras que si tomamos una condicién inicial a la izquierda de N,, la tasa de
crecimiento excede a la tasa de pesca y asi la poblacién de peces crece, pero regresa
siempre al punto de equilibrio N,. Al contrario de N, el punto de equilibrio N es
inestable. A este caso se le denomina pesca de baja mortalidad.

r = cE. En este caso, N < 0 para toda N y el punto de equilibrio N, desaparece, s6lo
queda N; = 0 y éste es estable. De esta forma, ya que la tasa de pesca siempre es
mayor que la tasa de crecimiento, para una ¢ suficientemente grande, la poblacion
se extinguird. Esto representa una pesca de alta mortalidad. Véanse las figuras 1.8 y
1.9.
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51

dN(t)/dt

= = = dN/dt=A(N)
——— dN/dt=f(N)—cEN
dN/dt=cEN

I I I I I I I
0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 1.6: Gréifica de N = f>(N) (trazo continuo) que representa la pesca con baja
mortalidad, comparada con la grafica de N = f(N) (trazo punteado) y la recta N = cEN.

aMkdb=A NE1-NIZ)- NN (0)=0.1,N2( 0)=2

Figura 1.7: Grifica de las soluciones de la ecuacién diferencial dN/dt = f>(N), para
distintas condiciones iniciales, caso r > cE.
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dN(t)/dt

L| == = dndt=f(N)
dN/dt=F(N)-cEN
dN/dt=cEN

I I I I
0.5 1 15 2 25 3

Figura 1.8: Grifica de N = f>(N) (trazo continuo) que representa la pesca con alta
mortalidad, comparada con la grafica de N = f(N) (trazo punteado) y la recta N = cEN.

dN/dt=4N(1-N/2)-4N, N(0)=1

Figura 1.9: Grifica de la solucién de la ecuacién diferencial dN/dt = f»(N), para la
condicién inicial N(0) = Ny, caso r = cE.
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dN(ty/dt
A
1

- = = dN/dt=f(N)
_15}| = dN/dt=F(N)-cEN
dN/dt=cEN

Figura 1.10: Gréfica de N = f>(N) (trazo continuo) que representa la pesca excesiva,
comparada con la gréfica de N = f(N) (trazo punteado) y la recta N = cEN.

Caso 3. r < cE. En cuanto la mortalidad va creciendo cada vez mds, encontraremos un punto
donde la pesca excede a la tasa de crecimiento para todo nivel de existencia de peces,
como se puede observar en las figuras 1.10 y 1.11. Aqui, el punto de equilibrio (el
origen) es estable y garantiza la extincion de la poblacién de los peces.

De acuerdo al andlisis anterior, podemos ver que en r = cE hay un punto de bifurcacion,
ya que hay un cambio cualitativo importante en la dindmica de la ecuacion diferencial,
de un punto de equilibrio estable para r < cE (el origen) a dos puntos de equilibrio para
r > cE, el origen ahora inestable y un nuevo punto N, estable.

Teniendo las ecuaciones N =0y N, =K ( — %), la grafica de la figura 1.12 muestra la
localizacién de los puntos de equilibrio como funciones de la mortalidad de los peces. Este
diagrama muestra una bifurcacién transcritica en r = cE, donde dos ramas se intersectan
y representa como la dindmica del modelo cambia de estabilidad: la rama estable que se
presenta como una linea recta horizontal punteada y la rama inestable con una linea recta
diagonal continua.

Puesto que buscamos la pesca de baja mortalidad, el rendimiento sostenible estd dado
por Y = cEN; = cEK (1 — %) y su gréfica se puede observar en la figura 1.13. Para una
capturabilidad fija, el rendimiento méximo sostenible RM S ocurre cuando

d—Y:cK 1—2C—E =0
dE r
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dN/dt=4N(1-N/2)-6N, N(0)=2

Figura 1.11: Gréfica de la solucién de la ecuacién diferencial dN/dt = f>(N), para la
condicién inicial N(0) = Ny, caso r < cE.

y cEgys = %, el cual produce el valor de RMS = %.

El nivel de stock constante es % y de acuerdo a la grafica cuadrética, existen dos valores cE
y cE> (0 < cE| < cE») con los que se obtiene el mismo rendimiento. Si se extrae el recurso
con esfuerzo E; y capturabilidad ¢, la poblacion estd sub-explotada biologicamente;
mientras que cuando se hace con esfuerzo E, y la misma constante ¢, se dice que estd
super-explotada biologicamente.

Hasta este momento no hemos incluido una ecuacién que represente las ganancias
econdmicas que deja la pesca. Si quisiéramos incorporar este elemento presente en toda
pesqueria, entonces hariamos lo siguiente:

e Sea G(r) la ganancia generada por la pesca al tiempo 7. La funcién G deberd
depender del rendimiento y del esfuerzo pesquero, es decir, G = G(Y,E).

e Si el costo por unidad de esfuerzo, ¢, y el precio por unidad de biomasa, p, son
constantes, entonces la ganancia estaria dada por:

G(t) = pY (1) —qE(t).
A grandes rasgos, lo que esto indicaria seria la venta total menos el costo total.

e Ya que el rendimiento lo hemos determinado a partir del esfuerzo y éste lo
obtuvimos para el nivel de sfock constante, en la dltima subseccidn, entonces
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Figura 1.12: Diagrama de bifurcacién transcritico donde se muestra el cambio en la
dindmica del sistema en el punto r = cE

25

0.51

Figura 1.13: Curva de esfuerzo-rendimiento, con valor maximo %.
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la ganancia también dependerd de la funcién E. Esto es importante si queremos
encontrar el esfuerzo pesquero necesario para producir la ganancia mixima, sin que
el recurso se agote.

Una vez revisados los modelos anteriores, estudiaremos los modelos de pesca del tipo
presa-depredador, donde la presa serd el stock de peces y los depredadores son, para fines
demogriéficos, los pescadores.

1.2 Modelos del tipo presa-depredador

1.2.1 Modelo clasico Lotka-Volterra

Para la redaccion de esta subseccion, seguimos las referencias: [14], [25] y [32].

Vito Volterra fue un matematico y fisico italiano que en 1931, publicé la primera teoria
de la dindmica de poblaciones. Esto mediante el andlisis de los datos de las pesquerias del
mar Adridtico proporcionados por su yerno, el zo6logo Umberto D’ Ancona. D’ Ancona
estaba interesado en comprender el siguiente fenémeno: si la pesca habia disminuido en el
Mediterraneo como consecuencia de la Primera Guerra Mundial, ;porqué la proporcion de
peces depredadores capturados habia aumentado? En sus resultados, Volterra se dio cuenta
que las oscilaciones de las poblaciones de la presa y el depredador era una propiedad
intrinseca del propio sistema e independiente de las condiciones externas.

En 1925 el quimico y demografo norteamericano Alfred James Lotka publicé “Elements
of Physical Biology”. En dicho libro se proponia que la seleccion natural podia ser
cuantificada como una ley fisica. Los seres vivos luchaban por el uso de la energia
disponible. Los organismos que sobrevivian eran aquellos que capturaban y usaban la
energia de una forma mucho mas eficiente que sus competidores.

Ademads, Lotka ampliaba los usos de la ecuacion logistica que habia utilizado para
explicar el comportamiento de las reacciones quimicas autocataliticas. En 1930 Lotka
encontré una reaccion autocatalitica que exhibia las mismas oscilaciones temporales en
las concentraciones al describir una interaccién de tipo presa-depredador. Las ecuaciones
que dan la cinética del mecanismo propuesto son las mismas que las introducidas por
Volterra, las cuales se expondran y estudiaran.

Las premisas del modelo cldsico Lotka-Volterra para presa-depredador son las siguientes:

1. Si no hay depredadores, la poblacion de presas crecera a una razon instantianea
proporcional a su propia poblacion.
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2. Sino hay presas, la poblacion de depredadores disminuird a un ritmo proporcional
a la poblacion de ellos mismos.

3. La presencia tanto de depredadores como de presas resulta beneficiosa para el
crecimiento de la especie depredadora y perjudicial para el crecimiento de la especie
presa.

Denotemos por x(t) e y(t), las presas y los depredadores, al tiempo 7, respectivamente. El
modelo que captura las premisas anteriores es:

d

d_)tc = ax — bxy

dy a (1.3)
- =—c by

dt y y7

donde todos los pardmetros son positivos y tienen una interpretacion ecolégica importante:
a representa la tasa de crecimiento de las presas sin depredadores (como lo dice el inciso
1) y —c la tasa de decrecimiento de los depredadores si no existen presas (tal como lo
indica el inciso 2). La razén de encuentros entre presas y depredadores es proporcional al
producto de las dos poblaciones, de tal forma que, el coeficiente —b de xy es una medida
de la eficacia del depredador de capturar a la presa. En la segunda ecuacion, el coeficiente
d es un indicador de la eficiencia del depredador en términos del consumo de la presa.

La dindmica a la que da lugar el sistema no lineal (1.3) se hace en dos etapas: la local
y la global. Analizamos la estabilidad local y global de los dos puntos de equilibrio

encontrados: Py = (0,0) y Py = (27 ;l—)) empezando por linealizar alrededor de cada

uno de éstos con el calculo de la matriz de Jacobi.

Como los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en cero, son reales y de diferente
signo (A = a, A, = —c), entonces el origen es un punto silla. Este al ser punto hiperbélico,
por Teorema de Hartman-Grobman (véase el Apéndice A) concluimos que Py es también
un punto silla del sistema no lineal (1.3).

De la sustitucién del segundo punto de equilibrio P, = ( > en la matriz de Jacobi,

c a
d’ b
obtenemos los valores propios A = +i+/ac, de lo cual podemos concluir que P, es un
centro para el sistema linealizado. Para saber lo que ocurre globalmente no podemos
utilizar el Teorema de Hartman-Grobman, pues una de las condiciones que pide es que
la matriz de Jacobi evaluada en el punto critico tenga valores propios con parte real

distinta de cero, es decir, que el punto sea hiperbdlico. Por lo cual, es necesario utilizar
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otras técnicas para determinar el comportamiento. Dentro de estas técnicas se encuentra
el Método Directo de Lyapunov que aborda el problema de la estabilidad global (véase
Apéndice A).

Teorema 1.2.1 Toda trayectoria del sistema (1.3) que parta de (xo,yo) € R%_ es cerrada,
teniendo como centro al punto de equilibrio P,.

Demostracion 1.2.1 La demostracion usa el Método Directo de Lyapunov. Para ello
basta determinar una funcion de Lyapunov débil del sistema (1.3). Lo que a su vez significa
determinar V : R2 — R% positiva definida y tal que para toda solucién (x(t),y(t))
diferente del equilibrio positivo, VV (x(t),y(t)) - (X,y) = 0.

Para construir la funcion de Lyapunov, empezamos por transformar el sistema (1.3) en
uno que sea Hamiltoniano (véase el Apéndice A),

u=f(u,v)
v=g(u,v),
. . . . X))
Este mapeo puede realizarse al introducir las variables u = In—= y v = In—=. Sea
Xint Yint
X
F(x,y) = (ln—,lnl) = (u,v), la transformacién F : R? — R? que manda el primer
Xint Yint
cuadrante del plano xy al plano uv de la figura 1.14.
10 T T T T T 0
i |
[ s Il
, |
F(II)| F“)
BN .1 | o
|
: ' : 1l \%
) Fuﬁf Ry ]

Figura 1.14: Mapeo de la funcién F del primer cuadrante del plano xy a todo el plano uv.

En donde IF cumple lo siguiente:
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1. Ya que la funcion In no estd definida en los ejes, entoncs ¥ tampoco,
2' F(xl-}’llayl'l’ll‘) — (07 0)’

3. Si (x,y) es tal que 0 < x < Xinr, 0 <y < Yins, entonces F lo mapea en el tercer
cuadrante del plano uv,

4. Si(x,y) es tal que x > Xjny, 0 <y < yins, €l mapeo bajo F es el cuarto cuadrante,

5. Si (x,y) donde x > Xin, y > Yim, la funcion F transforma esta region en el primer
cuadrante de uv,

6. Para terminar, si (x,y) con 0 < x < Xjny ¥y > Yins, la F transforma la region en el
segundo cuadrante del plano uv.

Dado que se tienen las expresiones:

x(t) = xjme™®), ¥(t) = yime'?,

x(1) :Xinteu(z)u(l), y(t) = yintev(t)‘)(t)a

las sustituimos junto con el punto de equilibrio (Xin,Yimt) = (5,%), en el sistema (1.3),
resultando el sistema nuevo:

i(t) = a—ae’)
v(y) = —c+ cet)
: . dv .
Siv(t) =v(u)), v(t) = Eu(t), entonces

dv _ v(t) —c+ce"

du  u(t)  a+ae’’

con u(t) # 0. Por separacion de variables, el resultado de resolver la EDO es: ce" — cu+
ae’ —av = A, con A constante de integracion.

Sea H(t) = H(u(r),v(r)) = ce"") — cu(t) + ae*") — av(t), la funcion que satisface,

OH ) ,
—E——(ae —a)—u,
oH Cou
—au =ce c=V,
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el sistema hamiltoniano buscado. Al derivar H por regla de la cadena y sustituir it y v,
concluimos que H(t) = 0, para todo t.

Ahora, sustituyendo u 'y v en H, obtenemos

H(x,y) =dx—cln (xi,) +by—aln (%) ,
mn mn

en donde se cumple también que H=0.

Como H tiene un punto minimo en Py, puesto que el determinante de la matriz Hessiana
de H evaluada en Py, es definida positiva,

V<x7y) = H(xay) - I:I<xintayint)7
es la funcion de Lyapunov buscada en el primer cuadrante del sistema,
o Se anula en Pyy.

e Es positiva para todo punto distinto a Py, y tiene un minimo aislado en Py, lo cual
se puede comprobar al ver las caracteristicas geométricas de la funcion V, que es
un paraboloide eliptico que abre hacia arriba.

a

o VV(x,y)-(£,y) = (d—)—‘;,b—y

) - (ax — bxy, —cy+dxy) = 0. L 4

En la figura 1.15, se muestran los évalos cerrados de Volterra, que indican que si el estado
inicial es (xg,y0) con xg > 0y yo > 0 ((x0,v0) # Pins), entonces los estados posteriores de
la interaccion descrita por (1.3) caen en alguno de estos Gvalos y se recorren en el sentido
contrario a las manecillas del reloj.

A partir de este andlisis global, podemos concluir que el punto de equilibrio es estable
y que las soluciones del sistema coinciden con las curvas de nivel de V' y de H una vez
que éstas se parametrizan. Las soluciones del sistema Lotka-Volterra que empiezan en
Ri son periddicas, esto es, en una interaccion de tipo presa-depredador descrita por las
ecuaciones (1.3), el tamafio de la especie presa y el de la especie depredadora, cambian
periddicamente al aumentar el tiempo. En términos geométricos, es equivalente a lo que
se observa en la figura 1.16.
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dldb=0.23-0.00 2y, dydcdb=-01y+0.0013y
350 T T T T

=00

Figura 1.15: Gréfica de la poblacién de presas x(¢) versus la poblacién de depredadores
y(t) donde se muestran las soluciones periddicas. Cada 6rbita corresponde a una condicién
inicial (xg,yo).

dldb=0.23-0.00 2y, dydcdb=-01y+0.0013y
eulil T T T

Pokiaciones

o 50 100 150 200

Figura 1.16: Gréficas de: la poblacién de presas x(¢) versus tiempo y de la poblacién de
depredadores y(t) versus tiempo. El comportamiento de las especies presa y depredadora
son periddicos al aumentar el tiempo.
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Ahora, qué pasaria si cambiamos un poco las ecuaciones diferenciales del sistema (1.3).
En la siguiente subseccion vamos a analizar lo que ocurre con las soluciones de un sistema
del tipo Lotka-Volterra, en el cual incluimos una perturbacién pequefia en cada una de las
ecuaciones.

1.2.2 Modelo Lotka-Volterra de competencia intraespecifica

En este modelo incluimos un término cuadratico para cada especie, es decir, dada una
perturbacion € > 0, obtenemos el sistema de EDO’s siguiente,

d
d—): = ax — bxy — ex?
1.4)
dy (
— = dxy —gy?
dr cy +axy — &y

Desde el punto de vista de la modelacién, lo que representan estos cambios en las
ecuaciones son una evolucion del tipo logistico para las presas en ausencia de depredadores
y una razén de decrecimiento aun mads rdpido en ausencia de presas, en vez de un
crecimiento exponencial, es decir, que se tomen en cuenta factores como: la competencia
intraespecifica para cada poblacion.

Comencemos con el andlisis local de los puntos de equilibrio: Py = (0,0), P; = <g,0>,

ag+ bc ad —€c

Pint - (-xintayii’ll)’ donde Xint = bd+£2 Y Yint = bd+£2'

Linealizamos alrededor de cada uno de los puntos de equilibrio y evaluémos en la matriz
de Jacobi J(x,y), cada uno de éstos. Los resultados obtenidos son los siguientes:

e En el origen, Py es siempre un punto silla, para toda €, pues los valores propios
obtenidos son reales y de signo diferente, como en la subseccion anterior: A} = a,
A= —c.

d
e En el caso del punto Pj, los valores propios son A\ = —a 'y Ay = —c+ %, por lo

cual encontramos otros dos subcasos.

d
* Sie< a—, entonces <g,0) es un punto silla. Véase la figura 1.17.
c

d
* Sie> a_’ entonces <g,0> es estable. Véase la figura 1.18.
c
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X = xi4-y-0.2x)
Yy = yl-2+x-0.2y)

.
7,8633, 5,8866 X

d
Figura 1.17: Retrato fase del sistema (1.4) para € < o,
c

e Para el punto P, ya que la traza y el determinante de J(X;y, yin:) son,

(ag+bc) + (ad — ce)

T = —
r(J) € bd 1 2 ,
(ag + bc)(ad — ce)(e* + bd)
D —
et(/) bd + €2 !

: ad .
* Si € < —, entonces traza< 0 y determinante> 0 y por tanto P;,;; es un foco

c
asintoticamente estable. Véase la figura 1.17.

. ad :
* Si € > —, entonces traza< 0 y determinante< 0, por tanto P, es un punto

C
silla. Véase la figura 1.18.

Ya vista la dindmica local en cada uno de los puntos, es necesario dejar claro que sélo el
punto Py, = (Xjnr, yine) €s relevante en términos de la coexistencia ecoldgica, para el cual
ac+bc ad —¢ec

bd + €2’ bd + €2

los valores x;,; y yins deben ser positivos. Como Py, = ( ) , 81 tomamos a

ad . . . a .
€ > —, yinr <0, por ende, el tinico caso viable es si € < — y asi Pj,;; es un punto estable.
c c
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X = x(4-y-4x)
Y o= yi-2+x-4y)

bl [ Pl Y e e
A A N A A S A
4 14 I A R S T G vl
o N A A A A e
B_Jvlr A I R A i O e
P [ A A A A e oo
L O R A I e
I R R | B O e R O L g e —
[ | ' f e S - pee S
Vlfxug B e A o '.-,—y_‘_e_e_c_{_
raal;{ - T o e e e e e—
g == =<
-14
24 P
EEr ]
ol
-3 !
—l 0
0,59529, 4,2784 X

d
Figura 1.18: Retrato fase del sistema (1.4) para € > o,
c

Con la finalidad de obtener més informacion sobre la dindmica global alrededor del punto
Py en el primer cuadrante del plano cartesiano, utilizamos el Teorema de Poincaré-
Bendixson (ver Apéndice A). Para ello construiremos una region positivamente invariante.

Teorema 1.2.2 Toda trayectoria . que entre al rectangulo por lo lados Y1 y Y, termina en
el punto Py, con lo que concluimos la estabilidad global para P, en la region de interés
biologico (x,y > 0).

Demostracion 1.2.2 Sea R el rectdngulo con vértices los puntos (0,0), (Xin,0), (0,yin)
a

a a a
e (Xint, Yint ), CON Xipg > s Y Vipt > % donde x = < ey= b son puntos de la recta con

ecuacion a—by —ex = 0.
Graficamos las rectas a —by —ex =0y —c+dx — €y = 0, observamos que el punto de
interseccion Py, se encuentra al interior del rectdngulo construido. Véase la figura 1.19.

Sea o una trayectoria del sistema (1.4) tal que para algiin ty, el punto (x(ty),y(ty))
pertenece a la frontera de R (OR). En este caso, nos interesa que tanto xy, como yq sean
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100
a0 -1

a0 -1

zolucion (1.4) ——
v=asb-esbx ——
w=—c/e+dSexn

gammal ——
o T Qammaz ——

1} 5 10 15 20

Figura 1.19: Region cerrada y acotada en donde aplicamos el Teorema de Poincaré-
Bendixson, para decidir la estabilidad asintética global del punto P = (Xius, Vint )-

distintas de cero, para toda condicion inicial que comience en oR.

Observando la figura 1.19, se puede ver que toda trayectoria que en to comience en los
lados Y1 y Y2 del rectdngulo, se queda en R. Asi, segtin el Teorema de Poincaré-Bendixson,
se tienen varios casos: es una trayectoria cerrada, tiende a una trayectoria cerrada o
termina en un punto de equilibrio.

Sea F : R?> — R? la transformacion inversa vista en la subseccion 1.2.1, tal que si
(u,v) € R?, entonces,

Fu,v) = (e",") = (x,y).

La region de interés biologico, es decir, el primer cuadrante del plano xy es la imagen
bajo T de todo el plano uv. Esto es asi porque u = In <$> yv=In (ﬁ) y al analizar
los siguientes cuatro casos. Véase la figura 1.20.

1. Siu=1In <ﬁ> >0ev=1In <y,yj> > 0, entonces el cuadrante I, del plano uv, se

mapea en [1,00) x [1,00].
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F(D

Figura 1.20: Mapeo de la funcién [ de todo el plano uv al primer cuadrante del plano xy.

2. Siu=1In (ﬁ) <0ev=1In (y, ) > 0, entonces el cuadrante 11, del plano uv, se
mapea en (0,1) x [1,00).

3. Siu=1In <xm ) <0ev=In (ym ) < 0, entonces el cuadrante I11, del plano uv, se
mapea en (0,1) x (0,1).

4. Szu_ln< >>Oev_1n<
mapea en [1,00) x (0,1).

or ) < 0, entonces el cuadrante 1V, del plano uv, se

El sistema (1.4) bajo la transformacion T se escribe como:

it =a—be' —ee' = P(u,v),

v=—c+de" —ee’ = Q(u,v), (1.5

en el cual aplicamos el Criterio Negativo de Bendixon (ver Apéndice A), que dice que en
ninguna region simplemente conexa, contenida en el plano uv, existe trayectoria cerrada
alguna si la divergencia del campo vectorial es negativa para todo (u,v). Calculamos
entonces la divergencia del campo vectorial que define al sistema (1.5),

ap(u,v) BQ(u,v)_ P
P wa G

Por lo tanto, no existe trayectoria cerrada para el sistema (1.5) y dado que la
transformacion F manda trayectorias cerradas en trayectorias cerradas, concluimos que
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el sistema (1.4) tampoco tiene trayectorias cerradas en el primer cuadrante.

Ast, por el Teorema de Poincaré Bendixson, toda trayectoria que entra al rectangulo R por
Y1 0 Yo, termina en el punto Py, con lo que concluimos que Py, es estable globalmente en
la region de interés bioldgico. #

De acuerdo al andlisis de los sistemas (1.3) y (1.4), podemos ver que el modelo clasico de
Lotka-Volterra, para presa-depredador es estructuralmente inestable (véase el Apéndice
A), ya que con una pequeia perturbacion en las ecuaciones del sistema (1.3), la dindmica
obtenida es totalmente diferente. De 6rbitas cerradas en el sistema Lotka-Volterra original,
se obtiene un punto de equilibrio asint6ticamente estable en este dltimo sistema.

Debido a la necesidad de representar los modelos de modo més realista, Crawford Stanley
Holling propuso una serie de modificaciones del sistema Lotka-Volterra, las denominadas
respuestas funcionales y numéricas, que sustituirdn a la tasa a la cual la presa es tomada
por los depredadores y a la tasa de la eficiencia del depredador en cuanto a la presa,
respectivamente.

1.2.3 Respuestas funcionales de Holling

Para esta subseccion seguimos de cerca las referencias S]], [21] y [31].
El sistema de EDO (1.3), es un caso particular del sistema siguiente:

X= xf(x) —xy¢(x),

y = —cy+eyxo(x),

donde xf(x) representa la tasa de crecimiento de las presas en ausencia de depredadores;
el término xyd(x) es llamado la respuesta funcional del depredador; x¢(x) es la razén de
presas consumidas por depredador. La constante e es la eficiencia de conversion de la presa
en comida para el depredador, y el término exy((x) se denomida la respuesta numérica
del depredador. La constante c es la tasa de mortalidad del depredador. Los modelos de
esta forma son conocidos como modelos de Rosenzweig-MacArthur, propuesto por estos
investigadores en 1963.

Las condiciones que debe cumplir ¢(x), son las siguientes: ¢(x) > 0, ¢'(x) <0, [xd(x)] <
0, y que x0(x) estd acotada cuando x — oo.

Lo anterior expresa la idea de que, cuando la poblacién de presas aumenta, la tasa de
consumo de presas también aumenta, pero la fraccion de la poblacién total de presas
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consumidas por depredador, disminuye.

Algunas formas explicitas para la respuesta funcional que se han reportado en la literatura
son las siguientes:

X0(x) = x%‘, de tipo Holling II (1965)

x0(x) = a(l —e™ ), Ivlev (1961)
x0(x) = ax?,(g < 1), Rosenzweig (1971)

En este trabajo utilizaremos las respuestas tipo Holling. De hecho, la respuesta de Holling
IT es una de las tres que introdujo este investigador. En el sistema (1.3) se supone que la
capacidad de ataque del depredador aumenta conforme lo hace la poblacién de presas. Sin
embargo, intuitivamente podemos pensar que llegard un momento en que el depredador ya
no querrd mas presas.

La respuesta funcional se define como el cambio en la densidad de la especie presa atacada,
por unidad de tiempo, por depredador; mientras que la respuesta numérica es el cambio en
la densidad de la especie depredador como una funcién del cambio en la densidad presa.
La depredacién total puede expresarse como una combinacién de respuesta funcional
y numérica. Crawford Stanley Holling, basado en muchos experimentos, clasific la
respuesta funcional en tres tipos diferentes. A continuacion describimos brevemente cada
una de éstas:

1. Tipo L. Esta expresa un aumento lineal de la tasa de ataque del depredador respecto
a la densidad de la presa, hasta llegar un punto a partir del cual, la tasa de ataque
permanece constante. La funcién que representa esta respuesta es lisa a tramos,
conformada por una funcién lineal con pendiente positiva y una funcién constante.
Véase la figura 1.21.

Si x¢(x) es la razén de consumo de presas por unidad de depredador y x es el nimero
de presas disponibles, entonces

kTox; 0<x<X
kT %, x> X,

x(x) = {

donde T; es el tiempo disponible para la busqueda (constante), k es la tasa
instantdnea de presa descubierta por un depredador. Se supone que las presas se
reponen a medida que son ingeridas y asi el valor de x no decrece durante el tiempo
1.
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Figura 1.21: En una respuesta funcional de Holling tipo I, la tasa de consumo es lineal y
creciente hasta alcanzar la tasa méxima de depredacion.

2. Tipo II. Expresa un incremento desacelerado del consumo a medida que aumentan
las presas consumidas, hasta acercarse asintéticamente a la tasa méxima de consumo
de presas por depredador.Véase la figura 1.22.
En este caso, T no es constante, se maneja el tiempo de manejo como el periodo en el
que se llevan a cabo las acciones de: capturar, matar, comer y digerir. Ty, = T — Tjx,,
donde T es el tiempo total disponible, 7}, es el tiempo de manejo.

kTx
) = T kT
3. Tipo III. En ésta se tiene que a bajas densidades de poblaciéon de presas, el efecto
de la depredacion es bajo, pero a medida que aumenta la densidad de presas, la
depredacion es mads intensa. En este tipo de respuesta, el depredador busca otras
alternativas de alimentacidn si el nimero de presas es bajo. Véase la figura 1.23. La
funcién més usada para representar esta respuesta funcional es:

kT x>

)= e

En 1984, Taylor, propuso un cuarto tipo de respuesta funcional. Es usada para modelar
comportamientos anti-depredatorios, como la formacién de grupos de defensa y el
fenémeno de agregacion. La poblacion de presas, a partir de una densidad critica,
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presas atacadas

presas

Figura 1.22: La respuesta funcional de Holling tipo II es mon6tonamente creciente. La tasa
de consumo de los depredadores aumenta con la densidad de las presas. Notamos que si
x es suficientemente grande, entonces la funcién x¢(x) tiende de forma asintética al valor
maximo de la tasa de depredacion.

presas atacadas

presas

Figura 1.23: La funcién que representa la respuesta funcional de Holling tipo III es
mondtonamente creciente como las respuestas funcionales tipo Holling II, pero posee
ademds un punto de inflexidn, tiene forma sigmoide.
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phi(x)

Figura 1.24: La funcidon que representa la respuesta funcional de Holling tipo IV.

desarrolla una estrategia de defensa que redunda en una disminucién de la razén de
consumo. La funcién més usada para representar este tipo de respuesta funcional es:

kT x
W) = s

Véase la figura 1.24.

Nuestro interés es hacer un andlisis cualitativo de un sistema de dos ecuaciones
diferenciales ordinarias que generalice el sistema de Lotka-Volterra. Esto con el objetivo
de presentar los distintos modelos de pesquerias que podriamos estudiar con el uso de la
Teoria de Control, esto es: el modelo de Kolmogorov. Sin embargo, como veremos mas
adelante, debemos advertir que el modelo de Lotka-Volterra (1.3) no es en si un modelo
de Kolmogorov, ya que no cumple con una de las condiciones que el mismo autor impone
en su modelo. El modelo (1.4) si cumple con esas condiciones, asi como los modelos que
incluyen las respuestas funcionales del tipo Holling.

1.2.4 Modelo de Kolmogorov

El modelo que presentamos en esta subseccion fue propuesto por el matemdtico ruso
Andréi Nikolayevich Kolmogorov, quién en 1936, describio la dindmica general que
resulta de la interaccion presa-depredador. En esta subseccion seguimos las referencias:
[14] y [32]]. Las premisas en las que se basa este modelo son las siguientes:
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1. La poblacion es homogénea: no se considera alguna estructura de edad o de sexo.

2. Habitat homogéneo: las caracteristicas fisicas y bioldgicas son las mismas en el
espacio donde habitan las especies.

3. Tiempo homogéneo: representa, por ejemplo, que los cambios estacionales no
modifican la intensidad y el tipo de interaccion, equivalentemente, que las tasas
de crecimiento de cada especie s6lo dependen explicitamente de la densidad
poblacional y no del tiempo.

4. Crecimiento continuo: las poblaciones crecen en generaciones traslapadas.

5. Si el ndmero de depredadores aumenta, las tasas de crecimiento de las dos
poblaciones decrece.

Sean u(t) y v(t) la densidad poblacional de las presas y los depredadores, al tiempo
t, respectivamente. El sistema auténomo de ecuaciones diferenciales que captura las
hipétesis anteriores es el siguiente:

u=uM(u,v)

v="vN(u,v), (1.6)

donde M y N son las tasas instantdneas per cdpita. Las caracteristicas cualitativas de M y
N son tales que describen la interaccidn entre las dos especies. (g, vp) son las condiciones
iniciales de las presas y los depredadores, respectivamente. La dltima premisa de este

modelo nos dice matemdticamente que,

oM oN
$<0,y5<0.

Si M(u,v) =a—bvy N(u,v) = —c+du, como el sistema Lotka-Volterra cldsico (1.3)

oN

que presentamos anteriormente, la condiciéon —— < 0 no se cumple, por lo cual no es un
v

modelo tipo Kolmogorov. Pero el sistema que incorpora la competencia intraespecifica

(1.4) siloes.

La ceroclina horizonal de (1.6) tiene dos ramas: u =0y M(u,v) = 0 y la vertical también
tiene dos ramas: v =0y N(u,v) = 0. Kolmogorov propuso una forma cualitativa para las
ramas principales, M (u,v) = 0y N(u,v) = 0, de las ceroclinas, para describir la relacién
de tipo presa-depredador. Véase la figura 1.25.

Las ramas M (u,v) =0y N(u,v) = 0, dividen en cuatro partes al plano fase uv. En éste se
pueden ver los puntos de equilibrio Py = (0,0), Py = (u1,0) y Py = (ting, Vine)- Este dltimo
corresponde a la interseccion de las ramas principales.
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Figura 1.25: Modelo de Kolmogorov para la relacion presa-depredador. Tomada de [32]].

La dindmica a la que da lugar el sistema (1.6) se determina haciendo, en primer lugar, el
andlisis local alrededor de cada punto de equilibrio y, en segundo, el andlisis global en el
primer cuadrante positivo.

Del andlisis local concluimos que: Py y P; son punto silla; mientras que el retrato fase
alrededor de P;,; depende de la forma en que se intersecten las ramas principales de las
ceroclinas. Para ejemplificar este andlisis, Kolmogorov considera los siguientes casos para
Pips:

Caso 1. La interseccion Py, de las ceroclinas M(u,v) =0y N(u,v) = 0 se puede observar
en la figura 1.26, éste es un foco localmente estable. Dada una condicion inicial, de
acuerdo a la dindmica generada por las ceroclinas, la trayectoria que comienza en
ese punto tenderd a Py, en forma espiral alrededor de él. Ademds, podemos observar
que toda trayectoria que comience con una condicién inicial cualquiera en el plano
fase (con u,v > 0) se comporta de la misma manera.

Puesto que las densidades poblacionales iniciales de ambas especies, ug y vo,
son positivas, entonces los tamafios poblacionales u = u(t) y v = v(¢) oscilardn
amortiguadamente alrededor de u;,; y vin, respectivamente, al aumentar el tiempo,
segin lo muestra la figura 1.27.
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Figura 1.26: Dindmica del caso 1 considerado por Kolmogorov.

——-u

Foblaciones

Figura 1.27: Asi cambian las densidades poblacionales u(t) y v(), al aumentar el tiempo
t, parael Caso 1.
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Caso 2.

Caso 3.

Figura 1.28: Retrato fase del Caso 2 considerado por Kolmogorov.

En éste, las trayectorias de (1.6) tienden a P;,;; en una direccion fija, Py, es atractor,
como se puede observar en la figura 1.28. Esto corresponde a que los tamafios
de la presa y del depredador, tienden a u;,; y a vy, cuando ¢ tiende a infinito,
respectivamente. Véase la figura 1.29. Tienden exponencialmente, si P;,;; es un nodo;
mientras que lo hacen amortiguadamente (sin oscilar), si P;,;; es un nodo degenerado.

En este ultimo caso, el sistema (1.6) tiene un ciclo limite, C, que rodea al equilibrio
Py;. Se encuentran distintos comportamientos cualitativos y esto depende de la
condicién inicial dada (ug,vp):

(a) Si (ug,vp) esta fuera de la region encerrada por C (figura 1.30), entonces la
trayectoria que comienza en ese punto tenderd a C siguiendo una espiral al
aumentar . Asi, los tamafios poblacionales tienden hacia funciones del tipo
periddico a medida que el tiempo avanza. Véase también la figura 1.31.

(b) Si (ug,vp) esta sobre el ciclo limite C, entonces las trayectorias recorreran
una y otra vez a C, por lo tanto, las densidades poblacionales son funciones
periddicas y del mismo periodo. Esto se puede observar en la figura 1.30. Los
tamafos poblacionales en este caso son periddicos.

(c) Si (ug,vo) estd dentro de la region cuya frontera es C, entonces
segiin Kolmogorov, se necesitan hipétesis adicionales para determinar el
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Foblaciones

Figura 1.29: As{ cambian las densidades poblacionales u(t) y v(¢), al aumentar el tiempo
t, para el Caso 2.

comportamiento cualitativo de la trayectoria: el punto de equilibrio P puede
ser inestable y puede ser nodo o foco o puede ser que el sistema (1.6) tenga
uno o mas ciclos limite estables e inestables, teniendo como centro el punto P.
Véanse las figuras 1.30 y 1.31.

Ya que esta parte del trabajo se centra en los modelos de tipo presa-depredador, una de
las condiciones ecoldgicas que se pide en los resultados es que la interaccién entre las
especies sea tal que ninguna de ellas se extinga, a este fendmeno se le denomina co-
existencia. Dado el sistema de EDO’s (1.6), la co-existencia se puede modelar desde el
punto de vista matemadtico a través de un atractor global o bien a través de soluciones
periddicas aisladas (existencia de ciclos limite o centros) primordialmente. El modelo de
Kolmogorov encuentra efectivamente la co-existencia de ambas especies.

El siguiente modelo es del tipo Lotka-Volterra y utiliza el crecimiento logistico para las
presas, rescatando la ecuacion diferencial ordinaria (1.2) para modelar la dindmica de
la presa y plantea otra ecuacién diferencial para el esfuerzo pesquero con decrecimiento
malthusiano. Esta tltima ecuacién propone la dindmica de los depredadores como la de
los pescadores.
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Figura 1.30: Retrato fase del Caso 3 considerado por Kolmogorov.
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Figura 1.31: Grafica de las funciones u(t) y v(z), para el Caso 3.
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1.2.5 Modelo pesqueria para dos especies

En este modelo presa-depredador expuesto, el efecto demografico de los pescadores sobre
la poblacién de peces que se captura, puede ser visto como si fuesen los depredadores.
Para la escritura de esta subseccion nos basamos en las referencias [14] y [20]. Asi, si Ny
E denotan el stock de peces y el esfuerzo pesquero, respectivamente, el modelo es:

dN N
L —/N(1-=) —cEN,
dt K

dE EN —qE
— = pcC —
dr p qt,

donde r es la tasa de crecimiento intrinseco de la poblacion de peces, K la capacidad de
carga, p es el precio por unidad de biomasa y ¢ es el costo por unidad de esfuerzo.

(1.7)

La primera ecuacién es idéntica a la que estudiamos en la subseccion 1.1.2, la segunda
representa la interpretacion econdmica del modelo y nos dice que la razén de cambio del
esfuerzo de pesca es proporcional a la diferencia de la razén de cambio de las ganancias y
de los costos, a través de los término pcEN y gE, respectivamente.

Para r > 0, existen dos posibilidades:

1. La pesca no es viable, el esfuerzo de pesca decrece y el stock de peces regresa a su
capacidad de carga.

2. Los peces y la pesca co-existen en un equilibrio en el plano fase NE. El nivel
de stock en su equilibrio, Nj,;; = ic, estd determinado por el precio, el costo y la
capturabilidad. El nivel de equilibrio es determinado primordialmente por un factor
econdmico, mas que por uno bioldgico.

Analisis local

Hagamos el andlisis local detallado del sistema (1.7). Para ello, obtengamos las ceroclinas
de (1.7). La ceroclina horizontal, %\’ =0, tiene dosramas: N =0y E = £ (1 — %’) . Mientras

que la ceroclina vertical, es decir, donde ‘fl—f = 0 tiene las siguientes: E =0y N = pic.

Las ceroclinas se intersectan de manera que el modelo modificado posee tres puntos de
equilibrio: Py = (0,0), el que depende de la presa solamente P; = (K,0) y el interno, que

r q

; N 1
puede estar fuera de los ejes coordenados, P;,;; = (p—c, - 2K ) )
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El andlisis de (1.7) empieza por observar la dindmica del sistema alrededor de cada punto
de equilibrio.

Para ello calculamos la matriz de Jacobi J(N, E) del campo vectorial evaluandola en cada
punto de equilibrio.

En Py = (0,0), los valores propios de la matriz de Jacobi son Aj; =ry Ay = —qy
sus vectores propios correspondientes, los candnicos: vi; = ej y v21 = es.

El punto de equilibrio trivial es entonces un punto silla, para todo pardmetro r y g
positivos.

La evaluacién de J(N,E) en P| = (K,0) y el posterior cdlculo de los valores propios
nos da, Ajp = —ry Ay = pcK —q.

* SiK<K,= pic (K, la capacidad de carga de la presa), ambos valores propiois
son negativos y P; es un nodo estable.

* Si K > K., uno de los valores propios, Ay», es real positivo y el otro valor propio
es negativo, por lo que P; es punto silla.

Ahora, para el punto de equilibrio interno P;,; = ([%, f (1 — Wf) ) , debemos revisar

dos casos:

* SiK<K.= %, el estado estacionario interno no es relevante desde el punto
de vista bioldgico, ya que si nos fijamos en la tasa de cambio del esfuerzo
pesquero, la tasa de aumento de la poblacion de depredadores adquiere un
valor negativo.

* Si K> K, = 1%’ el aumento en la poblacién de depredadores es positivo y
biol6gicamente relevante. Aqui, los valores propios son:

1 [ —rg 1 rq 2 q
A =—| — |- — | —4 -
13,23 2 (cpK) 2\/(]90[() rq( pcK

Si d es el subradical:




distribuyendo el segundo paréntesis, dividiendo toda la expresion entre rg
y reacomodando el primer término obtenemos la ecuacion cuadratica: & =
w? + 4w —4 > 0, donde w = chK' Resolviendo esta ecuacién, despejando
K y multiplicando por el conjugado de la raiz:

K<ko=(L)(L:L Ty
U \pe)\2 2\ g ’

aqui K; es el valor critico de la capacidad de carga de la presa por debajo del
cual J es positiva.

q

Si 8 > 0, entonces A3 y Ap3 son valores reales negativos, ya que K > K. = e

Entonces,

* Si K < Kj, el punto de equilibrio interno P;,; es estable

x Si K > K;, O es negativa y asi los valores propios constituyen nimero
complejos, donde su parte real es negativa. Por lo que, para K > K, el
punto de equilibrio interno P;,; es una espiral estable.

Las conclusiones de este primer andlisis son las siguientes:

e Para K < K., el tamafio maximo de la poblacién de presas es insuficiente para
permitir que persistan los depredadores. El punto de equilibrio interno P, adopta
valores negativos y bioldégicamente irrelevantes. El punto de equilibrio P; es estable.
Para K = K, el punto de equilibrio interno coinicide con el punto Py, éste es estable,
véase la figura 1.32.

e Para K. < K < K, el punto de equilibrio interno P, es factible desde el punto de
vista bioldgico y es estable. El equilibrio P; es un punto silla. Véase la figura 1.33.

e Para K > K, el punto de equilibrio interno P, es también bioldégicamente factible
y es estable, pero puede ser una espiral estable. Por tanto, la aproximacién de este
punto es siempre oscilatorio. Véase la figura 1.34. Cuanto mayor sea el valor de K,
menor es la parte real de los valores propios (complejos). Entonces, para valores
grandes de K, P;,; es un centro. Véase la figura 1.35
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Figura 1.32: Retrato fase del modelo depredador-presa de Lotka-Volterra con un
crecimiento logistico de las presas para K = K.. K = 0.5, P;,;; = P, es estable, otros valores
de los pardmetros: r =0.5, p=1.0,g=0.5y c=1.0.
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Figura 1.33: Retrato fase del modelo depredador-presa de Lotka-Volterra con un
crecimiento logistico de las presas para K > K. K = 0.55, P;,; es estable y P; es un punto

silla, al igual que en el caso anterior. Otros valores de los pardmetros: r = 0.5, p = 1.0,
q=05yc=1.0.
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Figura 1.34: Retrato fase del modelo depredador-presa de Lotka-Volterra con un
crecimiento logistico de las presas para K > K;. K = 3, Pj;; es una espiral estable, otros
valores de los pardmetros: r =0.5, p=1.0,g=0.5y c=1.0.

ostb )

Figura 1.35: Retrato fase del modelo depredador-presa de Lotka-Volterra con un
crecimiento logistico de las presas para K > K. K = 10, P;,;; es un centro y P; es un
punto silla, como en el caso anterior. Otros valores de los pardmetros: r = 0.5, p = 1.0,
q=05yc=1.
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Figura 1.36: Dindamica dada por el sistema (1.5). El campo vectorial (1.6) sugiere que
(Nint, Eins) €s un atractor global de (1.5).

Analisis global

Para hacer un andlisis global, construimos una funcién de Lyapunov tal como lo hicimos
en la subseccion 1.3.1, del sistema (1.3).

Teorema 1.2.3 El punto Py = (Njy, Einy) es un atractor global del sistema de ecuaciones
(1.7).

Demostracion 1.2.3 Vimos que el punto Py, es un atractor local si K. < K < K y si
K > K (Para K pequeiia), para ver si es global construimos una funcion de Lyapunov
de la forma V(x,y) = H(x,y) — H(Pyy), donde H(x,y) = dx —cln(x) + by —aln(y) y
Poy = (Xint, Yimt) = (%, %) era el punto de equilibrio no trivial. V (x,y), se puede reescribir
de la siguiente forma:

V(x,y) =dx—cln(x)+by—aln(y) — (dxin — cIn(Xint) + byine — aln(yin))
=d (X —Xin —xz'mlnﬁ) +b (Y= Yinr = Yim In 3

donde los pardmetros by d corresponden a los términos de interaccion de las presas y
depredadores, de las ecuaciones X y y, respectivamente, del sistema (1.3).

En este caso, utilizando la misma idea, se propone:

N(t)

int

V(N(t),E(t)) = pc {N(t) — Nipt — Nips In

} te [E(t)—Eim—EimlnE@} ,

int
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donde c y pc también corresponden a los términos de interaccion de las presas y
depredadores, de las ecuaciones N y E, respectivamente, del sistema (1.5) y donde el

punto de equilibrio es Py = (Nit, Einy) = (i c (1 - chK>>'

Afirmamos que V(1) =V (N(t),E(t)) es decreciente al aumentar t. En efecto, derivando la
funcion respecto at y sustituyendo Niy, Ei, N(t)y E(t) en V(t), encontramos que:

2
VZ_P_“(N_i) <0,
pC

Con lo cual garantizamos que el punto (Njy,Eiy) si es un atractor global del sistema
(1.7), segiin el método directo de Lyapunov (véase Apéndice A). ®

En la figura 1.36 se bosqueja la curva cuyos vectores tangentes son los definidos por el
sistema (1.7).

A continuacién, expondremos la teoria necesaria para explicar el Principio del Médximo
de Pontryagin y describiremos algunos ejemplos que nos ayudardn a optimizar el
Rendimiento Optimo Sostenible (RMS) en los modelos de tipo Presa-Depredador del
Capitulo 3.
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Capitulo 2

Teoria de control optimo

Como se expuso en el Capitulo 1, el comportamiento cualitativo de los modelos simples
de una poblacién sujeta a cosecha, como puede ser en una pesqueria, muestran que dada
la capacidad de carga del stock, se puede obtener el rendimiento maximo sostenible y el
esfuerzo pesquero correspondiente.

En este capitulo se incorpora la teoria de control 6ptimo en la dindmica de los modelos
vistos en el primer capitulo, con la finalidad de encontrar el valor 6ptimo del RMS, es
decir, el mayor rendimiento econdmico que se obtiene de explotar un recurso renovable,
durante un periodo largo y en el que la poblacién no se extinga . Esta teoria echa mano del
Principio del Médximo de Pontryagin. A fin de llegar al enunciado y a la demostracién de
este importante resultado, antes introducimos algunas definiciones y teoremas.

Una vez demostrado el teorema principal de este capitulo, enseguida analizaremos los
modelos mas simples expuestos en el Capitulo 1, a la luz del Principio del Maximo de
Pontryagin, para después estudiar modelos de tipo presa-depredador en donde una de las
poblaciones se cosecha.

Para la redaccion de este capitulo, nos basamos en las referencias: [8], [15], [18] y [20] .

2.1 El problema de control 6ptimo a tiempo continuo

Considérese un sistema dindmico continuo, con condicion inicial x(fp) = xo € R", y que
evoluciona en el tiempo.

Sea u(t) € R™ el vector de variables de control en el instante ¢ y x(¢) € R”, el vector de
variables de estado tal que, para cada t € [to,#1], x(¢) nos indica la situacién del sistema al
instante 7.

Supondremos que el vector que contiene a las variables de estado satisface el siguiente
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sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

(1) = f(x(2),u(t),1), (2.1)
donde f: D CR"xR"™ xR — R"y fesdeclase C' en D.

2.1.1 Control admisible y funcional objetivo

Un control admisible es una trayectoria de control, u(t), con ¢ € [fy,11], que es continua a
trozos y que ademas, cumple la condicion de que u € Q donde Q = {g : [to,t1] — R"},
siendo Q(z) el conjunto que representa las restricciones fisicas al valor de las variables de
control, en el tiempo 7.

El funcional objetivo es una medida cuantitativa del comportamiento del sistema en el
tiempo ¢. Se consideran funcionales objetivo del tipo:

N
J= [ Flx(t),u(t),t]dt + S[x(t1)], (2.2)
To
donde, F: D' CR"xR" xR —R"yS: D" C R" xR, F es de clase C! en D’ y S también
es de clase C! en D"

El primer sumando del funcional, F, en (2.2) depende de los valores que van tomando x(7)
y u(t) alo largo del horizonte temporal y, por tanto, evalia el comportamiento del sistema
a través del tiempo. El segundo sumando, mide el estado en el que queda el sistema al final
del intervalo de tiempo que constituye el horizonte temporal del problema.

En términos de los conceptos anteriores, el control éptimo se define como un control
admisible que maximiza el funcional objetivo. En otras palabras, dado un sistema
dindmico, que proviene de un sistema de EDO’s, con condicién inicial xg, y que evoluciona
en el tiempo de acuerdo con la ecuacién de estado x = f(x,u,t). La teoria de control 6ptimo
tiene como problema central encontrar el vector de control que sea admisible y haga que
el funcional objetivo alcance el valor maximo, es decir,

t
max J = max ( l F(x,u,t)dt + S[x(tl)]> ) (2.3)
u(t) u(t) fo

donde x = f(x,u,t), con: x(t9) =xo y u(t) € Q(t).
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La variable de control, u*(¢), que resuelve el problema se llama control dptimo y el vector
x*(t), determinado por la ecuacion de estado a partir de u*(¢), se llama trayectoria de
estado Optima o camino 6ptimo.

2.1.2 Diferentes formas del funcional objetivo

El funcional del tipo considerado anteriormente es la forma mds general del funcional. Se
dice que estd en la forma de Bolza si:

max ( [ ! F(x,u,t)dt+S[x(t1)]) , (2.4)

u(t) 0

sujeto a: X = f(x,u,t), con: x(t9) = xo, u(t) € Q(z).

Se tienen los siguientes casos especiales: si el funcional es J = S[x(t1)], es decir, si
ftg‘ F =0, entonces se dice que el problema de control 6ptimo esté en la forma de Mayer;
mientras que si S = 0, pero F # 0, se dice que el funcional esta en la forma de Lagrange.

En el siguiente teorema se ve que cada una se puede enunciar de cualquiera de las otras
dos formas. Dicho teorema establece tres equivalencias y se enuncia asi:

Teorema 2.1.1 Los tres problemas siguientes son equivalentes.

(1) El problema de control optimo, con funcional objetivo en la forma de Bolza.
(2) Elproblema de control optimo, pero con funcional objetivo en la forma de Lagrange.

(3) El problema de control optimo, pero con funcional objetivo en la forma de Mayer.
Demostracion 2.1.1
(2) = (3) Lagrange = Mayer.

De acuerdo a la forma general, dada por (2.4), el problema de control optimo con
funcional objetivo tipo Lagrange tiene la forma:

151
max / F(x,u,t)dt, (2.5)
1

u(t) Jig
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sujeto a: x = f(x,u,t), con: x(ty) = xo, u(t) € Q(t).
Para mostrar que éste se puede escribir como problema de Mayer, introducimos una
nueva variable de estado: x,11(t) y se considera que ésta satisface

Xnt1(t) = F(x,u,t),

con xp+1(to) = 0. Si sustituimos la derivada de esta nueva variable en (2.5),
tenemos:

1
m(a})x/ Sn1 ()dt = [epp1 ()] = Xns1(11), (2.6)
u o

Y, de acuerdo a la forma general (2.4), la ecuacion (2.6) corresponde al problema
de control dptimo con funcional objetivo en la forma de Mayer, donde S[x(t;)] =

Xn+1 (tl)'

(1) = (3) Bolza = Mayer.

Partiendo del problema (2.4), introducimos una nueva variable, x,11(t) = F (x,u,t)
(como en el caso anterior). Llegamos a que el problema dado se puede expresar
como:

m(a)xJ = Xpt1(t1) + Slx(t1)],
ul(t

Sea S[x(t1)] = xpt1(t1) + S[x(t1)], de esta forma, la ultima expresion tiene la forma
de Mayer, segiin la ecuacion (2.4).

(1) = (2) Bolza = Lagrange.

Dado el problema mds general,

max (/ttl F(x,u,t)dt+S[x(t1)]) ;

u(t) 0

sujeto a: x = f(x,u,t), con: x(ty) = xo, u(t) € Q(t).

Se verifica que:
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Slx(11)] — Slx(10)] = : %S[x(t)]dt - r: VS(x) - 1()dt

Para cada funcion admisible x(t), S[x(ty)] = S[xo)-

Por lo que, u*(t) es la solucion dptima del problema de Bolza si 'y sdlo si u*(t) es
solucion optima del siguiente problema:

151
max < / F(x, 10,1) + VS(x) - f(x,u,t)]dt) , 2.7
u(t o

sujeto a: x = f(x,u,t), con: x(tg) = xo, u(t) € Q(z).

La integral (2.7) representa al problema de control optimo, con funcional objetivo
de Lagrange.

(3) = (2) Mayer = Lagrange.

Procediendo de forma similar al caso anterior, pero con F = 0, el problema se
reduce a:

N
maxJ = [ VS(x)-f(x,u,t)dt,

u(l‘) o

sujeto a: x = f(x,u,t), con: x(t) = xo, u(t) € Q(t). Obtenemos el problema de
Lagrange.

(2) = (1) Lagrange = Bolza.

El problema en la forma de Lagrange, ya estd en realidad con objetivo en la forma
de Bolza, pero siendo S = 0.

(3) = (1) Mayer = Bolza.

El problema en la forma de Mayer, ya estd en realidad con objetivo en la forma de
Bolza, perocon F =0. ¢

65



2.1.3 El principio del maximo de Pontryagin

El principio del méximo de Pontryagin da condiciones necesarias que debe cumplir el
control 6ptimo del problema que estamos considerando. Se trata de resolver el problema
general (2.4):

max ( [ tlF(x,u,t)dH—S[x(tl)]) ,

u(t) 0

sujeto a: X = f(x,u,t), con x(fo) =xo y u(t) € Q(t).

Se define el Hamiltoniano (ver Apéndice A) asociado al problema anterior, de la siguiente
forma:

H(x,u,\,t) = F(x,u,t)+ Z?»ifi(x,u,t) = F(x,u,t)+A- f(x,u,t), (2.8)
i=1
donde, para cada 7 € [to,t1], M(t) = (A1(2),...,An(f)) es un vector de variables adjuntas o
variables de coestado. H : D C R" x R" xR — R.

Teorema 2.1.2 Sean u*(t) la trayectoria dptima de control, continua a trozos y x*(t) la
trayectoria de estado dptima asociada, definidas en el intervalo to,t1]. Entonces, existe
una funcion vectorial N*(t) = (A (t),...,A;(t)) continua que posee primeras derivadas
continuas a trozos, tal que para cada t € |ty,t], se verifica la igualdad

(1)

paracadai=1,...,n.

En todos los puntos de continuidad de u*(t),

con N(t1) = %ﬁtl)],...,kﬂtl) = %}fl)]
(2)
H(x*(t),u*(t),A"(t),t) > H(x"(¢),u(t),A*(t),1), (2.10)

para todo u(t) € Q(t).
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(3)
x; (1) = filx™ (1), u(1),1), (2.11)

para cada i = 1,...,n, en todos los puntos de continuidad de u*(t), con xi(to) =
X10, - - - ,x;kl(t()) = Xn0-

Demostracion 2.1.2 Considerando el problema de control optimo:

max ( " F(x(e),ule), )dr +S[x(t1)]> , 2.12)

u(t) fo

sujeto a: x = f(x(t),u(t),t), con: x(tp) = xo, u(t) € Q(t) =R.
En donde se considera que la variable de control u no estd sujeta a restricciones.

El Hamiltoniano asociado al problema (2.12) es:
H(x,u,A,t) = F(x,u,t) + A1) f(x,u,t).

Por verificarse que x = f(x,u,t), equivalentemente f(x,u,t) —x =0 para todo t € [ty,t1],
de donde se deduce que, para cualquier A(t) continua con derivada continua a trozos en
R.

/t MO (e ,1) — Ad = 0

0

Sumando el valor de esta integral al funcional objetivo, se obtiene que:

J = / " F G 1) + MO t) — d]de + STty )]

To

t t
— [ Hxuhn)di— [ Me)idr + S[x(n)].

To Io

Calculando la integral por partes,

/t " M) = M) ()] /t " A(t)dr = Men)x(r) — Mto)xo — /t " A(t)dr.
Quedando:
J= ! [H (x,u,\,t) +xk(t)]dt —A(t1)x(11) + Alto)xo + S[x(t1)]

Io
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Para cualquier trayectoria de control u(t), con trayectoria de estado asociada x(t),
verificandose, por tanto, que x = f(x,u,t), con x(ty) = Xo.

Sea u*(t) la trayectoria de control éptimo. Perturbamos dicha trayectoria con una funcion
o) arbitraria, continua a trozos. Sea ug(t) = u*(t) +€ot), para cada t € [ty,t1], o(t) fija
y € un pardmetro, uy(t) = u*(t) para cada t € [to,t].

Sea x*(t) la trayectoria de estado dptima asociada al control u*(t). Sea x(t,€), la
trayectoria asociada al control ug(t). Se supone que x(t,€) es una funcion continua, con
derivada parcial con respecto a € continua, x(t,0) = x*(t) para cada t € [to,t].

Si se toman como dados u*(t) y a(t), entonces el valor del funcional objetivo asociado a
ue(t) y x(t,€) depende exclusivamente de € y su valor es:

J(e) = " H(x(t,€),u”(t)+eo(t),A(t),r) +x(t, e)k(t)]dt —A(t1)x(t1,€)

Io

+A(to)xo + S[x(t1,€)].

Como u*(t) es el control dptimo y x*(t) es la trayectoria dptima de estado, J(€) alcanzard
el maximo valor para € =0, por lo que se cumplird la condicion necesaria de optimalidad:

J'(0) =0.
Derivando J(€), con respecto a €, se obtiene:

Jl(S) _ /tl1 {aH ox OH 0x ; } dr k(tl)ax(tl,e) n aS[x(t1,€)] .

oroe on MOt 52 P %

0

En donde %—H Y5 estdn definidos en (x(t,€),u*(t) +eo(t),A(t),1).
x © du

En particular, para € =0, e igualando a cero, nos queda:

T'(0) = /t ! Kaaix + 'x) % - E%oc(t)] dt — x(tl)ax%; 0

0

ox(t1,0
—|—S’[x(t1)]x(a—18) —0
OH*  OH(x*,u* hr) OH*  OH(x",u",\.1)
Endonde, o= = ——— = 3 =" au

Como el efecto exacto que produce en la variable de estado una modificacion de la

variable de control, es decir —, es dificil determinar, entonces se selecciona A(t) de

e
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manera que no haya necesidad de calcularlo, por lo que N*(t) se toma de manera que
verifique:
OH (x*,u*, A" t)
ox ’
dS[x*(t1)]
dx

(1) = —

A (1) =
quedando

1 * ok Nk
J(0) :/l IR UML) o yde = 0
to al/t

Que tiene que ser cierto para cualquier funcion ot) continua a trozos. En particular,

tomando: aH( A1)
X u* Nt
a(t) = ou ’

Se tiene que cumplir la siguiente igualdad:

/n OH (x*,u*,\*,1) Zd;—o
to abt -

De donde, se deduce que:
OH (x*,u*,\* 1)

du =0

para todat € [ty,t].

Por tanto, hemos deducido que existe una funcion M*(t) continua con derivada continua a
trozos, tal que para cada t € [ty,11], se verifica que:

OH (x*(t),u*(t),\*(t),1)

(1) W (1) =— =

A (tl) _ dS[);x(tl)]

OH (x*(t),u*(t),A*(t),t)

, en todos los puntos de continuidad de u*(t), con

(2)

5 = 0, que es una condicion necesaria para que
u
H(x*,u*,\*,t) > H(x*,u,\*,t), para todo u € R.

(3) x*(t) = f(x*(¢t),u*(t),t), en todos los puntos de continuidad de u*(t), con x*(ty) =
X0-

Por lo tanto, se han obtenido las condiciones que constituyen el principio del mdximo de
Pontryagin. 4
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Horizonte temporal infinito

En el caso de problemas en los que el instante final #; no es finito, es decir, considerando
el problema siguiente,

max/ F(x,u,t)dt,
u Jo

sujeto a x = f(x,u,t), con x(0) =xp y u(t) € Q(z).

Es habitual considerar esta formulacion en problemas de indole econémico, esto debido
a que muchas veces no se puede imponer una condicion final para el stock, pues no se
conoce. El estudio de problemas con horizonte temporal infinito permite la utilizacién de
ciertos instrumentos matematicos que no son validos para el caso finito. Se presentan en
general dos tipos de dificultades:

1. Convergencia de la integral.

(o]

Si para cada control admisible se verifica que J = / F(x,u,t)dt, es un nimero real,

se puede seguir utilizando la misma definicién de 6ptimo que se considera para un
horizonte finito, y no aparece ninguna dificultad adicional desde el punto de vista
del funcional objetivo.

Un caso interesante serfa si el integrando tiene la forma
F(x,u,t) = ef&G(x, u,t),

siendo & > 0, la tasa de descuento y G(x,u,t) una funcién acotada, es decir, que
existe K € R, tal que
|G(x,u,t)| <K,

paratoda u € Q, t € [0,00), x factible.

Con estas condiciones, dado que
(o) (o) K
J :/ e G (x,u,t)dt < K/ e ddr ==,
0 0 )

la integral es convergente para cada control admisible.

Si no se verifica que para cada control admisible la integral del objetivo es
convergente, el problema no tiene solucion, con el criterio de optimalidad antes
definido. Existen otros criterios de optimalidad mds generales, pero en este caso
no los consideramos.
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2. Condiciones finales.

x El estado del sistema tiende a un estado estacionario dado, es decir, tlim x(t) = xs.
—>00

* No se da ninguna condicidn final para el estado del sistema. Si el problema tiene
descuento temporal en el objetivo, se aplica el principio del méximo, utilizando
lim A(¢) = 0.

t—o0

* Se dala condicién final tli_>m x(t) >xy. Parat € [0,T]y T — oo, tli_>m A(t)[x(t)—x1]=0

Una vez expuesto los resultados necesarios, enseguida presentamos su uso en problemas
de pesquerias. Empezamos con el caso mds simple.

2.2 Modelos pesqueria y control 6ptimo

2.2.1 Primer modelo

Para un tnico pescador se considera el problema de encontrar:

T
E(t)N(t)dt 2.13
(B Jy PEONCE @1
sujeto a
dN
s = f(N) —cEN, (2.14)

donde N(0) = K. La ecuacién N(t) proviene del modelo de la seccién 1.2.5, donde el
nivel de stock, N(t), es la variable de estado; mientras que el esfuerzo de pesca, E(t), es la
variable de control. La expresion pcEN, tomada también de la misma seccidn, representa
la venta total del pescador y es la que queremos maximizar.

De acuerdo al teorema simplificado de Pontryagin, el primer paso para resolver este
problema es formar el Hamiltoniano:

H=c(p—A)EN-+Af(N)

La primera condicién del Teorema 2.1.2 nos pide encontrar la ecuacion diferencial del
vector de variables adjuntas, ecuacion (2.9),

d\ oH

== —c(p—ME —MAf'(N),
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dSIN(T)]

con condicién terminal A(7') = 0, ya que —N

=0, porser S(N(T)) =0.
El siguiente paso es maximizar el Hamiltoniano, pero ya que éste es lineal en la variable
de control E, se escoge a E como,

| Emax, Mr)<p,
E@—{ 0. x(t>>€)

d\
Es posible que A(r) = p, dentro de un intervalo y en este caso, f'(N) =0, pues 0 = - =

—Af'(N). Para el cual debemos mantener el stock a un nivel que maximice el rendimiento
sostenible, N (1) = Ngys. De esta forma, de (2.14), se debe escoger la variable de control
que mantenga el stock en ese nivel:

f(Nrums)
c¢Nrms

La ecuacion diferencial para la variable adjunta no tiene condicion inicial, pero podemos
determinar un rango de valores posibles de A(0).

Erus(t) =

d\
e Si A(0) > p, E(t) =0y por ende = = —Af'(N) y ya que f(K) < 0, la variable

adjunta crecera. No habra pesca y A continuara creciendo para todo 7, sin satisfacer
la condicion terminal. Asi, esta desigualdad no es valida.

e Si0 < A(0) < p, entonces E (1) = Epmax. El valor de A(0) dependerd de cuanto tiempo
T se tenga. Ambos casos se pueden observar en la figura 2.1.

* Si la pesca se lleva a cabo en poco tiempo, entonces A(0) es cercana a cero,
dh
di . .
pescar tanto como se pueda durante ese tiempo 7 pequeiio y dejar a los demads
pescadores lo restante. La solucién de la EDO (2.14), con E = E,,,y, se puede
observar en la figura 2.1.

—cpEnqae < 0y asi la variable adjunta tiende a cero. La estrategia es

* Si uno lleva a cabo la pesca en un tiempo mayor, se debe escoger A(0) = p,
en ese punto se aplica el control singular Egys(t), el maximo rendimiento
sostenible. Sin embargo, en algin momento antes de terminar la pesca, si el
pescador es codicioso, se querrd aumentar la tasa de explotacion (a E,4y) y la
variable adjunta regresara hacia A(T') = 0.

72



cora tiampao largo liampao

5 10
4.5 8
Emax [
w4 - Emanx
4_
a5 2 — ERMS
3 i
0 1 2 3 4 0 5 10
1 1
20 20
" I.
15[ ™ 15[
Z 10 ™ =0 i1 Y
- " MNRMS
5 5
a [i]
0 1 2 3 4 0 5 10

Figura 2.1: Escenarios de pesca 6ptima.

2.2.2 Primer modelo con descuento

Si ahora agregamos un término a la ecuacion (2.13), e, que representa la tasa de
descuento que reduce el valor de los ingresos futuros, en relacién con los ingresos reales
(en el presente). A esto se le conoce como un “factor Whimpy”, es decir, los ingresos reales
son mds valiosos que los ingresos futuros, aunque sea sélo porque los ingresos reales se
pueden invertir con alguna tasa de ganancia. El problema de control es ahora,

T
—ot
E(t)N(t)dt 2.15
Osglggmax/oe pcE(t)N(t)dt, (2.15)
sujeto igualmente a la ecuacion diferencial,

dN
=~ — f(N)—cEN, (2.16)
dt

con condicién inicial N(0) = K.

El Hamiltoniano toma la forma,

H = c(pe ™ —A\)EN+Af(N).
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Sea 6 = pe~ — A, la funcion de switching, la cual juega un papel muy importante en el
analisis.

La ecuacion de la variable adjunta ahora es,

A 8H

TN —c(pef& —MNE —MAf'(N).

Para maximizar el Hamiltoniano con respecto a E, nos fijamos que la variable de control
depende ahora de funcion switching,

Epax, A< pe ¥,
EO={ " A5 pes

Pero podria pasar que la funcion de switching sea cero para todo el intervalo, por lo que
A = pe~d y si derivamos la expresién con respecto a ¢,

dh &
i —Jdpe™ % = —0OA\.

Pero por otro lado, si sustituimos este valor de A en la EDO de la variable adjunta,

d\ ,
2= —Af'(N).
Asi que, f'(N) =34.

Igual que en el primer modelo, el rendimiento maximo sostenido se alcanza cuando
f'(N) =0, ya que f(N) es la ecuacién logistica (como se vié en la subseccién 1.2.5),
la pendiente de f es una funcién mondétona decreciente, asi la pendiente es positiva solo si
N < Nguys. Cuanto mayor sea el valor de d menor serd el de N. Véase la figura 2.2.

El resultado anterior cumple con el principio fundamental de los recursos renovables: “A
tasas de descuento mayores se tiene una conservacion menor de los recursos bioldgicos”.
En conclusidn, si la tasa de descuento es mayor que la tasa intrinseca de crecimiento, es
decir, & > r, se predice que el duefio (ignorando costos) llevara a la extincion al stock.

Si la poblacién crece muy lentamente, el propietario tomaré ventaja del recurso para tener
un buen resultado econémico e inviertird el dinero en algo que tenga un tasa de rendimiento
mayor.
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Figura 2.2: Sobre-pesca.

2.2.3 Primer modelo con funcion de ingresos no-lineal

Si la tasa de pesca depende del esfuerzo pesquero, i = pcEN, pero este ingreso es ahora
no lineal, que aumenta, pero como una funcién de cosecha que cumple con las condiciones
siguientes: R'(h) > 0, R"(h) < 0, véase la figura 2.3. Se considera que los ingresos
aumentan con la captura, pero a una razon decreciente. Se puede inundar el mercado y
reducir el precio por pescado.

Figura 2.3: Rendimiento de ingresos decreciente.

El duefio que desee maximizar los ingresos con descuento debe encontrar:

T
max / S R(h)dr, 2.17)
0<h<hmax JO
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sujeto a

dN
= F(N)—h, 218)

y condicién inicial N(0) = K. La tasa de pesca & es la variable de control.

El Hamiltoniano para este problema es H = e~%R(h) +A[f(N) — h]. Ya que es una funcién
no-lineal de la tasa de pesca, buscamos un maximo local (interior):

OH
7= e ¥R (h) 1 =0,
oA =e ¥R/(h), de donde,
8’H
W = ef&R”(h) < 0,

por lo cual tenemos un méximo local.

Ademds, derivando A = e~ ¥R/ (h),

d\ . —&t ! —ot pl! dh
o = —0¢ “R'(h)+e *R"(h) e
Por otro lado,
dr B OH - , 8t /
= sy = M) == R () (N),

dh
De donde, igualando ambas ecuaciones y despejando 7 se tiene que,

R (h)
R//(h) '

dh

—=[8—f(N

= S )
Ya que se quiere conocer tanto el nivel de stock, como la tasa de pesca, se presenta el
sistema auténomo de dos ecuaciones diferenciales ordinarias siguiente:

dN

dt

dh ,
=[5 /(V)

R'(h)
R//(h) '

El cual se puede analizar cualitativamente, encontrando las ceroclinas y un punto de
equilibrio en la interseccién de éstas. Véase la figura 2.4. La naturaleza del equilibrio
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puede obtenerse analizando lo obtenido en la matriz de Jacobi para ese punto en cuestion.
La ecuacion caracteristica es:

A2 — A — f"(N*)[R (h*)/R"(h*)] = 0.

Si se notan los cambios de signo en los coeficientes de la ecuacién (4, —, —), por la regla
de Descartes, tenemos que el punto de equilibrio es un punto silla. Véase la figura 2.5.

5 T T T

—— hef(N)
45 deka=f)

Figura 2.4: Plano fase (N, h).

Se pueden determinar las direcciones de los vectores propios de la matriz Jacobiana. Si
se dan las condiciones inicial y terminal de la variable de estado, podemos encontrar una
orbita que se mueve entre estos valores, en un tiempo 7 especifico. Si T crece, se escogen
6rbitas que se acerquen lo suficiente al punto singular (N*,h*).

N A
v N

|
\
|
f
\
|
|
|
|
:
|
|
|
Nt Ng N

Figura 2.5: Punto silla de la pesqueria.
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2.2.4 Modelo de pesquerias para dos especies

Si consideramos ademads de las ventas, los costos que invierte la pesqueria, gE, con el
objetivo de obtener la ganancia total, el problema de control estd dado por:

T
—ot
N(t) — glE(t)dt 2.19
Jmax [ pen() — g E@ar, (2.19)
sujeto a
dN
== [(N)~cEN, (2.20)

y condicién inicial N(0) = K. Donde N es la variable de estado, que representa al stock de
peces y E representa la variable de control, mencionados desde el primer modelo.

El Hamiltoniano de este problema estd dado por:
H = [e ¥ (pcN — q) — AcN]E + Af(N)

El coeficiente de E es 6 = [e~%(pcN — q) — AeN], la funcién switching. Si ésta es igual a

cero, tenemos,
A=e ¥ ( — i) .
p cN

oH
Calculando la derivada con respecto a ¢ de A y obteniéndo =N de la igualdad de
ambas expresiones se tiene que,
N
N(peN —q)

Cualquier N* que satisfaga esta ecuacion es una solucién singular del problema de control
original. Si re-escribimos la ultima ecuacion de la siguiente forma:
q
o/ (N)
f , (N ) =5 & q
T ¢cN

Multiplicando la ultima expresion por el denominador p — % de ambos lados y

rearreglando términos, obtenémos:

(p—L)rw+Lrw)] =8 (p-2L).

cN
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donde

es la renta sustentable.

i dS o . o
Si 6 =0, entonces — = 0, lo que implica escoger un nivel de stock que maximice la renta

sustentable.

Para la ecuacion logistica, tenemos que:

d—N :rN(l—]X) —cEN.
dt K

Si la pesca se mantiene en un nivel de equilibrio (dN/dt = 0), necesitamos que,

Asi, el nivel de stock de equilibrio es una funcién decreciente que corresponde al nivel de

esfuerzo,
N =K (1 — @)
r

Y el rendimiento de equilibrio es una funcién cuadrética del esfuerzo,

E*
¢E*N* = ¢cKE* <1 _ c—) .
r

La renta sustentable puede escribirse como: S = pcE*N* — gE*. El primer término del
lado derecho de la expresion es proporcional al rendimiento y es una funcién cuadratica
del esfuerzo, véase la figura 2.6. El segundo término es el costo de pesca por unidad de
tiempo y es una funcién lineal del esfuerzo.

La renta sustentable es simplemente la diferencia entre los ingresos y los costos para un
determinado nivel de esfuerzo.

Para maximizar la renta, necesitamos maximizar esta diferencia, lo hacemos mediante la
eleccion del nivel de esfuerzo para que la pendiente de la curva de los ingresos sea idéntica
a la pendiente a lo largo de la funcién de costos. Tipicamente, este esfuerzo serd menor
que lo necesario para el mdximo rendimiento sostenible. Los costos conducen a reducir la
pesca y hay mayor conservacién de la poblacion.

79



peEN
- —gE

#2 #3 E

Figura 2.6: Renta sustentable mdxima. #1 = Renta sustentable maxima. #2 = Rendimiento
sustentable maximo. #3 = Equilibrio de acceso abierto.

Cuando O = oo, tasa de descuento infinita, dS/dN es no acotada. Requerimos
necesariamente que pcN* = g, la renta sustentable esa cero. Si hay costos, aumenta en la
tasa de descuento necesaria para la no extincion del stock. Mas bien, el pescador empieza
a buscar mds y mas la pesca de libre acceso: toda la renta econdmica se mal gasta.

Una vez revisados estos ejemplos, podremos aplicar la teoria de control 6ptimo en los
modelos de poblacién con cosecha del siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Modelos de presa-depredador en
pesquerias con respuesta funcional

A diferencia del estudio realizado en la subseccion 1.2.5 en la que se incorporo el esfuerzo
pesquero como una de las variables de estado del sistema de EDO, aqui interviene como un
pardmetro que pudiera depender del tiempo. Asi, en este capitulo se consideran modelos de
tipo presa-depredador en los que los términos de interaccion son respuestas funcionales de
Holling (véase la subseccion 1.2.3) y supondremos que ambas poblaciones son sometidas
a cosecha. Ademas de la dindmica asociada a este sistema, estamos interesados en obtener
las condiciones que dan el rendimiento méximo sostenible. Para este fin, utilizaremos el
Principio del Maximo de Pontryagin.

El contenido del capitulo que estamos empezando estd organizado como sigue. En la
seccion 3.1 se estudia un modelo que describe la interaccion de tipo presa-depredador en
el que la interaccion la da una respuesta funcional y numérica de Holling II y la razén de
cosecha de las dos poblaciones es directamente proporcional a las respectivas densidades
poblacionales. En la secciéon 3.2 se considera una respuesta funcional (y numérica) de
Holling tipo IV; mientras que en la dltima, la seccién 3.3, se incorpora no sélo la respuesta
funcional tipo IV, sino la competencia intraespecifica en la especie depredador. En todos
los casos los andlisis se complementan con las correspondientes simulaciones numéricas
que dan el retrato fase de cada sistema. Esto en el régimen de parametros apropiado.
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3.1 Modelo con respuesta funcional Holling tipo 11

El modelo que aqui estudiamos incorpora la razén de cosecha en las dos especies. En ésta
se incluyen los esfuerzos de pesca como controles para romper la conducta ciclica del
sistema y conducirlo al estado requerido. La redaccion de esta subseccion estd basada en
la referencia [18]]. Asi, sean x(¢) y y(¢) la densidad de presas y depredadores al tiempo z,
respectivamente. Luego, el modelo que consideramos es,

dx X Bxy
—ax(1-%) - —qE
dt OUC( K X N

3.1

Z: w 1+ bx

donde o > 0 es la tasa de crecimiento intrinseco de la presa; mientras que K es la capacidad
de carga de la presa, en ausencia de depredadores y de pesca; ¢ > 0 es el ndmero de
depredadores que acaban de nacer; Y > 0 es la tasa de muerte del depredador; E; y E»
son los esfuerzos de pesca; mientras que g1 E1x y g2E>y representan la tasa de captura de
las respectivas especies, donde g1 y ¢> son los coeficientes de capturabilidad de presa y
deprededador, respectivamente.

El término Bx/(1 + bx) representa la respuesta funcional de Holling del tipo II del
depredador.

Las componentes del campo vectorial que definen al sistema (3.1) son continuamente
diferenciables en la regiéon RZ = {(x,y) € R?[x >0,y > 0} y por lo tanto son de Lipschitz
ahi. Entonces, para cualquier condicién inicial (x(0),y(0)) € R2, la soluci6n del sistema
(3.1) existe y es tunica. Ademds, todas las soluciones del sistema que comienzan con
condiciones iniciales positivas, estdn acotadas uniformemente. Esto es lo que asegura el
siguiente teorema. Antes de enunciarlo introduzcamos la siguiente definicion.

Definiciéon 3.1.1 Sea {@n} una familia de funciones definidas en un conjunto E € R" con
valores en R". Se dice que {Qn }nea estd acotada uniformemente en E si existe un niimero
real u > 0 tal que para todo x € E y todo M € A se verifica que

|on ()] <u

En este modelo, A representa el conjunto de parametros positivos definidos anteriormente
2
yE=R%.
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Teorema 3.1.1 Todas las soluciones del sistema (3.1) que empiezan en Ri, estdan
acotadas uniformemente.

1
Demostracion 3.1.1 Sea w = x+ —y, derivando con respecto al tiempo en ambos lados y

sustituyendo X y y como aparecen en (3.1), se obtiene,

dw_dx+1dy_
dt  dt cdtB_ 5 E
X Xy Y Xy qaL
o 1——)— —qiEx—J _
( K 1+bx g% cy+1—|—bx c

Para toda v > 0, formemos el término w 4 vw, obteniéndose,

v, Ly (P E)2+K(0c+ EN? =2+ quEs —v)
—tw=——|x—— v— — V— —= —V).
di K 200 q1L1 100 q1£1 - YT q2L2
Como el primer término es siempre menor o igual a cero, entonces se cumple la
desigualdad,

dw K ’
— 4w —(o+v—q1E
i TS gl NE)
De donde al escoger v tal que v > Y+ q2E», para todo y > 0, el lado derecho de la
desigualdad anterior es siempre positivo. Si E1 y E> estdn acotadas, entonces el lado
derecho estd acotado para toda (x,y) € R%r. Denotemos por u > 0 a dicha cota.

~2(y+ @B —v).

d
il +wvw < u, con u> 0y por la teoria de las

dt
desigualdades diferenciales (véase Apéndice A), 0 < w(x,y) < 'L—l(
%

Reescribimos la desigualdad como

vt

1—e ") +w(xp,y0)e ™.

Sit =00, 0<w< E, o bien recordando que w = x + —y se tiene que todas las soluciones
v c

del sistema (3.1) que comienzan en R%, permanecen en la region B.

u

B={(x,y) eR%|w="+g,e>0}. L4
v

Una vez demostrada la propiedad de acotamiento uniforme de las soluciones del sistema
(3.1) que comienzan en el primer cuadrante positivo del plano fase, haremos el analisis
que nos conducird al retrato fase. Iniciamos entonces con el anélisis local.
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3.1.1 Analisis local

Empezamos por averiguar la existencia de los puntos de equilibrio del sistema. Estos son:
Py=(0,0), P, = ((k/o)(aa—g1E1),0) y el punto interior Piy; = (Xins, Yint ), donde,
= Y+ g kB
" B b(v+ )]

o _oe {K[CB— (Y+92E2)b] — (Y+ @2E2) } B cq1E
e [cB— (v + 2E2)bP? (B — (v + 02E2)D]

K

El punto de equilibrio interior, Py, existe, es decir, Xy, Vinr > 0, s6lo si las tasas de pesca,
E y E; satisfacen las desigualdades:

cB—b(Y+q2E2) >0,

oc
~ \KleB = (v+qE2)b] = (Y+q2E2)} — (cq1E1)[cP — (Y+g2E2)b] > O
De éstas se encuentran las cotas para los esfuerzos pesqueros Ej y E;. A saber,

o Y+ q2E> )
O<E <— 11—
S ( Kb[cB— (Y+ q2E2)]

1 [/ Kcp
0<Er < — ).
= 2<q2(1+Kb Y)

Si E, aumenta, xj,; también se incrementa; mientras que disminuye la poblacién de
depredadores y por tanto, mejora la tasa de sobrevivencia de la presa. El valor y;,
disminuye cuando E; aumenta y esto se debe a la pérdida de alimentos para la poblacién
de depredadores.

Derivemos a y;,; con respecto a E; e igualemos a cero la ecuacion. Para E; fijo, y;, tiene
un punto critico en

B - {@ [Kb(o.—q1E1) — 0| —Y}
q2 b [Kb(OC—qlEl)+(X] '
) dyiznt
Derivamos nuevamente a y;,; con respecto a Ey, B2
2

—2beqs {K [ob(b(Y+ q2E2) — Be) — bqi E1 (b(b(Y+ q2E2) — Be))] + a(2Be + b(Y+ q2E2)) }
K[b(Y+q2E») — cBJ*
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: dy?
Sustituimos E; en ant y obtenemos:
dE;

_bq%(oc+Kb((x — qlEl))4 <0
8KOOB3 '

Por lo cual, el valor maximo de y;,, para un valor fijo E; perteneciente al intervalo

o cp+by ) )
0,—(1———— , esta dado por:
< a1 ( bK(cB—bY) ) b

[Kb(o.— g1E1) + o]
4aBbK

Yint =

Para el andlisis de las propiedades de estabilidad local de los tres puntos de equilibrio,
calculamos la matriz de jacobi, J, del campo vectorial que define al sistema (3.1) y
sustituimos cada uno de los puntos.

1. Para el punto de equilibrio trivial, encontramos que los valores propios de J, son:
A =0o—qE,

M2 = —(Y+qE).

El segundo valor es siempre negativo, pero el primero puede ser positivo o negativo
dependiendo de cémo sea E; comparado con o./q;. A la cantidad a/¢; se le conoce
como productividad biotécnica de la presa (BTP). Luego, si BTP > E1, el origen
es un punto silla; mientras que si BT P < Ej, el origen es un nodo asintéticamente
estable localmente.

2. Para el segundo punto de equilibrio, Py, la matriz de Jacobi tiene por valores propios
a:
My = —(o—q1E1),

cPK(a—qiEr)
1+bK(OC—qlE1).

Ao = —(Y+q2E2) +

Si se cumple que E, > 0 y ademads

1 Y+ qEr o
— |la— <E < —,
q1 K{cB— (Y+q2E2)b} 'Sy
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Entonces, ambos valores propios son negativos y en este caso, Py es asintéticamente
estable localmente.

Pero si
1 Y+ g2

Fr< a {a_ K(CB—b(Y+qu2))] ’

P es un punto silla.

. Para el punto de equilibrio interior, P;,;, la matriz de Jacobi es:

(20),

donde,

o b(y+@E2)\ o v+ b(y+q2E2)
X= (o ‘“E”( cB > K<cs—b<v+quz>)( cp “)
yo _YTaeb
z- KLB{a K (cB— (Y- 2E2)b) — (1+ qaE2)

—Kq Er[ef—(v+ Clez)b]}

En este caso, todos los valores propios de la matriz de Jacobi serdn negativos siempre
que se cumpla la condicion:
).

E2¢< Y <P [Kb(a_QIEI)—a

02 b | Kbla—qiEr) o

El extremo derecho del intervalo anterior serd positivo si:
o b
E € [07_ (1_M>} .
q1 bK (cB —by)
De esta forma, el punto de equilibrio Pj,; = (Xjn,Vin) Serd asintéticamente estable

localmente si,
o cB+by )}
Eicl0,—(1—-——121 ),
1 [ql( bK(cB—bY)

i Kb(oc—qlE1)—OC}_l
C[Qb Kb(O(.—qlEl)—i—OC C]2.
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, ) o cB+by )1
Einestablesi: E; € |0, — | | — —F———— ] |,
: [ ql( bK (cB—by)

E2<—{

Kb(o.—q1E1) — 0‘1 Y
q2b

Kb(o—q1E))+0| o

o (- wa-)

entonces el punto de equilibrio serd asintéticamente estable para toda £ > 0.

Ahora empezamos el andlisis global.

3.1.2 Analisis global

Para los sistemas presa-depredador, la existencia y la estabilidad de un ciclo limite estd
relacionado con la existencia y estabilidad de un punto de equilibrio positivo. Si no existen
ciclos limite, el equilibrio es asintdticamente estable globalmente. Por otro lado, si existe
un punto equilibrio inestable, debe existir al menos un ciclo limite, esto lo vimos en el
modelo de Kolmogorov, seccidén 1.2.4. Para esta parte seguimos el articulo de Kuang y
Freedman [21]], en el cual se estudiaron la unicidad del ciclo limite en sistemas presa-
depredador del tipo Gause, transformandolos en sistemas del tipo Lienard. Véase el
Apéndice A.6.

Reescribamos el sistema (3.1) como:

d
= xg(x) ~yp(x), x(0) >0,
(3.2)
dy
o =y(=Y—q2E2+q(x)), y(0)>0,
donde B B
w0 =a(1-5) -, =B o= B

Siguiendo la definicién A.6.1, el sistema (3.2) es del tipo Gause y debe cumplir las
condiciones del Teorema A.6.3.

1. g(0) =a—q1E; > 0, entonces existe (K/o)(a.—q1E;) > 0 tal que g(x) >0con 0 <
x < (Ka)(a—q1Er), g((K/o)(a—q1E1)) =0, g(x) <O parax > (K/a)(a—q1En),
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2. &(y) =y, porloque §(0) =0y &'(y) =1 >0,

3, p(O):%:o,p/(x):ﬁw

4. ) =y.n0)=0yn'(y)=1>0,

5. 0(0) = 7 =0.4/(5) = [y >0
Y+ a2E2

6. Existe x;; = , 0 < xiy < K tal que

B—b(v+q2£2)

CB( Y+42E2 )
cB—-b(y+qFE
q(Xint) = P Y(qu; 2) =Y+ qE>,
1+b< 2E» )
c—b(y+q2E2)

7. ylglgo Y = > Xint& (Xint ) / P (Xint)
Y+ q2E» [g (K— Y+ q:En > —6]1511
_ B-b(y+pE) K cB—b(Y+q2Er)
xintg(xint)/p(xint) = E s
B( Y+ qE> )
cB—-b(Y+qEr)

Y+ @k )
1+5b
(CB —b(Y+qE)

o Y+ q2E2 > }
— (K- —q1E;| < oo,
K( B byt qaEr) ) I

C
— B—b(Y+ qEr)

Yint = Z:;_l (xintg(xint)/p(xint))

_— _%{K[Cﬁ—b(YJr%EZ)]—(Y+612E2)}_ cq1E
Yo = (cB—b(y+q2Er))? cB—b(y+qEr)’

K

8. De 6y 7, Py = (Xint, Vine) €Xiste y es un punto de equilibrio positivo dnico,
9. Py es punto silla pues o — g1 E; > 0 (condicién 1), P; es también un punto silla si

o

q’

Y+ g2k
Ei<—|oa—
S { K(cB—b(y+q2E2))
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10. Dada la matriz de Jacobi definida en el andlisis local, demostremos que
efectivamente H (x;,;) es igual a la primera entrada de la matriz, X:

N e ) _xintg(xint)p/(xint)
H (Xint) = Xint & (Xint ) + & (Xint ) Gt
Y+ g2k o o Y+ g2k
H(xin = i = (K- —q1E
) = = per s o) K>+{K< CB—b(Y+quz)) a l]
Y+ 0k E(K— Y+ k> )—m&}
B-b(ytaE) [K\"  p—b(y+ k) |
Y+ q2E2
2 C
(cB—b(Y+q2E2))
2B
Y+ qaEn
C
200 Y+ q2E»
—o—qE — —
R cB—b(v+quz)]
CB—b(Y+Q2E2){ 0‘( Y+ q2E> )]
_ o — E _
B MK\ B—b(y+ 2 Ex)
— (e b(y+@Er)\ o Y+ s b(Y+q2E)
=l ‘“El)( B K\ biyram) )T B

Los valores propios de J(P;,; ) son reales positivos (o negativos) si H (x;,;) es positivo
(negativo), lo que implica la inestabilidad (o estabilidad asintética) de Pj,. Las
restricciones a Ej y E que satisfacen esto, se expusieron en el andlisis local.

11. Definiendo que P;,; existe y es inestable para las condiciones

E| € [0,%(1_%)}’
B {Kb((x—CIlEl)_a‘} Y

@b | Kb(a—qiE) +o]  q

hay al menos un ciclo limite positivo alrededor de P;,; si
d (xg(x)
dx \ p(x)
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Esto efectivamente ocurre, pues

i (50

Entonces hay que checar que (ot — g1 E)Kb — 2abxj,, — o0 > 0, es decir, que

. ((X — qlEl)Kb — 20(bxim -
K (Bxine )

X=Xint

(O(.—qlEl)Kb—O(. Y—I—C[zEz
20b Cﬁ — b('y+ (]2E2) ’

Resolviendo la desigualdad, obtenemos efectivamente las desigualdades descritas.

Ya que mostramos que el sistema (3.2) satisface las condiciones de la definicion dada en
el Apéndice A.6, podemos utilizar entonces el teorema A.6.7 para definir si existe un ciclo
limite Unico para P, inestable.

d
Teorema 3.1.2 Si se cumple que d_(S) <0, donde
X

_ (xg (x) +g(x) —xg(x)(p'(x)/p(x))
5= ( —Y—q2E2 +q(x) ) ’

en los intervalos 0 < x < Xxjns ¥ Xinr < x < K. Entonces, el sistema (3.2) tiene un tinico ciclo
limite, el cual es asintoticamente estable en el contexto global, con respecto al conjunto

{9 x >0,y > 0} — {Piwr = (Xints Yine) }-

Demostracion 3.1.2 La expresion para S toma la forma

20 o
(OL— —x—qlEl) bx — Ex

K
- —(v+qE)(1+bx) +cPx’
cuya derivada respecto a x es,
20 o 5
ds _('Y+C[2E2) (a—?X—(IlEl)b—E[Zchx
dx [~ (Y+q2E2) (1 +bx) + cBa]® ’
~ (Y @22) (2bx(1 + b))

Y

—(r+ q2E2) (14 bx) + ool

Lo que cumple efectivamente la desigualdad buscada. #
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De acuerdo al Teorema 3.1.2, podemos afirmar que cuando:

Ei € {o,% (1_%)]

cB {Kb(oc— q1E1) — oc} Y

C[2_b Kb(OC—qlEl) + O B g’

Y

Ey, <

el sistema (3.1) tiene un unico ciclo limite estable globalmente. Asi, vemos que cuando el
punto de equilibrio positivo es inestable, existe un unico ciclo limite estable global.
A continuacioén, calculamos el punto de equilibrio bionémico.

3.1.3 Equilibrio bioeconémico

En la Introduccién y en el Glosario de esta tesis, se defini6 el equilibrio bioeconémico
como el punto donde la razén de cambio en el stock de las poblaciones es idénticamente
cero y en el cual la ganancia econémica de la pesqueria es nula. Los ingresos netos estan
dados por:

M= (p1gix—c1)E1 + (p2qoy — c2)Er =1 + 11y,

donde IT; y I'l, representan la tasa de ingreso proveniente de la especie presa y depredador,
respectivamente.

Las constantes ¢ y ¢> denotan los costos de pesca por unidad de esfuerzo para las especies
presa y depredador, respectivamente; p; y p2 son los precios por unidad de biomasa de
cada especie.

Por tanto, de acuerdo a la definicidn, el equilibrio bioeconémico, [Xeo,Yeo, Elco; E2co], S€
obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones simultdneas:

a(l_ﬁ)_i_qlElzo,

K 14+ bx
cPx
LR _be —q2Er =0, (3.3)

I1= (p1g1x—c1)E1 + (p2g2y — c2)E2 = 0.

Para determinar el equilibrio bioeconémico, se consideran los casos siguientes:
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1. Si E; = 0 (se queda operando solamente la pesca de la presa), entonces el sistema

(3.3) se reduce a:
X
oc(l——) —i—mEl =0,

k)  1+bx
cPx
— :0
T

(p1g1x—c1)E; =0.

C1 . . . .
Tomando X. = para cualquier E finito, esta ecuacion debiera resolver las otras
pP14q1
dos ecuaciones. Pero de la segunda:

—Y(14bx)+cPx=0

Ay (P—yb)x =0 x = —T

cB—yb’

entonces una posibilidad es que y=c; y p1q1 = (cp—7b), lo que a su vez impone la
condicién ¢ > yb. Por otro lado, a fin de que la primera ecuacion se satisfaga para
la x. calculada, notemos que ademds 0 < x < K, en particular 0 < c; < Kp1q1, de

donde 0 <

< 1. Por lo tanto, (ye, E1s) serd un punto sobre la linea recta en
piq1
el primer cuadrante del plano yEj:

c1 By
ol l-— = +q1E;
( P1q1K) 1+b(c1/p1q1) 1

2. Si E1 = 0 (permanece la pesca solo del depredador), el sistema queda como sigue:

x By
1—-)— —0,
“( K) T1bx
cPx
- — B> =0

(p2g2y — c2)E2 = 0.

. c . .. .
En este caso se tiene y., = =2 , para una E finita. Sustituimos y.. en la primera
D292
ecuacion, obteniendo la ecuacién Ax?> + Bx+C = 0, donde A = (ab/K) > 0, B =
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OC/K— oab, C = —[OC — (BCz)/pQQ2]. Asi,

. —B+VB*—4AC
o 2A ’

(i) C <0, entonces x™ es tnicamente la solucion positiva

X

(i) B<0,C >0, B2 > 4AC, existen dos soluciones, sustituyendo xTenla segunda
ecuacidn, obtenemos:

T S
Zeo q> 1—|—bx£ ’

Donde, Ep.. > 0 si xE > v/(cB—by) y cp > by.

3. Si Ey y E; son cero, las ecuaciones que quedan son:

oc(l—f)— By _,,

K 1+ bx
cPx
— =0.
T 1+bx
Despejo x de la segunda ecuacion,
L
Tp-oy

con ¢f > by. Sustituimos en la primer ecuacion:

ym:“(l‘cﬁzbv) <c8ib7>’

donde se debe satisfacer la condicién y < %

C1 )

y y°° - ’
) . . ) piqi P292
para E; y E» fijos, respectivamente. El sistema de ecuaciones estd completo:

4. Si E,E; # 0 (pesqueria total estd en operacion), tomamos Xe =

X

a 1—-)——— E, =0,
< K 1+ bx e

cpx
—Y+ _chr —q2E> =0,

1+bx

(p1q1x—c1)E1 + (p2g2y — c2)E» = 0.
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En este caso sustituimos ambas expresiones (Xo Y Vo) en las dos primeras
ecuaciones, obteniendo:

El :g<1_ C1 )_ Beapi
Kpiqi) paplpiqi+ber]’

Y cPei

g2 q2[p1g91 +bci]
o

Entonces, Ee > 0 si — (1 __a ) > Peapy

q1 Kpiqi) = paq2lpigi+ber]’
cPey

[p1g1 +bcy]

Ero = —

Ero >0s17<

El punto de equilibrio bioeconémico, no trivial, [Xco, Ve, Eleo, E2e|, €Xiste si y s6lo si las
condiciones anteriores se cumplen.

En esta seccion se considerd un sistema depredador-presa con cosecha, en el que el término
de interaccidn es una respuesta de tipo Holling I1.

Se demostré que el sistema de EDO tiene un ciclo limite estable cuando el punto de
equilibrio positivo es inestable. Se encontré también que es posible modificar la dindmica
de el sistema, utilizando los esfuerzos E y E> como controles.

También se dedujeron las condiciones bajo las cuales existen equilibrios bioeconémicos
del sistema, es decir, bioldgicos y ecoldgicos.

Continuamos con el problema central de este trabajo, el calculo de los esfuerzos de pesca
optimos por medio del Teorema de Pontryagin.

3.1.4 Politica optima de cosecha

Recordemos que el problema fundamental en la explotacion comercial de los recursos
renovables, es determinar el equilibrio 6ptimo entre las cosechas reales (en el presente) y
futuras. Si lo resolvemos desde el punto de vista econdmico, usamos la técnica estdndar
de descuento temporal, la cual es una prictica normal en la administracién de negocios.
Como lo vimos en el Capitulo 2.

Retomamos la expresion para los ingresos netos, I, que aparece en la subseccion anterior
y tiene por ecuacion (3.3). Asi, nuestro objetivo es maximizar el valor del funcional J
considerando un tiempo continuo de descuento. La forma explicita de J para el modelo
(3.1) es,

J= /Oooe—wl[(plqlx—cl)E1 (t) + (p1g2y — c2)Ex(t)]dt (3.4)

donde 6 denota la tasa instantdnea anual de descuento.
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Siguiendo el método usado en el Capitulo 2, vamos a maximizar J sujeta a las ecuaciones
de estado (3.1). Para ello usamos el Principio de Pontryagin (Véase la subseccion (2.1.3)).
La variable de control E;(f), para i = 1,2 debe satisfacer la desigualdad 0 < E;(r) <

(Ei )max~
Para el sistema (3.1), el Hamiltoniano, esta dado por

H=e""[(p1rq1x—c1)E1 + (p2q2y — 2)Ea] + M (Fi — 1xE1) + M (F2 — q2yEn),

donde A;(¢) y A»() son las variables adjuntas y

Poxy
F :W(I—X/K)—m,
cPxy
P=— .
2= W T

Las variables de control £ y E, aparecen linealmente en la funcién hamiltoniana.
Suponemos que las soluciones éptimas no ocurren en (E;)pin ni en (E;)pqy. Sin embargo,
éstas deben cumplir

oH

— =0,i=1,2.

aEi y L 9

Calculando 3E para i = 1,2, igualando a cero cada expresion y despejando A;, se llega a:
i

oH 1
— =0=A =" - —
aEl 1 e (Pl q1x> 5
oH
B gotme (e 2)
oE, qQy

Ambas ecuaciones satisfacen la condicion de transversalidad cuando ¢ es muy grande, es

decir,
lim A;(t) =0 Vi.

t—roo

0H, OoH _ _8H2
a—Elya—Ez—Oixzqzx— 8E2

Obtenemos una solucién de equilibrio 6ptimo del problema, x, y y E son tratadas como
constantes a continuacion. . ‘
Ahora, usando las expresiones para A; y Ay dadas en (2.9), sustituyendo A; y Ay, y
simplificando tendremos que, para este caso

—(e™")[Ax® + Bx* + Cx+ D + Ey]

A = |
! quqz(bx—i-l)z

oH
Sia—E1:0:>7\«1qu:
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donde los coeficientes son:

A= —20b°p1q192,
B = ab2c1q2 —4abp1q9192 +Kocb2p1q1q2

C= 20bc1g2—20p19192 +2K0bp1g192
D= ociq2— KBccrq1 + Kopiqi92
E = —KbBcigr —KBp1g192+ KBepaqiqo.

Mientras que para A;, se tiene:

B .

x —_——

A= eV ~ 2 (y+qE L Pt 7 aw
2 = RE = |~ aEs T e

CX
c2 <Yy +qrEry — 1[3 n byx)
+

q2y?

De Xz = 0,

Ber —Ypagi
x* = , (3.5
q1(Bp1 — Bepz +byp2) )

sustituimos (3.5) en Xl, de donde,

. Ax*3 +Bx*2 +Cx*+D
¥ = KBaa(ber + prar —cpaqn)’

con los mismos coeficientes A,B,C, D.

(3.6)

Una vez calculados los valores 6ptimos de x = x* y de y = y*, se determinan los esfuerzos
de pesca 6ptimo Ef y E3.

1 x* By*
Ef=—Jdal1-2)-
=t e )




2

obteniendo el punto P* = (x*,y*,E{,E}), que satisface que (P*) <0y que el

IE;
determinante de la matriz Hessiana Hess(P*) es positivo,
0’ H 0’ H
— (P* P*
det(Hess(P*)) =
0*H (P 0’H )
0E0E| oE;
o’H OH (dE, . dE;
oE? D% \dx dy Y)
o’H OH (dE . dE>_
—_ = — N —X JE—
JE? DIy \ax T ay?)
0’H oH (dE; L 4B
== QX5 | —x+—
0E0E, D9 Udx dy Y
0’H oH (dE; . B
= —q@y— | ——X+—7—y).
0E»0E 4y dy \ dx dy Y

Ya que hemos dado argumentos que muestran la existencia del punto de equilibrio 6ptimo,
enseguida realizamos un conjunto de simulaciones numéricas correspondientes a las
desigualdades de los esfuerzos de pesca E; y E» vistos en la subseccion 3.1.

3.1.5 Simulaciones numéricas

Sean a0 = 2, K = 600, B = 0.099, b = 0.00198, vy = 0.00046, ¢ = 0.01, g; = 0.2, ¢o =
0.02 los parametros con los cuales resolvemos numéricamente el sistema (3.1), usando
el software Matlab y rutina ode45, basada en la implementacién de Dormand-Prince,
formado por los métodos explicitos de Runge-Kutta de 6rdenes 4 y 5.

En la subseccion 3.1.1, donde realizamos el andlisis local del sistema (3.1) concluimos que
el punto de equilibrio positivo interno, Py, = (Xjns,Yins ), €Xiste si se satisfacen las cotas:

o Y+ g2k
O0<E — | 1—=
SEs ( Kb| )

q1 cB— (v+ q2E2)]
g 1 [ KB
C
0<Ey,< — _
< 2<q2(1+Kb )



Es decir, 0 < E} < 9.25, 0 < E; < 13.55. Mientras que, es estable si se cumplen las
siguientes condiciones:

o cB+by )1
Eiel0—1——F——— =10,9.98|,
<o (- sRip o) = 009
B [Kb(e—qiEr)—a] ¥
E, > — — — =0.813.
2 QQb [Kb(oc—qlEl)—i—oc q>

Ademads, si E; >0y

o cB+by
Er>—|1—-——— ) =028I13
1 ( bK(cB—bv))

entonces el punto de equilibrio seré asintétamente estable.

El punto P;,; es inestable si E; y E; satisfacen:

E e {0,% (1—%)} —[0,9.98],

E) < B {Kb(a—m&) —(x} Y

— — =0.813.
@b |[Kb(a—qiE1)+a] ¢

De esta forma, calculando los intervalos, si E} € (0,9.25) y 0.813 < E; < 13.55, entonces
Piny = (Xins, yine ) €xiste y es estable. Si0 < E» < 13.55y E; > 0.813, P, es asint6ticamente
estable. Por otro lado, si E] € (0,9.25) y 0 < E; < 0.813, entonces existe un dnico ciclo
limite estable global. Veamos esto con E; y E» fijos:

e Si Ey =5y E; =2, entonces el punto de equilibrio correspondiente Pj,; =
(44.47,9.36) es estable. Esto se ilustra en la figura (3.1) en la que aparecen tanto
el retrato fase como las soluciones del sistema (3.1), para la condicién inicial

(x0,y0) = (150, 15).

e Si ahora tomamos E| =2y E> = 1, el punto de equilibrio es P;,; = (21.54,16.09) es
asintoticamente estable. El resultado de las simulaciones numéricas se muestra en la
figura (3.2), para la condicién inicial (xg,yo) = (150, 15).

e Si £y =1y E, =0.5, vemos que el punto de equilibrio P, = (10.79,18.2) es
inestable, como se puede observar en la figura (3.3), para la condicion inicial
xo = (100, 18). El retrato fase ilustra el ciclo limite cuya existencia se predice.
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Figura 3.1: (a) Retrato fase del sistema (3.1). (b) Comportamiento de x(y) y y(¢) para los
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Figura 3.3: (a) Retrato fase del sistema (3.1). (b) Comportamiento de x(¢) y y(¢) para
E] = 1yE2=0.5.

Variando los pardmetros E; y E; es posible modificar la dindmica del sistema presa-
depredador (3.1) y evitar asi el comportamiento ciclico del sistema.

Dados los valores numéricos de los pardmetros, con los siguientes: c; =5, ¢ =6, p; =1,
p2 =6, w=0.005, el punto de equilibrio 6ptimo obtenido es

P* = P(x*,y",E],E5) = (26.5645,18.5283,0.8441,1.2262),
para el cual
0’H

—— (P*) = —1.1396 x 10100005

det(Hess(P*)) = 1.7671 x 107237 0-005,

Lo cual nos indica que el Hamiltoniano alcanza un valor maximo en P*.

Enseguida estudiamos el problema de control 6ptimo considerando que el término de
interaccion es una respuesta funcional de Holling tipo IV.

3.2 Modelo respuesta funcional Holling tipo IV

Proponemos un modelo en el cual cambiamos la respuesta funcional mondétona creciente
del tipo II, por una que es mondtona creciente y mondtona decreciente del tipo IV. La
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redaccion de esta seccion se basé en los articulos [18] y [30]. Asi, aqui consideramos el

modelo
dx X By
= = 1__>_—— E
dt x<a< K 1+ bx + ax? 7 1)

dy cPx

2 Y (—Y+ [ —Q2Ez) ;
donde o es la tasa de crecimiento intrinseco de la pesca; K es la capacidad de carga
de la presa en ausencia de depredadores y de pesca; B es la tasa maxima de ataque del
depredador; b/2a es la medida de la inmunidad que la presa tiene del depredador (b/2a
es el punto en x donde el polinomio ax” + bx + 1 alcanza su valor maximo); 7y es la tasa de
muerte del depredador; c es el factor de conversién que denota el nimero de depredadores
que acaban de nacer por cada presa capturada; E1 y E; son los esfuerzos de pesca; g1 Ejx e
q2E>y representan la razon de la captura de las respectivas especies, donde g1 y g2 son los
coeficientes de capturabilidad de presa y depredador, respectivamente. Todos los valores
de los pardmetros son positivos.

3.7

Empezamos el andlisis del sistema (3.7) determinando sus puntos de equilibrio. El origen
es siempre punto de equilibrio para todo valor de los pardmetros. Pero six #0y y =0, el
punto es entonces P; = (g(oc — qlEl),O).

De la ceroclina vertical no trivial se obtiene,
B —bA+E\/(cB—DbL)2 —4a)?
2a\ ’
donde A = Y+ g1 E>. Las condiciones para las cuales x;,; > 0 son:
1 cP B
ELE<—|—m— , dond < — .
250 (2\/E+b Y) oY= Jatb

Para esta x;,;, una vez que se sustituye en la rama no trivial de la cerocina horizontal se
obtiene la ordenada del punto de equilibrio,

Xint =

1 2 2
Vint = W[“a}b +2bAE +&7][2al(a — g1 E1) — 0],

donde & = cf — bA =+ /(cP — bL)2 — 4al?, el cual es positivo si:



y E» satisface la desigualdad
£ < 2a)\K.

Una vez vistas las condiciones de existencia del equilibrio positivo, debemos mostrar si
todas las soluciones del sistema estan acotadas en el primer cuadrante del plano cartesiano.
El siguiente teorema da las condiciones.

Teorema 3.2.1 Todas las soluciones del sistema (3.7) que comienzan en R2. = {(x,y) €
R?|x > 0,y > 0}, estdn acotadas uniformemente.

Demostracion 3.2.1 Sea (x(t),y(t)) solucion del sistema (3.7) con condicion inicial
(x0,y0) € R%L. De acuerdo a la primera ecuacion del sistema, tenemos que,

dx _ (oc E 0‘)
— <x(o— ——x]).
dr = nETE

Resolviendo esta desigualdad diferencial, obtenemos,

K(oo—q1E1)xo
K(ot—q1Ep)e @~ a1ED)! 1 o — ouge (@—a1E1)r

x(t) <

o X; o
con —q1E; > 0, puesto que 0 < Ey < — (1 —ﬂ) < — yXinr < K.
q1 K q1

Para mayor informacion sobre la Teoria de las desigualdades diferenciales, ver el
Apéndice A.5.

K(ao—q E
Asi, }Lm supx(t) < M, donde M = max { &,XO} :

o

Auxiliar en la demostracion es la funcion que definimos enseguida. Asit, para e > 0, sea
1 .
W(t) =x(t) + —y(t). Calculemos la derivada W (t),
e
dW dx ldy
dt dt edt’
de donde, al usar el sistema (3.7) y la cota para x(t),
aw y
— S @@ EOx+ 2 (= (Y @2E2)) + (Y+q2E2)x — (Y + q2E2)x
aw 1
— S(@=qiE) + (Y+@E2))x = (v+a2B2) (x+ -y |,
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de donde,

dw
T (Y+@E)W < ((0—q1E1) + (Y+ q2E2) )M.

Resolviendo la desigualdad diferencial,

Wi < ((Oc—q1E1)+(Y+Q2E2)) M + Woe—(rra:E2)t
- Y+ gk
- ((oc—qIEl) +(v+ quz>) Me—(HaEa)t
Y+ q2E
Sit — oo,
- - Y+ q2E2

Por lo tanto, al recordar la definicion de W, toda solucion del sistema (3.7) entra en la
region:

o= {60o0) R | 2+ Lo < (CTUEETERE) )y o]

Y+ a2k

con € un niimero real positivo muy pequeiio. #

Ya que vimos que todas las soluciones estdn acotadas en el primer cuadrante del plano
cartesiano, comencemos con el andlisis local de los puntos de equilibrio.

3.2.1 Analisis local

Este andlisis empieza calculando la matriz jacobiana J del campo vectorial que define
al sistema (3.7) para después evaluarla en cada uno de estos puntos. El resultado es el
siguiente:

1. Para el punto trivial Py = (0,0), J(Py) tiene los valores propios A; = o0 — q1E| y
A = —(Y+ ¢q2E»), de donde el origen es un punto silla, puesto que o0 — g E; > 0.

2. Para el punto de equilibrio P; = (£ (a.— g1 E1),0), J(Py) tiene los valores propios
siguientes:

M=—(a—qiEy)
afcK(o—q1E))

A = — E
2 (r+q2E2) + o2 +obK (00— q1E1) +ak?(00— 1 E1)?
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P es punto silla si se cumplen las siguientes condiciones:

o

o F1 < —,
q1
1 offcK(oo— g E

<l BeK (.~ q1E1) )

q2 <O€2 +(XbK((X— q1E1) +aK2((X—C[1E1)2 -

afcK(a—qiEr)
o +abK (o —q1E1) +aK* (o — q1E1)?

T<

Py es un punto de equilibrio asintéticamente estable localmente si se cumple
que,
o
o [ < —,
q1
1 oapcK(o—q1 E
.E2>_(2 BeK (o —q1 12) 2_7)’
g2 \0* +abK(0—q1E1) +aK* (0 —q1E)
afcK (o —g1E1)
o2 + O(.bK(OC — (IlEl) —|—aK2(0L — q1E1)2 )

T<

3. Para el punto Py, = (Xint, » Yint, ), donde,

_ B—DbA++/(cP—bL)? —4al?

Xint; =
! 2al ’

Yint; = W [407&2 + 2[77‘& + ‘{32] [2a}‘<0° - CllEl) - 0‘&]7

donde

&= cB—bht /(cB—bN)2 —dah2,

o
det(Jin, ) <0, dada la condicion de existencia E; < — | 1 — 5 ,con§ < 2aAK.
q1 2a\K

Por lo cual, P, , es siempre un punto silla.

4. En el caso de P,;,, donde,

cB—bh—+/(cB—bL)% — 4ad?
2a\ ’

Xinty =

Yint, = W [407&2 + 2[77‘& + éz] [ZaMO‘ - CllEl) - 0‘&]»
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donde

&= cB—bh—/(cp—bN)2 —dah?,

Pint, €s un punto asintéticamente estable localmente si se cumple la desigualdad,

o Rintz Xinty ) o Xint
1= - <E < — (1 _ 2) ,
q1 ( K (2axin;, +b) K ! q1 K

donde R;y, = 1+ bxjpy, + axizm2 y E, es tal que se satisfacen,

1
(—3a)xty, + (2aK —2b)xiju, + (BK — 1) > 0, Xjn, < -

El punto Py, es inestable si,

o Rins Xint
Ei<— (1 — 2 — 2)
q1 K(2ax,-m2 + b) K

E> es tal que se satisface,

1
(—3a)xty, + (2aK — 2b)xijn, + (BK — 1) > 0, Xin, < "

A continuacién mostraremos la persistencia uniforme del sistema (3.7), desde el punto
de vista bioldgico, un sistema es persistente uniforme si cada una de las especies, presa
y depredador, sobreviven, al transcurrir el tiempo. Matemdticamente, lo que indica la
persistencia uniforme es que cualquier solucién del sistema (3.7), con condicién inicial
(x0,Y0) ¥ X0,y0 > 0, estd siempre por arriba de una cota positiva m cuando r — . La
definicion formal se puede ver en el Apéndice A.7 y se encuentra en la referencia [36].
Existen dos herramientas matemdticas distintas que se utilizan para determinar la
persistencia de un sistema:

1. Analizar el flujo sobre la frontera

2. Usar funciones de Lyapunov
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La que usaremos en este trabajo es la segunda. Esta técnica consiste en definir una funcién
diferenciable en la regién (]R%r), que cumpla las condiciones de ser Lyapunov promedio, las
cuales se enuncian en la Definicién A.7.2. Una vez probadas estas condiciones, entonces
se utiliza el Teorema A.7.1 (demostrado en[11]), que indica que si todas las soluciones del
sistema (3.7) estan acotadas uniformemente (lo cual ya probamos en el Teorema 3.2.1) y
encontramos una funcién de Lyapunov promedio en R? , entonces el sistema es persistente
uniformemente.

En el siguiente teorema, usaremos la técnica descrita para probar que el sistema (3.7) es
efectivamente persistente uniformemente.

Teorema 3.2.2 El sistema (3.7) es persistente uniformemente si se satisfacen las
desigualdades

B, < 1 ( afcK(a—qi1Er) B )
2 q2 O(,Z—I—OCbK(OC—q]El)+aK2((X—qlE|)2 v

ofcK (0 —q1E)
o2 +abK(o—qiEy) +aK?*(oo—q1Ep)?

¥ <

Demostracion 3.2.2 Sea 6(x,y) = x"y"2, con h;, i = 1,2 constantes positivas, una funcién
continua positiva de clase C', definida en Ri.

Comenzamos probando las condiciones para las cuales G(x,y) es una funcion de
Lyapunov promedio, éstas son:

1. o(x,y) =x"y? =0 x=00y=0, estoes, x,y € B(Ri),

2. o(x,y) =x"y"2 > 0= x" >0yy"” >0, como 6(x,y) estd definida en R%, entonces
x,y € int(R2),

3. Sea

W(r.y) = o (x,y) YR li g pyyly P
xX,y) = = iy =m—thnT,
o(x,y) Xyl x Ty

Luego, al sustituir X y y, se obtiene

By
1+ bx + ax?

cPx

X
W(e,y) = o (1- %) i — __bx
(x,y) 1{0‘ q1£1 1 + bx + ax?

e } +hy l—(y+ G2E) +

Asi, Y es una funcion continua sobre ]R%r, para (x,y) € int(Ri)
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4. Ya que los uinicos puntos que se encuentran sobre la frontera de R2, son Py y Py,
sustituimos éstos en ¥(x, y).

T T
/O‘P(O,O)dt :/0 hi[o— g1 Ey] — ho[y+ qoEs) dt, p.a.T >0
= (mlo—qiE\] —holy+ @E2)) T

lo cual para un hy > 0 suficientemente grande y T cualquiera, es positivo.

Mientras que si

/OTT (g(a_%El),O) dt =

hy | —(Y+q2E2) +

afcK (o —g1E1) DT
2 2 2 >0
o —l—O(,bK(OL—qlEl)—f—aK (Ot—qlEl)

si se cumple la desigualdad

1 OCBCK(O(—qlEl)
Ey<—|{ 3 2 2 V)
g> \ 02 +obK(a— g E)) +aK2(o.— g E})
Y K E
afcK (o —
y< BeK(a—qiE)

o2 —}-O(.bK(OC—qlEl) +aK2(Oc—q1E1)2’
para todo valor de hy y T.

Por lo cual, 6(x,y) representa la funcion de Lyapunov promedio y todas las soluciones
de (3.7) son uniformemente acotadas en Ri, por ende, el sistema es persistente
uniformemente. #

Cabe mencionar que para esta desigualdad, el punto P; es punto silla, es decir, si P; es un
punto de equilibrio asintéticamente estable localmente, entonces la poblacién depredador
se extingue si t es muy grande.

Una vez demostrado que el sistema (3.7) es persistente uniformemente, mostramos la
existencia de una bifurcacién de Hopf préxima al punto de equilibrio interior. El teorema
de la bifurcacién de Hopf se puede revisar en la subseccion A.2.5 del Apéndice.

Teorema 3.2.3 Dadas las desigualdades para las cuales det (J (P, )) > 0, el sistema (3.7)
tiene una bifurcacion de Hopf cerca del punto de equilibrio positivo interno Py, en el
pardmetro:
MabK?u? + (20b* — 4ac.+ bn)Ku -+ o2b 4 2an

3oc(o— bKpu) ’

I
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donde | = \/a?K212 + aobKu — 3a02 + 02b2, y = o — q1E1 y A = Y+ q2E».

Demostracion 3.2.3 Los eigenvalores de la matriz de Jacobi J (P, ) tienen la forma,

T 1
Nint, = =’ + 3 V' Tr? —4Det,

2

donde Tr es la traza 'y Det el determinante de la matriz de Jacobi J (P, ).

El determinante es positivo si se cumplen las condiciones,

o X 1
Ey < — (oc (1 — ?))  Xint, < K, Xingy < e
Ya que Tr =0 en B = B, entonces,
1
Nint, = j:E\/ —4Det = +iv/ Det,

por lo que B es el pardmetro de bifurcacion. Ademds, se cumple la condicion de
transversalidad,

aRe(A‘im‘z) a (T) 53 52 =
— === _=A3P"+ A +AB+Ay >0,
5l =38 (3 )BZB 3B+ AP+ AR+ Ao

donde los coeficientes son:

e A3 = —30c>
e Ay =3ac*(n+bA)
o A = bch*(ob +2aKu)
o Ay = 4aol’>u— ab’ A + 4aob\? + 84’ K\ u — ab*A*n — 2aKb* N u
Por tanto, de acuerdo al teorema de bifurcacion de Hopf, se concluye que p = B es un

punto de bifurcacion del sistema (3.7). Ademds, el punto Py, es inestable para toda 3 > B,
rodeado por un ciclo limite estable. 4

A continuacién realizamos el andlisis global que nos conduce a determinar el retrato fase.
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3.2.2 Analisis global

Teorema 3.2.4 El punto de equilibrio Py = (%,0) es asintdticamente estable globalmente,
donde £ = K/o(a—qE1).

Demostracion 3.2.4 El punto Py es asintéticamente estable localmente para

o
E < —,
q1

afcK (o —qiEy)
g2 \ o +obK(ou—qi1Ey) +aK?*(aa—qEy)

Para mostrar que Py es globalmente nos basamos en el método directo de Lyapunov. Véase
el Apéndice A.2.

Sea V(x,y) = c1 (x —% —£In(x/%)) + c2y, donde V : R* — R es una funcion continua y
diferenciable. Probaremos que existen c1 y ¢y € R positivas para las que V es funcion de
Lyapunov fuerte o estricta para el sistema (3.7) y para (£,0). V(£,0) =0 con V (x,y) >0
para toda (x,y) # (£,0).

av x—Xx dx+ dy

_ — - _ CH —

dt : dr ' dt
ey Po _
B Kcl(x ) 1 + bx+ ax? (e1=c2c)

C f C q

Sicy =1ycy=1/c, entonces,

dv E ¢
_<_E(x_£)z_y(Y+fI2 2 B )<0

dt = K c 1 + bx + ax?

Vv . o
Ya que r < 0, entonces V es una funcion de Lyapunov 'y Py es un punto asintoticamente

estable globalmente. ®

Veamos ahora si la estabilidad asintética local del punto de equilibrio interno Py, , €s
global. Véase la subseccion del Apéndice A.2.4.
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Teorema 3.2.5 El punto de equilibrio interno positivo del sistema (3.7), Py, es
asintoticamente estable globalmente para cualquier punto inicial perteneciente a la region
o1+ bx+ax?)?
KB(2ax+D) }

B= {(x,y) ER?x>0,y>0,y<

Demostracion 3.2.5 Dado que el punto Piy, es asintoticamente estable localmente
siempre que se cumplen las desigualdades:

o Rim‘z Xinty ) o Xinty
1= . <E < — (1 _ ) ,
q1 ( K (2axin;, +b) K qi K

donde Rjn;, = 1+ bxjp, + axizm2 v E» es tal que se satisfacen,

1
(—3a)xy, + (2aK — 2b)xin, + (DK — 1) > 0, i, < "

1
Usando la prueba o criterio de Dulac, sea H : int(R?) — R de clase C', H(x,y) = —,

Xy
H(x,y) > 0 para todo (x,y) € Int(R%). Sean hy = H(x,y)f(x,y) y ho = H(x,y)g(x,y)),

donde 8
X y

) =x(a 1——)——— E

flxy) x( < K) 1+bxta O 1)

g8\x,y)=Yy Y 1—|—bx—|—ax2 gL

A(x,y) = V- (b1 (x,y),ha(x,y)) = ag;l) n a(af;z)

o B(2ax+Db)
yK = (1+bx+ax?)?

<0

o1 +bx +ax?)?
KB(2ax+b)

Si A(x,y) es distinta de cero 'y no cambia de signo en B, de acuerdo al Criterio de Dulac,
no hay dindmica periodica.

Por lo cual Py, es un punto de equilibrio tinico y positivo del sistema (3.7) dentro
de int(]R%r) y todas las soluciones que inician en Ri estdn uniformemente acotadas.
De acuerdo con el Teorema de Poincaré-Bendixson, Py, es asintoticamente estable
globalmente, es decir, atrae a toda solucion de (3.7) que empiece en R*>. @

A continuacién obtenemos el equilibrio bioeconémico del sistema (3.7).
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3.2.3 Equilibrio bioeconémico

Recordando la definicién de equilibrio bioeconémico, enunciada en la Introduccién y en
el Glosario de este trabajo, tenemos que [Xe, Yoo, E1c0, E200], debe satisfacer el sistema de
ecuaciones:

1= (p1g1x —c1)E1 + (p2g2y — c2)E2 =0

x By
1—-)——— E =0
0c< K 1 + bx + ax? q1=1 (3.8)
cPx
P B =0
Ydl_l—l—bx%—axz 252

Igual que en el modelo anterior, consideramos cuatro casos distintos:
1. Si E; =0, el sistema (3.8) queda como sigue:

(p1gix—c1)E1 =0

x By
a(1-2) - —qiE =0
( K 1 + bx + ax? 7151

cPx
YT st S—
T + bx + ax?
De la primera ecuacion, X = i, para un E; fijo y finito. Dado que x. debe

p141
satisfacer las otras dos ecuaciones, entonces, sustituimos esta ecuacion en la tercera

y obtenemos que se debe cumplir que:

y= 013011?1(]1
i3 +bcipiqi +act

Ademas, de la sustitucion de x.. en la segunda ecuacion algebraica,

= ~qi(l +b3§0+ax§°)El (14 bxeo +ax2) [0((1 _xoo>] 7

B K
(Yoo, E1e0) serd un punto sobre la recta en el primer cuadrante del plano yE; si
C1
0< < 1.
Kpiqi
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2. Si Ey =0, el sistema de ecuaciones (3.8) queda como sigue:

(P2g2y —c2)E2 =0

x By
oll— —) - =0
< K 1 + bx + ax?
cPx
Y+ ————5 —q@E2=0
v 1+ bx + ax? 22
Despejando y de la primera ecuacion, y. = C—z, para E» finito. Sustituyendo ésta
q2
en la segunda ecuacidn del sistema:
oax® + ob — ak)x* + o1 — bK)x — aK + &K =0.
P292

c o
Parab<aK,bK>1y—2<—
rae B .

este valor de x.., de la tercera ecuacion algebraica:

1 P
Eree = — | —
2 q2 ( v l-l-bxw—I—axooz)

CPxeo
1 + bxeo + aXeo?

, existe al menos una solucidn positiva x... Para

T <

3. Si E1 y E, son cero, entonces no hay pesca y el sistema (3.8) se simplifica a un
sistema de dos ecuaciones algebraicas:

x By
1——) Py
0(( K 1 + bx + ax?
cPx
VTR ot
ths 1+ bx + ax?

De donde obtenemos las soluciones,

_ cB—byx/(cp—by)? —4ay?
N 2ay ’

oo

= a1 ) [
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4. Si Ey,E, # 0, la pesqueria total estd en operacion.

) ., ) c c
De la primera ecuacién del sistema (3.8), xo = S Y Yoo 2

P141 B P2Q2.

Sustituyendo Xx. y Yo en la segunda ecuacién algebraica y despejando Ej,
obtenemos:

Eieo = i |:(1 (1 — ‘i ) — Bczp%q%
a1 paiK)  paqa(piqi+beipigi +act)
si se cumple que,

a<1_ c1 )> Beaptai
PiqiK ) " paga(piqt +beipigi +act)’

C1

< 1.
Kpiq

si0 <

Despejando E; de la tercera ecuacion y reemplazando x.. por x,

cBeipiqi
E2°°:_<_7+ 22 2>’
q2 qul‘f’bclpl%-i—acl

dado que
cBeipiqi
) 2"
p1q1 +bcpigi +acy

AST, [Xoo, Yoo, E100, E200] €8 un punto de equilibrio bioeconémico si y sélo si las condiciones
anteriores se cumplen.

Enseguida abordamos el problema de control de este trabajo considerando el nuevo sistema
(3.7).

3.2.4 Politica 6ptima de cosecha

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales:

dx X By
o vla(1-2) - GE
dt x( ( K) I+bxta 1 1)

dy cPx
oy —y+—" 0 E
dt y( Y+1—|—bx+axz 7 2)’

113



con condicion inicial (xg,yp), nuestro interés es maximizar el funcional,

J:/O e " [(p1g1x—c1)E1 + (pagay — ¢2) o] dt,

donde x e y son las variables de estado; mientras que Ej y E> son las variables de control.
Siguiendo el Teorema 2.1.2 que establece el Principio Maximo de Pontryagin, lo primero
que se debe hacer es formar el Hamiltoniano de este problema,

H=e¢""[(p1qix—c1)E1 + (p2g2y — 2) E2] + M (Fi — q1E1x) + M (Fa — g2 Eny),

donde,
x Pxy
Foa(1 ) B
! K/ 1+bx+ax2
cPxy
=+
2 Yy+1~|—bx+ax2’

Igual que en el modelo anterior, las variables de control E; y E; aparecen linealmente en
la funcién hamiltoniana. Proponemos que las soluciones 6ptimas no ocurran en (E;) i, ni
en (E;)max, éstas deben cumplir

De donde,

las cuales satisfacen la condicion de transversalidad, es decir,

lim (1) = 0 Vi,

o0
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Entonces, A;(7) y A»(t), variables adjuntas, satisfacen las ecuaciones canénicas:

dx oH X Bxy
dt oM OLx( K) I +bxtax2 1515
dy oH cPxy
—_— = — = — - E
dt o\ Yy—’—l—l—bx—kax2 252,
2 on
dt  ox Byl 1)
_ X y(ax* —
— _levp1gE -2 —qiE
[8 PIqiEI+ M <0€< K> q1 1+(1—|—bx—|—ax2)2)

cBy(1 —ax?)
o ((1+bx—|—ax2)2 ]’
d\, oH

dr 9y
cpx
=— [efmpzquz + A2 (-Y— q2E> + L)

1 + bx + ax?
Bx
w( B )]
* 1( 1 + bx + ax?

Sustituyendo A; y A, en M y A y simplificando, se obtiene el punto (x*,y*) que es solucién

del problema de control 6ptimo asociado al sistema (3.7).

—\/P2P3G} — 26BeYpa + 2bBYp pagh + B2 p3qt — 2B padd + BRG]

Xt =
2aypaqi
\/ H4aciBrpaas — 4ay2p3at + Bpiar — Bepaai + bypaan
2aypaq1
V= oc1qo +a2oci gpx*t + ob’eigax*? — KBecagi + Kapiq1gz + 20be1 gox*

KBqa(bei + p1qi + 2acix* — cpaqi — ap1q1x*2 + acpaqi x*2)

—=20p1q192x" + 2aac1q2x*2 + 2a0cbc1q2x*3 — 4aap1q1q2x*3 — 4(xbp1q1qzx*2

KBqa(bei + p1gi1 + 2aci1x* — cpaqi — ap1q1x*2 + acpaqix*2)
—2a%0p1q1gax*> — 20b p1q1qax*? + 2Kabp1q1q1x* + KaBecag1x*?

KBqa(bey + piq1 + 2acix* — cpaqy — ap1q1x** + acprq1x*?)
+2Kaop1q1g2x*? — daabpiq1gax*™ + Ka*apiq1gax™ + Kab? p1q1qz

KBqa(bey + p1q1 + 2acix* — cpaqy — ap1qi1x*? + acpaq1x*?)
+2Kaobpiq1gox™

KBqa(bey + p1q1 + 2acix* — cpaq1 — ap1q1x*2 + acpaq1x*?)
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Una vez calculados los valores de x* y de y*, también se pueden determinar los esfuerzos
de pesca 6ptimos. S6lo basta sustituir el punto 6ptimo en las ecuaciones,

Ef = ! o l—x* — By’
I q1 K 1+bx* +ax*? |’
1 cPx*

Eif= — oy U
2 Ve v 1 + bx* + ax*?

: . 0’ H
obteniendo el punto P* = (x*,y*,E},E}), que satisface que W@*) <0y que el
1
determinante de la matriz Hessiana Hess(P*) es positivo,

ey T
OE? OE|0E,
det(Hess(P*)) =

ey T )

0EL0E) OE;
FH _ - OH(dE . dE
OE? o Vax "y )
FH __ OH(dEy  dE
0E 7y dy \ dx dyy ’
°H _ _ OH(dEy  dE;
OE|0E, Do Uax ™ dyy ’
°H __ OH(dE .  dE
0E0E, oy U Ty Y

Seguimos ahora con las simulaciones numéricas del sistema (3.7).

3.2.5 Simulaciones numéricas

A fin de obtener las soluciones numéricas del sistema (3.7), consideramos los mismos
parametros del modelo anterior o = 2, § = 0.099, y = 0.00046, K = 600, b = 0.00198,
c=0.01, g1 =0.2, g0 = 0.02 y afadiendo el pardmetro a = 0.000198, resolvemos el
sistema (3.7) utilizando el software Matlab y rutina ode45.

116



Para empezar, calculemos las condiciones de existencia del punto de equilibrio positivo

[)l'ntza
1
( b y) & E < 162,

Xint2>0 = E2<£ m—

o X;
yim2>0 ~ E1<a<1— ZI}?Z>,

Ya que el punto de equilibrio interno P, es un punto silla, para todo E;, i=1,2. Veamos
los intervalos donde los puntos P; y P;,;, son estables e inestables:

1. El punto de equilibrio P; es asintéticamente estable localmente si,

1 ( opcK(a—q1Ey) Y>-

o
Eir<—=10, E;> — —
! q1 2 Q2 OLz—l-OLbK(OC—qlEl)—|—aK2(OL—qlE1)2

SiEy €[0,9], E; €[0.4,1.6] y si Ej € (9,10], E; € [0, 1.6], esto se puede observar
en la figura 3.4.

2. Py es punto silla si,

( opcK (o —q1Ey) Y> .

o 1
Ei<—=10, Er < — —
! 2 OL2—|—OLbK(0c—q1E1)—1—aK2(OL—q1E1)2

q1 q2

Si E; € [0,10], E; toma los valores que estdn por debajo de la grafica de la figura

34.
3. Piy, €s un punto asintéticamente estable localmente si,
o Rint Xint ) o Xint
Xli- 2 Hin <E1<—<1— 2),
q1 ( K (2axin;, +b) K q1 K

donde Ry, = 1+ bxjpy, + axizm2 y E» es tal que se satisfacen,

1
(=3a)x3,, + (2aK —2b)Xip, + (bK —1) >0, Xip, < -

inty

—bh— — b2 —4a)?
donde x;p;, = B \/(;57» ) 4 , es decir,

1 <1+( (394.069)cp _y> — 0.6,

E —
s 394.069)2a + (394.069)b
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Figura 3.4: Gréfica de E; vs E| que determina la estabilidad e inestabilidad del punto de
equilibrio P;.

E, € (0.6,1.62), mientras que Ej se encuentra entre las graficas de la figura 3.5
(a), regién sombreada (E), para la regiéon comprendida entre 0 < x;,; < 394.069,
que satisface que el polinomio (—3a)xl~2m2 + (2aK — 2b)xin, + (DK — 1) sea positivo,
véase la figura 3.5 (b).

. El punto P,;, es inestable si,
E] < g (1 i Rint2 . xintz)
qi K(2axjy, +b) K

E < g (1 _xintz)
q K/’

E» es tal que se satisface,

1
(—3a)xz,, + (2aK —2b)Xim, + (bK — 1) > 0, Xy, < -

_ B—DbA—+/(c—bL)? —4al?

donde x;p;, = 2k
a

E> € (0,0.6) y Ej esté por debajo de las graficas de la figura 3.5 (a), drea I.

De los incisos anteriores, podemos ver que
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E,=alqL(1x/K)
E,=a/qL(1-RAK(2ax+b))X/K)

1 1
0 100 200 300 400 500 600

(a)

(-3a)x?+(2aK-2b)x+bK-1
T T T T T

1 1 1 1 1 1
o 50 100 150 200 250 300 350 400
X

(b)

Figura 3.5: (a) Gréafica de las desigualdades de E; que satisfacen la estabilidad o
inestabilidad del punto Pint,. (b) Grafica del polinomio (—3a)xl~2m2 + (2aK — 2b)xXins, +
(bK —1).
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" =x2-02E1-2%/600-betay/{l+bx+ax?)) E1=95 E2=16 8=0.000198 x” = x{2-0.2E1-2x/600-betay/{1 +bx+a)) El=85 E2=16 a=0.000198
v = wi-0.00046-0,02E2+ chetax/(1+bx+ax®)lbeta=0.09  ¢=0.01 b=0.00198 ¥ = yl-0.00046-0,02E2+chetaxf{1+ bt axz)) beta=0.098  ¢=0.01 b=0.00198
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Figura 3.6: Retratos fase para distintos valores de E y E», con Pplane.

e Si0 < Ep <0.6yacotamos a E; de tal forma que 3.5 < Ey < 8, Py, es inestable y
P es punto silla, se garantiza que el punto interno positivo inestable y el punto P
estable nunca ocurren simultaneamente.

Para observar la dindmica descrita, fijemos los valores de E; y E; en los distintos
intervalos.

Si E; =16y E; =9.5, el punto P; = (30,0) es estable y P;;, no es positivo. Véase la
figura 3.6 (a). Pero si E; = 1.6 y E; = 8.5, P; = (90,0) y Py, = (60.353,1.8374) son
estables, ademas aqui se muestra el punto silla P, . Esto dltimo se puede apreciar en la
figura 3.6 (b).

Para E; = 9.5y E; = 0.6, el punto de equilibrio P, = (13.364,0.59477) es estable y
Py = (30,0) es un punto silla. La figura 3.7 ilustra la dindmica del sistema (3.7), con
distintas condiciones iniciales.

Si E; =8y Ey = 0.6, el punto de equilibrio Py, = (13.364,3.8124) es asint6ticamente

estable y P; = (120,0) es un punto silla, como se puede observar en la figura 3.8 y
condicioén inicial (xg,yo) = (20,0.8).
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7 = x(2-0.2E1-2%/600-betay/(1+bx+ax)) El=85 E2=06 a=0.000198
¥ = y(-0.00046-0.02E2+ chetax/(1+bx+ax2)beta=0.089  ¢=0.01 b=0.00198

2
— 20
16
16
1.4
14
12 i
w12
c
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, T 10
0.5 g
& 8
0.6
6
0.4
4
0.2
2
0
- 0 : ‘ I I
02t : 0 200 400 600 800 1000
11033, 14152 x - t
@ (b)

Figura 3.7: (a) Retrato fase del sistema (3.7), para E; = 9.5 y E; = 0.6. (b) Solucién del
sistema correspondiente a la condicién inicial (xp,yo) = (20,0.8).

%"= x(2-0.2E1-2x/600-betay/1+bx+ax?)) El=8 E2=06 a=0.000198
y" = y(-0.00046-0.02E2+chetax/{1+bx+aa)) beta=0.099  ¢=0.01 b=0.00198 120
a -

e e & € &

100

80

60

Foblaciones

40

20

0 200 400 600 800 1000
t

14,483, 0.1 X

(a) (b)

Figura 3.8: (a) Retrato fase del sistema (3.7), para E; = 8 y E; = 0.6. (b) Solucién del
sistema correspondiente a la condicién inicial (xp,yo) = (20,0.8).
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Figura 3.9: Region B, donde P, es asintOticamente estable globalmente.

Para estos mismos valores, E; = 8 y E; = 0.6, graficamos el retrato fase y la region

o1+ bx+ax?)? }

B= R? 0 0
{(x7y)€ +’x> 7y> 7y< Kﬁ(b+2ax)

donde se garantiza que el punto de equilibrio P, es asintéticamente estable globalmente,
véase la figura 3.9. Obsérvese en las figuras 3.8 y 3.9, que la region B esta por encima de la
recta y = 4 cuando x < 20 y por ende, el punto de equilibrio P, se encuentra dentro de B.
Asi, cualquier condicidn inicial (xg,yo) del sistema (3.7), para los pardmetros establecidos,
tiende hacia el punto de equilibrio P, .

SiEj =6y E; =0.5, el punto P, = (13.364,8.1026) es inestable y P; = (240,0) es
un punto silla. La figura 3.10 muestra la dindmica del sistema (3.7) y condicién inicial
(x0,y0) = (11,8).

El valor especifico del parametro B que rompe la solucién periddica del sistema (3.7) es
de 0.0415. Segtin el andlisis hecho antes, vemos que si E; =6, E; = 0.5y B = 0.099, para
la condicién (xg,yo) = (11,8), el punto Py, es inestable y aparece un ciclo limite atractor.
Véase la figura 3.11 (a). Pero si B = 0.0415, entonces en el sistema ya no existe el ciclo
limite. Véase la figura 3.11 (b).

Sici =35,c=06, pp =6, w=0.005, los valores numéricos vistos en las simulaciones

numéricas del modelo (3.1) y cambiamos el valor de la presa a p; = 10, encontramos el
valor maximo del Hamiltoniano. La razén de esto, es que a diferencia del primer modelo,
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x" = 2-02E1-2%/600-betayf( 1 +bic+axz)) El=6 E2=06 3=0.000198
y’ = yi(-0.00046-0.02E2+ chetax/(1+bx+ax?)) beta=0.099 c=0.01 b=0.00198
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Figura 3.10: (a) Retrato fase del sistema (3.7), para E1 =6 y E» = 0.5. (b) Solucién del
sistema correspondiente a la condicién inicial (xo,yo) = (11,8).

%’ = x(2-0.2E1-2x/600-betay/(1+bx+ax)  El=6 E2=06 &=0.000198 x' = x(2-0.2E1%/300-betayf(l+bxt+ax?)) E1=6 E2=0.8 a=0.000198
a0 ¥’ = y(-0.00046-0.02E2+ chetax/{1+bx+ad)) beta=0.098  ¢=0.01 b=0.00198 50.)/':y(—0‘00046—0-0252+cbetax/(1+b><+a><’beta:0‘0415 c=001 b=0.00188
e B e E fe s e e e Em Em e e R f— e e S e eoem e e e e e e e e b am ke Em 2 e E— & &
B e e I B I T it
D e e e T T e - = e — e e
e T T I — = = — e e s
I e =T S e T i | e e s
=~ R i e e
20, P A M P
I i e B i e = e e e
e e e e —— e —
Y s — e e e v e e e
e e e — e e e
- — — —— e —
e e e e B
o, I e e e
e e e - — — —
L FEE
5 e e e e e e e
e — e em e— e
B T i T S - — e e
5 R R e e T T T T T i 0‘~ﬂﬁ~)~> — - e e e
0 50 100 150 200 250 300 0 50 loo 150 200 250 300

17.188, 17.522 x 18021, 42.421 x

(a) B = 0.099 (b) B=0.0415

Figura 3.11: Gréficas del retrato fase, para E; = 6 y E> = 0.6, con Pplane.
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el uso de la respuesta funcional tipo IV significa que las presas en conjunto empiezan a
formar grupos de defensa en contra del ataque tanto del depredador como del pescador.
Asi, desde el punto de vista econémico, el costo de la unidad presa se incrementa. El punto
de equilibrio 6ptimo obtenido es

P(x*,y*,Ef,E}) = (2.5123,20.0647,0.0875,0.1006),

que satisface que
FH . ~32,,-0.005¢
= (P*) = —1.1778 x 107%™~

y que
det(Hess(P*)) = 9.0185 x 10701 ¢70-005,

Por lo tanto H alcanza su valor mdximo en este punto.

3.3 Modelo respuesta tipo IV 'y competencia
intraespecifica en los depredadores

En esta seccion presentamos y estudiamos la dindmica de un modelo del tipo presa-
depredador en el que el término de interaccion lo respresenta la respuesta funcional
Holling tipo IV e introducimos la competencia intraespecifica entre los individuos de
la poblacién de depredadores. Para el planteamento de este modelo nos basamos en
los modelos anteriores y en los trabajos de [1], [26], [28] y [30]. El modelo que nos
proponemos estudiar en esta seccion es:

dx X By
e laf(1-2)-— P E
dt x( ( K) I+bxtaz 1 1)

% =y(—v+l+%’iaxz—quz—5y) ;

donde los parametros representan lo mismo que en el modelo anterior y O representa
el valor de la fuerza de la competencia intraespecifica entre los depredadores. Todos
los parametros son positivos también. Se muestra igualmente que ya que las funciones
definidas del lado derecho del sistema (3.9) son continuamente diferenciables sobre la
region R2 = {(x,y) € R?|x > 0,y > 0}, las soluciones del sistema que comienzan con
condiciones iniciales positivas, estdn acotadas uniformemente. La demostracion para este
caso sigue la linea de razonamiento que la hecha en la seccion anterior, razén por la cual
no la introducimos aqui.

(3.9)
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3.3.1 Analisis local

El sistema (3.9) tiene por lo menos tres puntos de equilibrio en el primer cuadrante del
plano cartesiano: Py = (0,0), P| = (g(oc— G1E1),0) Y Pinr = (Xint, Yine )-

Para encontrar P;,;, despejamos y de ambas ecuaciones del sistema, obteniéndose las
ceroclinas.

1+b 2
y= (Oc (1 - %) —q1E1) (#) (3.10)
B —(vy+q2E2)(1 —|—bx+ax2)+c[3x
y= 5(1+bx+ax?) .11

De acuerdo a (3.10) y (3.11), las condiciones para las cuales y es positivo son:
o X
o Fj| <—<l——>,parax<K.
q1 K

E, < ! cpx ara’y < cpx
° — | — _—.
2 o \ 1 +bx+ax? T).paray 1 + bx + ax?

Las x que satisfacen (3.10) y (3.11) son tales que
Asxd +Apx* + A3 + Ao +A1x+ Ao =0,

donde los coeficientes son:

As =a’0d >0

Ay = —a*S3K (o — g1 E1) + 2a0bd

Az = —2abdK (0. — qE1) + ad(2a + b?)

Ay = —K(8(2a+b?) (o —q1E1) +aB(y+ Exqp)) + 20b8

A; = —bK(28(a— q1E1) +B(Y+ E2q2)) + cB*K + ad

Ao =—K(3(a—q1E1) +B(v+q2E2)) <0.

Para garantizar la existencia de un s6lo punto de equilibrio interno positivo, segtn la Regla
de Descartes, el nimero de raices positivas es la cantidad de cambios de signo que se
presenten. De esta forma, si A5 > 0y Apg < 0, existen configuraciones diferentes de los
signos de los coeficientes que lo hacen posible. En particular, proponemos el conjunto
siguiente de condiciones para los coeficientes A4, A3z, Ay y Ay:
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o 2b

o Ay < 0. Ey <—(1——) y aK > 2b.
q1 ak

2a+b?

2abK

o
0A3<0.E1<—<1—

) y 2abK > 2a+ b,
q1

e [a desigualdad A; < 0 es valida si se satisfacen,

1 [a  20b8— KaB(y+q2E2)

E —
'S Ko(2a+b2) |

para E; > 0.

e Si A; <0, E > 0, para E; que satisface las condiciones anteriores. Es
importante destacar que para obtener esta desigualdad, calculamos primero el
valor del parametro d, con ayuda de los valores de a.,f,Y,b,c,K,q1,q2, utilizados
en el modelo anterior y Ej,E, que satisfacen las desigualdades mencionadas
anteriormente. De donde, d satisface la desigualdad siguiente:

—cB*K +bBK (Y+ q2E»)

d
= —2bK(ou—q1Ey) +a

Como consecuencia de estos cambios, las simulaciones numéricas obtenidas nos permiten
ver que efectivamente existe un tnico punto de equilibrio interno positivo y es estable
(nunca inestable) en una regién muy pequeiia del plano, 575 < xj,; < 600, 0 < y;,,y < 0.2.
Pero el punto de equilibrio 6ptimo encontrado con el Teorema de Pontryagin queda
totalmente fuera del 4rea definida y el valor obtenido de E; es negativo, lo cual no tiene una
interpretacion ecoldgica valida. Después de varias conformaciones, la siguiente satisface
tanto la buisqueda de un punto de equilibrio interno estable e inestable, como de los
esfuerzos de pesca 6ptimos:

o 2b
° A4<O.E1<—(1——> y aK > 2b.
q1 ak

o 2a+b?
A3 >0.E1 > —(1—
* ! ql( 2abK

e [a desigualdad A, < 0 es valida si se satisfacen,

1 { _20(b8—KaB(’Y—I-QQE2)

E I
S K8(2a+b.2) ’

) y 2abK > 2a+ b

para E» > 0.
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e SiA1>0,E < —

1 (8(—2be+oc) _Y) |

92 bBK
1 YbBK — cB*K — da
E — — .
para &1 > P (OC 3bKS
En este caso,
5 < —cB?K +bBK (Y+ q2E2)

—ZbK(OC—qlEl) +a

Por lo cual, dadas la condiciones anteriores, la existencia de este punto de equilibrio en el
primer cuadrante del plano cartesiano se confirma si:

o 2b o 2a+ b>
Ei<—(1-=), E1>—(1- ,
! ql( aK)’ ! ql( ZabK)

oc<1_£> £ 1 [ 2008 —KaB(y+q2Er)
g K8(2a+b.2) !

E, < 1 cPx
2 g> \ 1+ bx+ ax? v
Para estudiar la dindmica local del sistema (3.9) alrededor de los puntos de equilibrio del

sistema, calculamos la matriz jacobiana del campo vectorial que define al sistema (3.9) y
la evaluamos en cada uno de ellos.

1. Para el punto trivial, J(Pp) tiene como valores propios A} = oo — q1E; y Ay =
—(Y+ q2E»). Entonces, Py es un punto silla, ya que oo — g1 E7 > 0.

2. Parael punto Py = (¥ (0u—g1E1),0), J(Py) tiene los valores propios siguientes:

M =—(a—qi1E),
_ OBeK (0~ giEy) )
o? +()LbK((X.— qlEl) +aK2((X—C[1E1)2

A2 (Y+ q2E»).

P es punto silla si se cumplen las siguientes condiciones:

o
o [ < —,
q1
1 oPcK (o — g1 Ej
.E2<—(2 B ( q 2) Z_Y)
g2 \ 02+ abK(0.—q1E1) +aK?(o— q1E})
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P es punto de equilibrio asintéticamente estable si se cumplen las siguientes
condiciones:

o
o [ < —,
q1
1 oPcK (o — g1 Eq
OE2>—<2 B ( q 2) Z_Y)
g \ o2+ obK (0. — g Ey) +aK?(o.— g1 Ey)

3. Para que el punto de equilibrio interno Py, = (X, yins) sea asintGticamente estable
localmente, se requieren las siguientes condiciones:

* Si y satisface la ecuacion (3.10),

Traza<O,

Ei(y1) < 1l %im P YKR_CBX"Z”’;L Xk )1

q1 K K \ bBxin: + 2aPx;,, — 28R?
1 i\ [ BBxXins + 2aPx2, — 28R? cBK — R
E > — ( _ ) int . e MYy
2(y1) qz( H-—¢ ( RP + Xine RK Y

y

bBxins +2aPx?, — 28R* = (—2a%8)x} + (—4abd)x; .

+(—4ad — 28+ 2aP)x2,, + (BB + 4b8)xin — 28 > 0 V.
Determinante >0,

En(y) > 1 [AK*>—BK+C
A= 48a%1Px}, + 6dabuxs, + (4adu + 28212 ) xin + 28bp? — P2y,
B= 100dua’x}, + 1608uabx;,, + (1208ua + 60dub?)x2,

+(80dub — 20cB?) xjns + 20081,
C= 65a2(x2x?m + 105a0¢2bx?m + (88aa® + 460L2b2)x;?’m + 650cszi2m + 280X,
D= 2aPuxin + bPu,
E = 30aPxl, +20bPxiy +ap

E — DK = 3a0x* + (20tb — 2auK )x + o, — buK >0,
donde R = 1 + bx;y; +ax,~m2, u=o—qkE.
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* Si y satisface la ecuacion (3.11),

Traza<O,
Ei(yy) > 1 o ARP+BR?*+CR+D
12 a1 K8R3 y
A = 'YKS — 20(5)6,'",,
B= KPBY— cBKdxiy,
C= —KByXin (b+2axin) — P*KxXin,
D= cﬁszlZm (b + 2axiy)

1 ( (—uK 8+ 208x ) R? + cPKSx;s R* + cB*Kxin:R — c[32le-2m (b+2axin) Y)

E < —
2(y2) p KR(8R? + BR — Buxins (b +2axin; )

Determinante >0,

Exn(y2) < —
q2

1 ( (200 — Ku)SR® —AK
KB )
A= 2a[32cxl-3m — 20[32xinz7

B= _azﬁx?m - abﬁx?m + bPxin + B,

donde R = 1 + bx;y; +axint27 u=0o—qkEy.

Ahora, P;;; es un punto de equilibrio inestable para las mismas condiciones del
determinante, pero para la traza se deben satisfacer:

1 i\ [ DBxins +2aBx%, — 28R> K — oR
Ex(y1) < - [(#—ax t)( P + 24P, )+xim (c[i_oc) —Y}

K BR RK
y
Ea(ya) > 1 ( (—uK8 + 200, )R> + cBK iy R? + P> Kxiyy R — cB? K2, (b + 2axin) 'Y)
2= KR(SR2 + BR — Bxin (b + 2axim)) '
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En el modelo anterior, probamos formalmente la persistencia uniforme del sistema (3.7),
su interpretacion bioldgica es que las especies presa y depredador sobrevivan, ain cuando
el tiempo ¢ sea demasiado grande. La demostracidn consistia primeramente en probar que
toda solucién que inicia en Ri estd acotada uniformemente y en proponer una funcién
de Lyapunov promedio 6(x,y) que cumpliera ciertas condiciones, como la sustitucién de
los puntos de la frontera, Py y P; en 6(x,y), de tal forma que la funcién construida ¥ =
o'(x,y)

o (x,y) T
demostraremos la persistencia uniforme de (3.9).

, sea continua en R2 y sea siempre positiva para ¥(Py) y W(P;). A continuacién,

Teorema 3.3.1 El sistema (3.9) es persistente uniformemente si se satisface la
desigualdad

1 O(BCK(OC—qlEl)
g2 \ 02 +abK(0.—q1E1) +aK?(o.— g1 E)

ofcK (o —qi1E1)
o2+ OCbK(OC - QIEI) —|—aK2(OC— 6]1E1)2'

T <

Demostracion 3.3.1 Sea 6(x,y) = XMyl con hy, i = 1,2 constantes positivas, una funcion
continua positiva de clase C', definida en Ri.

Asi como en el sistema (3.7), veamos las condiciones para las cuales 6(x,y) es una funcion
de Lyapunov promedio,

1. o(x,y)=x"1y2=0& x=00y=0, esto es, x,y € I(R2),

2. o(x,y) =x"y"2 >0= x" >0yy" >0, como 6(x,y) estd definida en R, entonces
x,y € int(R%),

3. Sed ! hyp hi—1 B =1
o (x, 2 x4 XMy 2y x !
W(x,y) = T8 7 Y E Y

o(x,y) Xyl x Ty

Luego, al sustituir X y y, se obtiene
X By cPx

WY(x,y)=h oc(l——)— El——2 n |- B4 —rt

(xy) =" [ k) D 1+bx+ax2] i { (Y+a2B2) + 1 + bx + ax?

Asi, ¥ es una funcion continua sobre ]R%r, para (x,y) € int(Ri)
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4. Ya que los uinicos puntos que se encuentran sobre la frontera de R2, son Py y Py,
sustituimos éstos en ¥(x, y).

T T
/() lP(0,0) dt = /0 hl[oc—qlEl] —hz[’Y+ quz] dt, p.a.T>0
= (m[o—qiEr] —ho[Y+qE2]) T

lo cual para un hy > 0 suficientemente grande y T cualquiera, es positivo.

Mientras que si

/OT\P (g(a_%El),O) dt =

ho | —(Y+q2E2) +

OCBCK(OC—qlEl) 1)71
2 2 2 >0
o —l—O(,bK(OL—qlEl)—f—aK (Ot—qlEl)

si se cumple la desigualdad

1 OCBCK(OL—qlE1)
E2<_ 2 2 2_Y )
g \ o —I—O(.bK(OL—qlEl)—l—aK ((X—qlEl)
g K E
o o —
. ek (a— g1 )

o2 —}-O(.bK(O(.—qlEl) +aK2(Oc—q1E1)2’
para todo valor de hy, y T.
Por lo tanto, 6(x,y) representa la funcion de Lyapunov promedio y todas las soluciones

de (3.9) son también uniformemente acotadas en R%, por ende, el sistema es persistente
uniformemente. #

Ahora mostramos la existencia de una bifurcacion de Hopf proxima al punto de equilibrio
interior, igual que en el modelo anterior.

Teorema 3.3.2 Una vez que se satisfacen las desigualdades para las cuales det (J(Piy)) >
0, el sistema (3.9) tiene una bifurcacion de Hopf cerca del punto de equilibrio positivo
interno en el pardmetro B que satisface las ecuaciones:

—MR*ERy /N> + 8cxd e B -
B(yl)— ! \/n+ (“ K> B()’Z)I &Zim

2cx ’ 28,
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con

& = cx?(b+2ax)—cxR,
&y = AR? —cx8R? — xAR(b + 2ax),

2ax
&= —oR’ (? —,U—k) ;
donde uy=ao.—q E1 y A=Y+ qE>.

Demostracion 3.3.2 Los valores propios de la matriz de Jacobi J(Py,) tienen la forma,

T 1
Nt = L + 5 \V/ Tr? —4Det,

2
donde Tr es la traza 'y Det el determinante de la matriz de Jacobi J(Pip ).
El determinante es positivo si se cumplen las condiciones para E,,

Exn )>l AKZ—BK+C_
221 o —K(E—DK) )

KB

donde R = 1+ bxjy; + axin®, 1 =0 —q1E, A, B, C, D,, E, A y B, fueron definidos
anteriormente. B
Ya que Tr =0 en B = B, entonces,

1 /(20w — Ku)dR? — AK
Exn(y) < n (( 1= Ku) —Y) ,

1
Nt = :I:E\/ —4Det = +iV/ Det,

por lo que [_3 es el pardmetro de bifurcacion. Ademds, se cumple la condicion de
transversalidad,

ox
ORe(Mint) _ 9 (Z) ) _ o M <0
B Ip=pon OB \2/Ip=pr) 2R 2B2(n1) 7
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siempre que E1 < o (1 — %)

IRe(Nin)
9B

con los coeficientes:

_E(Z)‘ — B,R2+B{R+B0>0
B=Pia) OB \ 2/ Ip=pra) : ’

e By = A—cx9,
e B; = —2B(y2)cx — xA(b + 2ax),
o Bo=2B(y2)er(b+2av)

para valores de E, que satisfacen las desigualdades Ex(y1) y Ex(y2).

Por tanto, de acuerdo al teorema de bifurcacion de Hopf, se concluye que p = B es un
punto de bifurcacion del sistema (3.7). Ademds, el punto Py, es inestable para toda 3 > B,
rodeado por un ciclo limite estable. #

3.3.2 Analisis global

La prueba de que el punto de equilibrio P; = (K /(o — g1 E}),0) es asintdticamente estable
globalmente es practicamente a la misma que la del modelo anterior.

Teorema 3.3.3 El punto de equilibrio Py = (%,0) es asintéticamente estable globalmente,
donde X = K/o(o.—q1Ey).

Demostracion 3.3.3 El punto Py es asintéticamente estable localmente para

(04
E<—,
q1

OCBCK(OC—qlEI)
E2 > — ) 2 2 _’Y
g2 \ 0 +obK(oo—q1E) +aK?* (oo —q1E)

Para mostrar que Py es globalmente nos basamos en el método directo de Lyapunov. Véase
el Apéndice A.2.

Sea V(x,y) = c1 (x — % —£In(x/%)) + c2y, donde V : R?> — R es una funcion continua y
diferenciable. Probaremos que existen c1 y ¢ € R positivas para las que V es funcion de
Lyapunov fuerte o estricta para el sistema (3.7) y para (£,0). V(£,0) =0 con V(x,y) >0
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para toda (x,y) # (£,0).

av x—Xx dx+ dy
- =_C - - CH—
dt ! dr "t
-2 (x—)?)z—L(c —¢)0)
K 1 + bx + ax? b=
Cl)?B
— Er+ ——— )
y(CzY+Cz<]2 2+ 1+bx+ax2+02 y)

Sicy=1ycy=1/c, entonces,

av o 2 Y+ q2E> B oy
A T e 2 <o
dr — K(x f) y( c +1—|—bx—|—ax2+ c

14 . o
Ya que — < 0, entonces V es una funcion de Lyapunov 'y Py es un punto asintoticamente

estable globalmente. ®

A continuacién probaremos que el punto P, es asintéticamente estable globalmente,
utilizando el Criterio de Dulac y el Teorema de Poincaré-Bendixson, como en el modelo
pasado.

Teorema 3.3.4 Dado que existe por lo menos un punto de equilibrio interno positivo
del sistema (3.9), entonces es asintoticamente estable globalmente para cualquier punto
inicial de la region

oxR?
B= {(x,y) ER?x>0,y>0,y< X

(xB(2ax+ D) — 8R?)

},R: 1+ bx +ax>.

Demostracion 3.3.4 El punto de equilibrio Py, es asintéticamente estable localmente si
se cumplen las condiciones vistas anteriormente.

1
Sea H(x,y) una funcion H : int(R?) — R de clase C', H(x,y) = —, H(x,y) > 0 para todo
Xy

(x,y) € Int(R%). Definimos hy = H(x,y) f(x,y) y ha = H(x,y)g(x,y)), para

B X By
flxy)=x (OC <1 - I?) 1 bt al —6]1E1>

cPx

1+bx+ax> a2b2 = 5y>

glx,y) =y (—Y+
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Asi, calculamos:

oh, Oh
Alx,y) =V - (hi(x,y),ha(x,y)) = a_xl + a_yz

o B(2ax+b) )

yK ' (14+bx+ax?)? x

1o B(2ax+Db)
__xy([( +8y>+(1+bx+axz)2

£0

A(x,y) no cambia de signo y es distinta de cero en B, de acuerdo al Criterio de Dulac, no
hay dindmica periddica.

Por lo cual P;y; es un punto de equilibrio tinico y positivo del sistema (3.7) dentro de IntR%L
y todas las soluciones que inician en R* estdn uniformemente acotadas.

Luego, de acuerdo con el Teorema de Poincaré-Bendixson, Py, es asintoticamente estable
globalmente en la region B. #

3.3.3 Equilibrio bioeconémico

Recordemos que un punto [Xe, Yoo, E1e0, E2s| s€ dice que es bioeconémico si satisface el
sistema algebraico:

1= (p1g1x —c1)E1 + (p2g2y — c2)E2 =0

x By B
a(l_E>_l+bx+ax2_chEl_O (3.12)
cPx
oyt — P Sy pEr =0

1. Si E; =0, despejamos x de la primera ecuacion del sistema (3.12).

c ) o
Sea x., = ot para un Ej fijo. Ya que c¢; < p1q1x < p1q1K, sustituimos x. en la
P141
tercera ecuacion:

N (_YJr cBeipig )
d P%Q% +bci1p1qi +aC%

Ya que obtuvimos X« ¥ Yo, sustituimos ambas en la segunda ecuacion y despejamos

135



_ BP%CI% (—Yp%q% —Ybc1p1q1 — yac% +cPeipiqr)
8(piqi +bc1piqi +acy)?

2. Ahora £} =0y yo = C—z, para E; finito, obtenido de despejar la ecuacién 1 del
2

sistema (3.12). Sustituyendo y.. en la segunda ecuacion, obtenemos,

oax® + ob —ak)x* + o1 — bK)x — aK + &K: 0.

P2q2

c o . ., ..

Para b < aK,bK > 1y 2 < —, existe al menos una solucién positiva x.. Para
P2q B

este valor de X,

E200 = i (—’Y 862 + Cono )

B P2qr 1+ bxe + ax.?

dcy cPxeo
< .
P2qy 14 bxes + axe?

3. SiE; =0y E; =0, entonces el sistema (3.12) se convierte en uno de dos ecuaciones:

x By
1——) S e——
OL< K 1 + bx + ax?
cPx
Y+ ——— — —§y=0
Y+1+bx+ax2 y

Despejamos asi, la variable y de la segunda ecuacion,

L G
Yo =5\ 7Y l+bx+ax?)’

Asi, la sustitufmos en la primera, obteniendo el polinomio Asx + Asx* + Asx® +
Axx? +A1x+ Ao = 0, donde los coeficientes son:
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e As=—a*0d <0,

e Ay =aod(aK —2b),

Az = ad(2abK —2a — b?),

Ay = 2a08K + 0b*8K — 2068 + aBKY,
Ay =20b3K — 08 + bPKy — cB’K,

Ao = K(ad+By) > 0.

Dado que As es negativo y Ag positivo, entonces escogemos la siguiente
configuracién para la existencia de un punto positivo x..: A4,A3,A2,A1 > 0.

. Si Ey #0y E; # 0, es decir, si la pesqueria total estd en operacion, de la primera
. . c c .
ecuacion del sistema (3.12) se encuentra, x., = —1, Voo = 2 Sustituimos estos
. . Piqi N2
valores en las ecuaciones dos y tres del sistema, despejando de éstas E| y Ej,

respectivamente.

| 2 2
Eloo = — ((X (1 — ‘l ) — B ZBC2p1q1 2 ) )
q P11k p2q2(piq7 +bcipigi +acy)

2 2
c
si se cumple que, o <1 — ) > . ZB 2P14) .
Pk paga(pigy +beipign +acy)
Ee, = ! 8¢ cBeipriqn
2=\ TV T 12 7 )
1 P292  piq7+bcipiqr +acq
8¢ cBeipigi

si se cumple que, Y+ < .
. piq} +bepigi +aci

ASi, (Xoo, Yoo, E100, E200) €8 un punto de equilibrio bioeconémico si y sélo si las condiciones
anteriores se cumplen.

3.3.4 Politica 6ptima de cosecha

Para el sistema que nos ocupa, el problema de control 6ptimo se enuncia como sigue:

J:/0 e " [(p1g1x—c1)E1 + (p2gqoy — ¢2) o] dt,
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el funcional obtetivo que esta sujeto al sistema (3.9). El Hamiltoniano para este caso es,

H=e¢""[(p1gix—c1)E1 + (p2g2y — c2) Es] + M (Fy — q1xE1) + Ao (Fa — qoyE»),

donde 5
X Xy
F :ax(l——>——
! K 1+ bx+ ax?
’ p
cPuxy 2
P =— — &y
2 Yy—i_l—i—bx—kaxz Y

La dependencia de H respecto a E; y E es lineal, lo cual facilita el siguiente cdlculo:

oH Wt Cq
H _ ) Mg =0, A = e [ pr— L),
3E, ¢ (p1gix—c1) —Ahiqix 1=e (Pl o
oH _ _ (6))
—=¢ " (ppy—c2) —hgpy=0=h =" pp—— |,
oE, q2y

Ahora, calculamos A, y Ao y sustituimos A y A;, obteniéndose

By(ax® —1) )

. X
= —[—Wf Ei+\ a(l——)— E
1 e " piqikn + 1( q1 1+(1+bx—|—ax2)2

K
By (1 — ax?
A ((l?gai—kaxz)ﬂ) }’

de donde, al hacer 7»1 = 0 se obtiene

y = (14 bx+ax*)?

x(ax? —1)B(p1 —c1 —c(p2 —c2))

Procediendo de forma analoga con A,

. CcpPXxX
M= — [efw’quzEz +X2 (-Y— q2E» — 28y + L)

1+ bx + ax?
Bx
(i)
- 1( 1+ bx + ax?
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Sustituyendo y en A2, obtenemos que la x que satisface A2 = 0 es la raiz del polinomio
A7x” 4 Aex® + Asx® + Aux* + Azx® +Arx? 4+ A1x + Ay, donde los coeficientes son:

Apg =

4a’adpi paqiqo,

2a*a8K p2q192(—aKpiq1 +6bpiq) — acy),
6a0dp2q1q2(—abKpiq) — abey +2b*piq1 + 2apiq1),

208p2q192(—3ab*Kp1g1 + 12ap1qy — 3ab*ci —3a*Kp1q1 — 3a’ci +2b°piq1)
+a*BK 3 (Yp1p2g2 — cYp3q2 — ccadpy — c2dp),

241 (—6a0bdK p1p2g192 — a*Be1YK pagr — 6aobe18pagr — ab>SK pipaqign
—aP?cK p1p2q1q2 + 60b*3p1 p2q1q2 + 6a0dp1 p2q1 g2 — 0b c18pagn + a*Peic28K)
+aKq3 (bByp1p2g2 — bBeyp3qa — bBecadpr — bBeadpr + B2 piqn + BPpig2),
3q1(—abBc1YK p2g2 — 2a08K p1 p2q192 + aP*cc1K pagr + abPeic28K

—20b%8K p1p2q1q2 — 2a0ic18p2gs + 40b8p1 paqiq2 — aB*c1 K pigz — 20b%¢13pagn),
BKq1(bcyp3qiqz + bBeci paga + bBecadpagi + beadpigi + b*c1c28K — bypi pagigo
—b*c1Yp2g2 — bBe1p1gz — Be? p3q1q2) + 2(—30b3K p1 p2qiqr — aBe1 YK paqiga
—3abc18paqiqr + aPeicrdKqr + BAcK pipagiqr +208p1 pagiqr + aP*ciKqy),
—208p2g2 (K147 + c1q1) + BK (—be1Yp1g1g2 + cc2dpapt + beicadq1 + cypiqian
—YP1P2q3q2 — Bec1p2qi1gz + Be1p1giga + c28p1g3 + belqn).

Resolviendo el polinomio encontramos el valor éptimo de x*, con éste calculamos y* y
con ambos valores, los esfuerzos pesqueros 6ptimos, utilizando las ecuaciones:

obteniendo el punto P* = (x*,y*,E{,E}), que satisface que

1 * *
q1 K 1 4 bx* 4 ax*
1 cPx*
EE=—]-vyv-®»+—
2 (q2)< = 1+bx*+ax*2>

2
(P*) <0y que el

oE?
determinante de la matriz Hessiana Hess(P*) es positivo,
0*H 0’H
2 (PY) (P
OE? OE|0E
det(Hess(P*)) =
o’H 0’H

T T 522«}))
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Figura 3.12: Gréfica de la desigualdad de E> que nos indica para que valores de éste, Py
sea estable o punto silla, para 0 < E < 10.

PH_ o (4B 4
OE? D% \dx dyy ’
0’H . yaH (dEz)H_ dEzy,)
5 = —@y=—\| 5 X+—V,
oE3 dy \ dx dy
Pu__ | on(dE dE
0E0E, D9 Udx dyy ’
PH__ | om(dE dE
O0E-0E, 7y dy \ dx dyy '

3.3.5 Simulaciones numéricas
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Mas adelante, en las simulaciones numéricas, conoceremos los resultados tanto del punto
de equilibrio como de los pardmetros E;.

A fin de obtener las soluciones numéricas, se usé el software Matlab y rutina ode45.
Comenzamos a resolver el sistema con los valores de los siguientes pardmetros: o0 = 2,
B = 0.099, vy = 0.00045, K = 600, a = 0.000198, b = 0.00198, ¢ = 0.01, ¢; = 0.2,
g2 = 0.02.



Comenzamos con las condiciones sobre Ej; y E, para las cuales el punto P =

K
(&(oc —qEy), 0) es asintoticamente estable o un punto silla. Véase la figura 3.12.

Py es asintoticamente estable si se satisface,

1 OLBCK(OL—(]lEl)
E2>_ 2 2 2_’Y )
g2 \ o —i—chK((x—qlEl)—l—aK (O(.—qlEl)

mientras que es un punto silla si

E, < 1 ( afcK(a—qiEr) B )
2 q2 O(,Z—I—O(.bK(OC—q]El)+aK2((X—qlE1)2 v)

Existencia y estabilidad punto de equilibrio interno positivo

Para la bisqueda de los pardmetros E; y E», de tal forma que el punto de equilibrio interno
exista, las desigualdades que se deben satisfacer son las siguientes:

o 2b o 2a+b?
E —(1-=)=96 E —(1- = 1.4992
L q1 ( aK) 26, 1> q1 ( 2abK ) 92,
1 2008 — KaB(v+ q2E»)
Ei< —|o— =10 0< E, < 25.
L< & [“ Ko(2a+b2) ’ 2

Es decir, 1.5 < E; < 9.6 y 0 < E; < 25. Si se satisfacen ademds las desigualdades para
que yi,; > 0, véase la figura 3.13,

E<a<1 x>
1 - = i}
q1 K

1 cPx
EbE<—(———=-—v]).
2<q2(1+bx—|—ax2 Y)
Por lo anterior, 1.5 < E; <9.6 y0 < E; < 1.6.

Para encontrar los valores de E; y E; que nos garantizan que el punto interno es
estable, calculamos las desigualdades de la traza y el determinante de J(P),) y J(P,,),
correspondientes a la sustitucion de las ecuaciones (3.10) y (3.11) en la matriz jacobiana.
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La traza es negativa al cumplirse dos desigualdades para E:

E](y]) <% |:OC— OlXins _E ( YKR_CBxlznt+a‘xintR ):| 7

K K \ bBxin +2aPx?, — 28R2

siempre que el polinomio bBxi, + 2aBx?, — 28R? sea positivo para toda Xy, como se

muestra en la figura 3.14 y

1 AR’ +BR>+CR+D
E R
D e |
donde,
A= YK&— 200,
B= KPBy— cBK8xin,
C= -K Byxine (b + 2axin; ) — chKx,-m,
D= CBZKXizm (b4 2axin),

para los valores de 0 < x;,; < 71, donde el polinomio SR> + BR — BXiny (b + 2axiy ) es
positivo. Véase la figura 3.15.

1 AR +BR*+CR+D
E J—
(02) < - (e SRR,

para 71 < x;,; < 600 si el polinomio SR> + PR — Bxiny (b 4+ 2axiy ) es negativo.

La gréfica de las desigualdades de E; se pueden observar en la figura 3.16. Como vemos,
P;,; es estable si E| se encuentra en el area sombreada A o B.
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bRx+2apx?-26R250
E T T T

[i} 100 200 300 400 500 B00

Figura 3.14: Gréfica del polinomio bPx;,, + 2a[3x2 —28R?, para 0 < x;,; < 600.

nt

Yig POSIO
o T T T T T T

1 1 1 1 | 1 1 | 1 | 1 1 | 1 1 | 1 | | 1 | 1 1 | 1 | | 1 |
0 200 40 B0 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 450 500 620 640 660 560 600
®

Figura 3.13: Gréfica de las funciones E; y E», que definen si yj,; es positiva, para
0 < xijnr < 600.

Ahora, para que la traza sea negativa, también deben analizarse las siguientes
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BRZ-+RR-betax(b+2ax)

7 L 1 L L 1 L L L | | | |
0 200 40 B0 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 450 500 620 640 660 560 600
®

Figura 3.15: Griéfica del polinomio SR> + BR — BxXiny (b + 2axin ), para 0 < X, < 600.

desigualdades para E»:

Ex(y1) > é (( - %‘x) (be+2a£E2_26R2) +x (—CBI;;OCR> —Y) :

1 ( (—HK B+ 208%in )R’ + cBK 8y R* + cB* Kxim R — cP* Ko, (b +2axim) Y)

E -
202) < KR(3R? + BR — Bjns (b + 20y ) )

donde SR> +BR — BxXiny (b + 2ax;y ) es positivo para 0 < xj,, < 71y negativo si 71 < x;,; <
300.

Las desigualdades que deben satisfacer Exs(y1) y Ex2(y2), para que el determinante de la
matriz jacobiana, evaluada en el punto interno, sea positiva son:

Exn )>1 AK? —BK+C
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Traza<(]

I R S S (N A A AN N e (i Y N N AN AU AN SN M
u]

O 20 40 G0 &0 100 120 140 160 180 200 220 240 260 260 300 320 340 360 330 400 420 440 460 480 500 520 540 560 560 600
X

Figura 3.16: Gréficade E{(y;), E1(y2), E1,x =71y E; = 1.6, para 0 < x;,; < 600. El drea
sombreada define los valores de E; para los que la traza de J(P;, ) es negativa.
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A= 48a*1Px] , + 63abu’xt, + (4adu* + 28b°u? )xin + 28bp* — By,

int

B= 1008ua’x}, + 1608uabx;  + (1208ua + 6adub?)x7,

nt

+(80t8ub — 206cB?)xins + 20031,

C= 638a*a’x), +108ac®bx}, + (88ac® +480%b%)x3 , + 6807bx2,, + 2807,
= 2aPuxin + bPu,
= 3aaPx?, +20bBxiy + of,

en la regién donde el polinomio E — DK = 3aowx? + (20b — 2auK)x + o — buk, sea
positivo,
1 [AK*—-BK+C
E <— | 7|
2bn) <o { K(E — DK) }

donde el polinomio E — DK = 3aow? + (20b — 2auK )x + 0. — buK, sea negativo y

1 (2ocx,-n,—Ky)5R3—AK_
KB Y],

Exn(y) < —
(v2) -

A ZaBZCJc?m — 2¢B%Xjt

= —azﬁx?m — abe?m + bPxin + B-

o]

Sea E; = 8 un valor fijo, que se encuentran dentro de la regién de existencia y de
estabilidad del punto interno positivo. De acuedo a la region sombreada de las figuras
3.17 (@) y (b),

e Si0 < xjy <26, region A de ambas graficas,

Ex(y1) < E» < - cpx
21 2 72 \ T+ bx+ax? Y/

e Si45 < xjy <71, regién B de ambas grificas,

E>(y1) < E» < min (l (L —y) ,Ezz(y1)> .

g> \ 1 +bx+ ax?

e Para x;,; > 71, regién C de la figura 3.17 (a), no hay regién de interseccion en la
figura 3.17 (b).
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Traza<0, E,=8

— &)
| — )

—F

— 71

02 E
A
i i i i i

L
0 20 40 60 0 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 30 380 400 420 440 460 430 600 620 540 560 580 GO0
x

(a)

Determinante>0, E,=8

T T T 7T
—Eyly,)
E,(1y)
—&
2 / —

A | |

7

/ 0\

—

A

i L [ - i i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 40D 420 440 460 480 00 520 540 560 580 GO0

(b)

Figura 3.17: (a) Grificade E»(y1), E2(y2), E» y x="T1, para E; =8, con 0 < x;;; < 600, en
donde la regién sombreada muestra los valores de E; para los cuales la traza de J(P;y ) es
negativa. (b) Gréfica de las desigualdades Ex(y1), Ex2(y2), E> y del polinomio E — DK,
para 0 < x;,; < 600 y E; = 8. El area sombreada nos define el rango de E; que satisface
que el determinante de J(P;, ) es positivo.
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Traza<0, E,=5

i) L L L L | | L | | | 1 L | | | | 1 | | 1 1 1 | | | | 1 | |
0 20 40 60 80 100 120 140 B0 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 520 540 560 580 600
H

(a)

Determinante>0, E, =5
T T T T

1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0
0 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 520 640 660 580 GO0
*

(d)

Figura 3.18: (a) Gréfica de Ex>(y1), E2(y2), E2, x =71, para E} =5y 0 < xj < 600.
El drea sombreada nos define el rango de E; que satisface que la traza de J(Pyy) es
negativa. (b) Griéfica de las desigualdades E»(y1), Ex(y2), E> y del polinomio E — DK,
para 0 < x;,; < 600 y E1 = 5. El area sombreada nos define el rango de E; que satisface
que el determinante de J(P;,) es positivo.
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Dado E; =5, otro valor dentro del 4rea de existencia y estabilidad de Pj,;, obtenemos
la grafica de las desigualdades tanto para la traza negativa, como para el determinante
positivo, véase la figura 3.18.

e Sixj,; €A, de ambas gréficas, 0 < E; < 0.1.
e Para x;,; € B, de la figura 3.18 (a), no existe region de interseccion en la figura 3.18

(b).

Inestabilidad punto de equilibrio interno positivo

Si buscamos P;,;; sea un punto de equilibrio inestable, se satisfacen las mismas condiciones
del determinante, pero para la traza positiva, cambian las desigualdades:

Ex(y1) > q—lz (( - %x) (be+2aI§E2_26R2) +x (—CBI;;OCR> —Y) ,

Ex(y2) < —

o KR(3R? + BR — Bxin (b + 2axin )

Segiin la gréfica 3.16, los valores de E| para los cuales la traza de J(P;,;) es positiva, se
encuentran en la region I: 262 < x;,; < 500y 1.6 < E; < 5.6. Por lo cual, si E; = 8, no
hay regién de E; para la que P, sea inestable.

Cuando E; = 5 y comparamos las graficas de la traza positiva, figura 3.19 (a), con la
del determinante positivo, figura 3.19 (b), se define una séla region comprendida entre
0 < x;r <71, el valor de E> se mueve entre

Ex(ys) < By < cpx
202 2 g> \ 1 +bx+ ax? T

Pero para limitar la existencia simultdnea del punto P; estable y Py, inestable, tomamos
las desigualdades:

cPx ) 1 ( ofc(o—q1Er)

. 1
E>(y2) < E2 <min (—( y
q2

q> \ 1+ bx+ax? —

Esto, para toda E| que satisface las condiciones de existencia y que cumple con la regién
I de la figura 3.16.
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Figura 3.19: (a) Gréfica de E»>(y1), E2(y2), Ez, x =71, para E; =5y 0 < xj < 600.
El drea sombreada nos define el rango de E, que satisface que la traza de J(P;y) es
positiva. (b) Grifica de las desigualdades Ex(y1), Ex(y2), E2 y del polinomio E — DK,
para 0 < x;,; < 600 y E; = 5. El area sombreada nos define el rango de E; que satisface
que el determinante de J(P;, ) es positivo.
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Incluso, podemos ver el caso en el que exista un punto silla, es decir, cuando el
determinante de J(P;,;) < 0, para ello graficamos las desigualdades de la traza positiva
o de la traza negativa para cada valor fijo E1, junto con las siguientes:
1 [AK>—-BK+C
E <— |7/
nb1) < { K(E—DK)

en la regién donde el polinomio E — DK = 3aowx? + (20ib — 2auK)x + o — bukK, sea
positivo,

Exs( )>1 AK?> —-BK+C
221 ¢ | K(E—DK)

donde el polinomio E — DK = 3aowx? + (20b — 2auK )x + o — buK | sea negativo y

1 ( (200 — Ku)SR® —AK
Exn(y2) > p ( X5 Y)-

Si E| =8y latrazade J(P;y) < 0, véase la figura 3.20. La interseccién de ambas regiones
es la siguiente: 71 < xj,; < 285,

E( )<E <l L_
2072 2 g2 \ 1+ bx+ax? T

Si la traza es positiva, E| # 8, por tanto no hay area de interseccion y por ende no hay
valores para Ej.

Para E| =5, observamos la figura 3.21, en la que tenemos las graficas de las desigualdades
para la traza negativa y el determinante positivo. Si 170 < x;,,; < 320,

1 cPx
E b —|—————————-7].
2(2) < Bz < q <1+bx—|—ax2 Y)

En el caso de que la traza sea positiva y el determinante negativo, figura 3.22, para este
mismo valorde Ey y 71 < x;, < 170,

Exn(y1) <Ex< min{i <$ y) ,Ez(yz)} :

¢ \1+bx+ax®
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Traza<0, E,=8
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(b)

Figura 3.20: ((a) Grafica de E>(y1), E2(y2), Ex y x =71, para E; = 8, con 0 < x;,; < 600,
en donde la regién sombreada muestra los valores de E; para los cuales la traza de J(P;,)
es negativa. (b) Grafica de las desigualdades Ex(y1), Ex2(y2), E2 y del polinomio E — DK,
para 0 < x;,; < 600 y E; = 8. El drea sombreada nos define el rango de E; que satisface
que el determinante de J(P;, ) es negativo.
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Traza<0, E,=5
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Figura 3.21: ((a) Grafica de E>(y1), E2(y2), Ex y x =71, para E; = 5, con 0 < x;,; < 600,
en donde la regién sombreada muestra los valores de E; para los cuales la traza de J(P;y)
es negativa. (b) Grafica de las desigualdades Ex(y1), E22(y2), E2 y del polinomio E — DK,
para 0 < x;,; < 600 y E; = 5. El area sombreada nos define el rango de E; que satisface
que el determinante de J(P;, ) es negativo.
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Figura 3.22: ((a) Grafica de E>(y1), E2(y2), Ex y x =71, para E; = 5, con 0 < x;,; < 600,
en donde la regién sombreada muestra los valores de E; para los cuales la traza de J(P;,)
es positiva. (b) Grifica de las desigualdades Ex;(y1), E22(y2), E» y del polinomio E — DK,
para 0 < x;,; < 600 y E; = 5. El area sombreada nos define el rango de E; que satisface
que el determinante de J(P;, ) es negativo.
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Analisis de los resultados

Entonces, de acuerdo a los resultados obtenidos,

e Si tomamos E; = 8 y queremos encontrar un punto de equilibrio interno positivo y
su interaccién con el punto Py, nos fijamos en el rango 0 < x;,; < 26. Sea x;j,; = 25,
entonces E(y;) < Ez < é (H—bcx—ﬁiaxz —y) , es decir, 0.8357 < E», < 1.0318.
Por lo tanto, tomamos E, = 1 y obtenemos los puntos P;,; = (24.5902,3.7535) y
Py = (120,0), el primero es asint6ticamente estable y el segundo un punto silla.
Véase la figura 3.23 (a). Analizamos ademas la existencia de algin punto silla, es
decir, para esa misma x;,; = 25, necesita satisfacer las desigualdades

1 cPx
E <E<<—|——5—-7]),
202) < B 92 ( 1 + bx + ax? Y)

1.0133 < E; < 1.0318, lo cual no ocurre para E, = 1.

Para E)1 =8 y E» = 1, Py, es asintOticamente estable globalmente para cualquier
condicidn inicial de comience en la region

B={(ry) cR2x>0,y>0,y< ouk®
Y YUY S KB 2ax+b) —oR2) [

véase la figura 3.23 (b).

e Sean E| = 8y xj;; = 49, perteneciente al rango 45 < x;,; < 71, entonces E> debe
satisfacer las desigualdades

Ex(n) < E» < cbx
21 2 72 \ T+ bx+ax? Y/

esto es, 1.2007 < E, < 1.5195. Tomamos asi E; = 1.5, para el cual encontramos
Py, = (48.9303,3.7591) asintticamente estable y P} = (119.99,0) estable. Véase
la figura 3.24 (b). En este caso, existe ademads un punto silla, esto porque E; = 1.5
satisface la desigualdad

1 cPx
E Ey<— | —FP
2(2) < 2<q2<1+bx+ax2 Y)’

1.0133 < E» < 1.0318, 1.4999 < E» < 1.5195.
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e Enel caso que E1 =5, si x;,; = 3.5, E» cumple que
E> > E>(y2)

y

E> < min 1 cfx —y 1 afc(o—q1E) —y
g> \ 1+ bx+ ax? "q2 \ 02 +abK (o —q1E1) +aK* (o — q1E1 )?

0.0998 < E, = 0.1501. Asi, E; = 0.1 y ocurre que P;,; = (3.5359,10.0766) es
inestable y P; = (300,0) es un punto silla. Véase la figura 3.25.

Para que exista la condicién de transversalidad del pardmetro de bifurcacion B BoR* +
B1R+ B0 > 0, donde

e By = A—cx9,
e B; = —2B(y2)cx — xA(b + 2ax),
o By =2B(y2)cx?(b+2ax),

Si Ey =5y E; =0.1, es cierto que es positivo, véase la figura 3.26 (a). Entonces, si B
cambia de 0.099 a 0.04, ya no existe solucién periddica y el punto de equilibrio sigue
siendo inestable, véanse las figuras 3.26 (b) y 3.26 (c).

Con respecto al punto de equilibrio y a los esfuerzos pesqueros Optimos, si tomamos los
valores de los pardmetros c; = 5, ¢o = 15, p; = 10, p» = 10, w = 0.005,

P(x*,y*,Ef,E}) = (2.557,19.6963,0.2692,0.0042).

El cual satisface que
FH . 33 —0.005¢
=5 (P) = —2.0045 x 1077~
oE;

y que el determinante de la matriz Hessiana,
det(Hess(P*)) = 9.1364 x 10773~ 0-00%

es positiva. Asi, H encuentra su valor mdximo en P*. Destacamos que el uso de estos
valores de los pardmetros que satisfacen que el Hamiltoniano alcance un valor méximo,
tiene una interpretacion interesante puesto que asi como en el modelo (3.7), en éste se
conserva el aumento en el precio de la presa, pero también del depredador, puesto que
ocurre una disminucién en la poblacion de ésta tltima por la misma competencia interna
y ademads se incrementa también el costo de la pesca del depredador.
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X'=x(2-0.2 E1- w300 - (beta y)(1 +bx +a %) E1=8 a=0.000198 E2=1
y'=y (-0.00048 - 002 E2 + (¢ beta wV(1 +b x +a %) -0.0001 y) b=0001%8 beta =0.099 c=00
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Figura 3.23: (a) Retrato fase del sistema (3.9) para E; =8 y E» = 1. (b) Grifica de la
region de estabilidad asintética global con condicién inicial xg = (20,2).
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X'=x (2- D2 E1 - /300 - (beta y(1 +b x +a%3) E1=8 a=0.000198 E2=15
y =y (-000046-002 E2 + (¢ beta s)i(1 +b x + a x?) - 0.0001 ) b=000198 beta=0.093 =00

Figura 3.24: Retrato fase del sistema (3.9) para E; =8y E; = 1.5

=% (2-02El- %300 beta y)(1 +bx +ax?) E1=6 a=0.000188 E2=0.1
y'=y (- 0.00046 - 0.02 E2 + (c beta /(1 +bx +a x2) - 0.0001 y) b=00mes beta =009 c=00
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Figura 3.25: Retrato fase del sistema (3.9) para Ey =5y E; =0.1.

158



2 -
B,R?+B R+B,, E,=0.1
10 T T T T

0 50 100 150 200 250 300 350

(a)

X'=x 2-02 E1 - /300 - (beta y)(1 +b x +23) E1=5 a=0000198 £2=01
y'=y DOODME - 002 E2 + (¢ beta (1 +b x-+3 - 00001 y) b=0001%8 beta=0,099 c=001
T
@
5
@
. ———
al ; e m TTTIT N -
=25 <

n T \ )
15 =

(b)

X=X @-D2E1- 300~ (beta y(1 +bx +2 ) E1=5 a=00001%8 201
y'=y 00004B-0.02E2 + ( beta (1 +bx +a:3)- 00001 y) b=0001% beta=004 c=ont
T T
1
- o RN -
o= .

[ E] 100 150 20 250 E]

©

Figura 3.26: (a) Grafica de la condicion para la cual existe la transversalidad del pardmetro
de bifurcacién B. (b) Retrato fase del sistema (3.9) para B = 0.099. (c) Retrato fase del
sistema (3.9) para B = 0.04.
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Conclusiones y perspectivas

Las conclusiones que aqui presentamos estdn organizadas de acuerdo al capitulo en el
que se obtuvieron. Al final listamos unos problemas que consideramos podrian ser la
continuacién de este trabajo.

En el primer capitulo de este trabajo, revisamos los modelos mateméticos poblacionales
elementales a través de los que se estudia la explotacion de los recursos pesqueros en
los que aun no se incorpora el problema de control 6ptimo. Aquéllos toman la forma de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Realizamos el anélisis cualitativo detallado
de dichos modelos en dos casos, a saber:

1. Cuando se trata de una poblacién cuya razon instantdnea de cambio la describe un
modelo logistico, la cual es sometida a explotacion. Esta toma dos formas: razén
constante y razon proporcional a la cantidad del recurso.

2. Cuando, desde el punto de vista demografico, la accién de los pescadores puede
ser interpretada como si se tratara de un “depredador” y, en tal caso, el modelo
matematico resultante es uno del tipo presa-depredador.

Un ingrediente importante que se introduce en este capitulo, es la definicién de la llamada
respuesta funcional de Holling. Esta es fundamental para los modelos que se proponen y
estudian en el tercer y ultimo capitulo de esta tesis. Las respuestas funcionales de Holling
tienen como origen modificar la razén de encuentros entre individuos presa y depredador,
por unidad de depredador, introducida en el modelo cldsico de Lotka-Volterra en el que
dicha razén es proporcional al producto de las densidades poblacionales.

En el segundo capitulo realizamos una revisién de los aspectos basicos de la teoria del
control 6ptimo. Esto se hace con la finalidad de dar las condiciones de optimizacion del
rendimiento sostenible del nivel de existencia del recurso natural y encontrar la ganancia
econdmica que se obtiene con respecto a €ste. El resultado mds importante de este marco
tedrico es el Principio del Maximo de Pontryagin. Con ayuda de éste, realizamos el analisis
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detallado del modelo matemadtico de tipo presa-depredador presentado al final del Capitulo
2, en el que la accién de los pescadores puede interpretarse como si se tratara de un
depredador. Aqui se estudiaron los distintos casos en los que se obtiene el llamado mdximo
rendimiento sostenible para diversos funcionales de ingreso.

Como lo comentamos en la introduccion histérica de este trabajo. En efecto, el
progreso econdémico y el balance ecoldgico de las pesquerias siempre han tenido un
conflicto de interés, el abastecimiento de nuestras necesidades y comodidades rompe
invariablemente la estructura de cualquier comunidad ecoldgica. Si una actividad estéd
generando graves dafios al ecosistema en una region y si ésta es inevitable, entonces la
autoridad gubernamental debe planear una politica de regulacién que minimice el dafio
del ecosistema. Una de esas actividades es la cosecha o extraccién de algiin recurso. Este
es el tema que abordan los modelos matemaéticos del tipo presa-depredador estudiados en
este trabajo, con dos ecuaciones diferenciales ordinarias que modelan la interaccién entre
dos especies. Incorporando el esfuerzo pesquero dependiente de la densidad poblacional
de cada especie. Es decir, el efecto demografico de los pescadores sobre la poblacion de
peces que se captura ya no es visto como los depredadores.

Se incluyen ademas las respuestas funcionales de Holling tipo II y tipo IV en un mismo
modelo, utilizando los mismos pardmetros en cada caso, de tal forma que podamos
comparar lo que ocurre con la evolucién de las densidades de ambas especies y con los
correspondientes esfuerzos de pesca Optimos.

En el primer modelo que se estudia en el Capitulo 3, se considera un sistema de tipo
presa-depredador bajo una razén constante de cosecha de ambas especies y la razén de
encuentros entre las especies estd dada por una respuesta de tipo Holling II, la funcién
mondtona creciente que se ve en la figura C.1. Se presenta el andlisis del efecto de
los esfuerzos de recoleccion en el sistema presa-depredador. Se demuestra que existe
exactamente un ciclo limite estable y que se produce en el sistema cuando el punto de
equilibrio es positivo es inestable. Ademads, cuando el ciclo limite no existe, el punto de
equilibrio positivo es asintéticamente estable globalmente. Se encuentra que es posible
utilizar los esfuerzos pesqueros E; y E; como controles para aproximar el sistema a un
estado especifico. En éste incorporamos el esfuerzo pesquero dependiente de la densidad
poblacional de cada especie. De hecho, es proporcional a ésta. Es decir, en este caso, el
efecto demografico de los pescadores sobre la poblacion de peces que se captura ya no es
visto como los depredadores.

Luego se examinan las posibilidades de existencia del equilibrio bioeconémico del sistema
y se discute la politica 6ptima de cosecha usando el Principio del Mdximo de Pontryagin.
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10 Respuesta funcional

Holling tipo 1 ]
Holling tipo IV

Figura C.1

Para finalizar se realizan las simulaciones numéricas con la rutina ode45 del software
Matlab, dados los pardmetros propuestos en el modelo de Kar [[18]], encontrando no sélo la
dindmica del sistema sino las coordenadas del punto de equilibrio ptimo (x*,y*, E;,E}).

En la seccion 3.2, proponemos un sistema presa-depredador en el que la razén de
encuentros de presas por unidad de depredador la da la respuesta funcional de Holling
tipo 1V, de forma tal que a mayor nimero de presas, la razén de ataque o consumo del
depredador disminuye; mientras que en la respuesta funcional tipo II, ésta alcanza su tasa
maxima de ataque o consumo cuando la densidad de las presas es muy grande. Véase
la figura C.1. La relevancia de cambiar el tipo de funciéon de Holling es, representar
el fenémeno de “grupos de defensa", término introducido por [30] para describir que
la depredacién disminuye o se detiene, debido a un incremento en la habilidad de la
presa para defenderse o “disfrazarse” cuando su densidad es lo suficientemente grande.
Fendmeno que muchos investigadores han documentado con base experimental y el
cual es usualmente obtenido no sélo en poblaciones pesqueras, sino en insectos [3], en
zooplankton [[10] o en mamiferos [35]. Ambas funciones se pueden observar en la figura

El sistema de EDO’s (3.7) tiene la misma expresion de cosecha tanto en presa, como en
depredador, por lo cual en este caso también estudiamos el efecto que tienen los esfuerzos
pesqueros en la dindmica del modelo. Se demuestra que toda solucion que inicia en R%_
estd acotada uniformemente y que es persistente uniformemente, lo que implica que las

163



poblaciones presa y depredador sobreviven después de mucho tiempo. Lo anterior se
realiza con ayuda de la construccion de una funcién de Lyapunov promedio que cumple
con ciertas condiciones sobre R?..

Del andlisis local, obtenemos cuatro puntos de equilibrio y de ellos, dos internos, el
primero es siempre un punto silla, para todo pardmetro positivo definido y el segundo
puede ser estable e inestable, dependiendo de las condiciones dadas. Se demuestra la
existencia de un ciclo limite que proviene de una bifurcacién de Hopf. El ciclo limite rodea
el punto de equilibrio positivo interno Py, , siendo B =0.0415 el parametro de bifurcacién
y cuya interpretacion es: la tasa maxima de ataque del depredador.

Mostramos también que los puntos de equilibrio P; (en ausencia de depredador) y Py,
estables localmentes, lo son globalmente, dadas ciertas restricciones y nos aseguramos
que no ocurran simultdneamente para los esfuerzos pesqueros obtenidos. Para probar que
P es asintéticamente estable globalmente usamos el método directo de Lyapunov y la
estabilidad global de P;,;,, en cierta region B, la realizamos con ayuda del Criterio de
Dulac y el Teorema de Poincaré. Los métodos descritos se definen en el Apéndice A.

Igualmente, se encuentra el equilibrio bioecondmico y se trabaja con la teoria de control
Optimo para encontrar el punto de equilibrio y los esfuerzos pesqueros 6ptimos buscados.
En las simulaciones numéricas, se utilizan los mismos parametros definidos en el modelo
(3.1), excepto el valor del pardmetro a, que no existe para el primer modelo. Ya que b/2a
se define como la inmunidad que la presa tiene del depredador y es ademads el punto para
el cual la funcién 1 + bx + ax? alcanza su punto maximo, si a es muy grande, la inmunidad
disminuye y vimos en los resultados del modelo Holling tipo IV, que no es matematica
ni bioldgicamente posible tomar el valor de @ como 0.00198, puesto que el valor de
esfuerzo pesquero 6ptimo es negativo y la densidad del depredador crece excesivamente.
Asi, restringimos que el valor de a, en el modelo (3.7), debe ser menor a 0.00198, elegimos
a = 0.000198 para que el valor de la inmunidad sea de 5 unidades.

La diferencia entre el segundo y el tercer modelo es la competencia intraespecifica
entre depredadores, representada por la expresiéon —8y?, que se encuentra en la segunda
ecuacion diferencial del sistema (3.9) y que se define como la disminucién en la
poblacién de depredadores, dado que existe una competencia por el alimento entre ellos.
Analizamos igualmente la dindmica de (3.9), para dos valores distintos de 9, obtenidos
de la configuracion del polinomio con el que se obtiene el punto de equilibrio interno
positivo. Si & = 0.03, se encuentra un s6lo punto P;,; y estable, pero el problema radica en
la reduccién dréstica de la region de existencia a 575 < xj; < 600y 0 < y;,; < 0; mientras
que los valores de equilibrio 6ptimo de x y de y no pertenecen a esta region y el esfuerzo
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de pesca Optimo para el depredador resulta negativo, lo cual no tiene sentido bioldgico ni
matematico. Asi, después de revisar y estudiar las distintas conformaciones del polinomio,
encontramos una que satisface la fenomenologia y nos proporciona la informacién que
necesitamos, ésta resulta con & = 0.0001.

Las metodologias para demostrar que toda solucidn estd acotada uniformemente en R%r y
que el sistema es persistente uniformemente se rescatan del modelo (3.7). Se demuestra
la ocurrencia de una bifurcacién de Hopf en B = 0.04 y la estabilidad local y global del
sistema (3.9). También se obtienen el equilibrio bioeconémico y la politica éptima de
cosecha. Se incluyen unas simulaciones numéricas que ilustran la dindmica.

Para poder hacer una comparacion entre los modelos, fue necesario utilizar el mismo valor
de los pardmetros, los valores de a y de d fueron calculados con base a los anteriores, como
lo mencioné hace un momento. Lo primero que observamos de la dindmica de los tres
modelos es el aumento de puntos de equilibrio, de tres del primer modelo a cuatro en el
segundo y cinco en el ultimo. El punto de equibrio trivial es siempre punto silla, el punto
P es el mismo para todos los modelos, pero puede ser estable o punto silla, dependiendo
de los esfuerzos de pesca encontrados. El punto interno positivo es analizado también para
ver las condiciones sobre E; y E, para que éste exista y sea estable o inestable. En los
modelos (3.7) y (3.8), existe ademds del punto interior otro punto que siempre es silla,
pero que no se presenta todo el tiempo en la dindmica, sélo bajo ciertas condiciones. Es
importante destacar que las restricciones sobre E; y E3, en los modelos de Holling tipo
IV, toman en cuenta que no ocurran conjuntamente que el punto P; sea estable y el punto
interior positivo inestable, ya que ésto generaria una ruptura en el ciclo limite estable que
aparece alrededor de P;,;, en ambos sistemas.

Con respecto a la dindmica global, la existencia de un ciclo limite tinico ocurre s6lo en el
primer modelo, puesto que ni el segundo ni el dltimo son un sistema del tipo Gauss y por
ende no cumplen con las condiciones dadas por Kuang y Freedman en [21]] para la unicidad
de este ciclo. Asi, en el caso de los sistemas (3.7) y (3.9) se encuentra una bifurcacién
de Hopf en el pardmetro B, alrededor del punto interno, que rompe la estructura ciclica
del sistema, los valores obtenidos son muy parecidos. Cabe mencionar que la estabilidad
asintdtica global del punto P, para (3.7) y (3.9), es dentro una regién B, es decir, que
cualquier condicién (xp,yo) que inicie al interior de B se aproximard asintéticamente al
punto de equilibrio.

El anélisis de los puntos de equilibrio bionémico y la politica 6ptima de cosecha sigue
un mismo procedimiento, utilizando la ecuacién que define la tasa neta de ingresos
econdmicos, la tasa de descuento o factor Whimpy, el mismo funcional objetivo y el
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Teorema del Principio Maximo de Pontryagin que nos ayuda a maximizarlo. Lo cual,
quiere decir, que lo unico que estd cambiando es el sistema de ecuaciones, definido como
las variables de estado de cada modelo, para las variables de control E; y Ej.

Segun Kar [[18], 1a respuesta funcional de Holling tipo II, representa el siguiente fendmeno:
cuando hay muchas presas juntas, éstas se refugian ante la presencia de los depredadores,
pero no es un refugio fisico, pareciera que “se esconden” ante el ataque, entonces en
este caso el consumo de presas, por parte de los depredadores no aumenta, se mantiene
constante. Lo cual tiene sentido, si analizamos la grafica de la figura C.1., usada en el
primer modelo, puesto que la funcién mondnotona creciente tiende asintéticamente hacia
la tasa maxima de ataque (30 unidades), cuando x es grande. Es decir, si x ~ 600, la tasa
de presas atacadas, por depredador, es de 26 y de ahi tiende hacia las 30 unidades, pero no
desciende.

Si ahora pensamos en los “grupos de defensa” y vemos la segunda grafica de la figura
C.1.,, si x = 50, ya se alcanzé la tasa mixima de ataque o de consumo de presas (3
unidades), por depredador, y para cuando x ~ 600, la tasa de consumo ya es de 1 unidad.
Si nuestro interés es netamente ecoldgico y éste es la cosecha de presas, en definitiva la
dindmica obtenida con la respuesta funcional tipo IV es el mejor escenario. Pero desde
el punto de vista econdmico, el beneficio maximo se alcanza si sube el costo de la presa,
esto porque la pesca es dificil si la presas tienen ese comportamiento. Si agregamos la
competencia intraespecifica entre depredadores, esto sin duda, subiria mds el costo de
pesca de ambas poblaciones y también de las unidades. Este andlisis se obtuvo de los
resultados de maximizar el funcional y obtener los valores de los pardmetros de precios
por unidad de presa y depredador, asi como los costos de pesca.

Las respuestas funcional y numérica se comportan como una perturbacion del sistema,
si ésta es del tipo II, la perturbacion es mayor y no cesa cuando x es muy grande, eso
quiere decir que la razén de cambio de presas disminuye mds rdpidamente, al igual que se
incrementa la razén de cambio de los depredadores. A diferencia de lo que ocurre con la
respuesta funcional y numérica del tipo IV, puesto que la alteracion del sistema sucede muy
rapido y disminuye al transcurir el tiempo. Asi, la interaccion entre presas y depredadores
va disminuyendo y la tasa de consumo de presas, por depredador, es minima; mientras
que la razén de cambio de las presas desciende mds gradualmente, al igual que aumenta la
razén de ambio de los depredadores.

Ademas, en los tres modelos, encontramos favorablemente los valores de los esfuerzos
pesqueros que cambian las densidades poblacionales de ambas especies, para tener

166



densidades que tiendan hacia un punto de equilibrio asintéticamente estable o a un ciclo
limite estable, cuando el tiempo sea mayor, lo cual es importante para la co-existencia de
las poblaciones de presas y depredadores, condicién ecoldgica indispensable en el tipo
de modelos que estamos trabajando. Destacando la dificultad de trabajar con el dltimo
modelo, que enriquecié por mucho la dindmica generada por el primer sistema, puesto que
con mds puntos de equilibrio nos brinda una mayor informacién cualitativa del modelo y
sobre las variables de control.

Para terminar con este trabajo, nos gustaria platicar acerca de los retos y propuestas que
se pueden hacer para mejorar y avanzar en el estudio de este tipo de modelos matematicos
de poblacion con cosecha y respuesta funcional Holling tipo IV,

1. Utilizar esta tesis como plataforma para considerar un modelo ecoldégico en el que
se calculen los valores de los pardmetros, a partir de datos reales.

2. Considerar un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales, las primeras
dos idénticas a los sistemas que estudiamos en el Capitulo 3; mientras que las otras
dos ecuaciones pueden describir la razén de cambio de los esfuerzos pesqueros de la
presa y el depredador, respectivamente. Tomando en cuenta el modelo de pesqueria
para dos especies visto en la seccién 1.2.5.

3. Introducir caracteristicas biologicas relevantes de la presa y del depredador en la
dindmica del sistema, como el periodo de gestacion, por ejemplo.

A continuaciéon definimos un Glosario con los conceptos técnicos y cientificos
relacionados con la actividad pesquera, que se utilizaron durante este trabajo.
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Glosario

B

biomasa
La biomasa se refiere a la abundancia del sfock en unidades de peso. En ocasiones
se refiere solo a una parte del sfock (biomasa de reproduccion, biomasa explotable),
pero no siempre se hace la distincién.

C

capacidad de carga

La capacidad de carga de una especie bioldgica, en un ambiente, es el tamafio
maximo de poblacién que el ambiente puede soportar en un periodo determinado,
teniendo en cuenta el alimento, agua, hébitat, y otros elementos necesarios
disponibles en ese medio.

captura

Numero total de peces capturados en las operaciones pesqueras (en ocasiones
el término “captura” designa el peso de los peces capturados). La captura debe
incluir todos los peces muertos por la accidén de la pesca, no sélo aquellos que se
desembarcan.

capturabilidad

Fraccion del stock capturada por una unidad de esfuerzo estandarizada. Se emplea
también como constante de proporcionalidad que relaciona el esfuerzo efectivo con
la mortalidad por pesca, o como la constante de proporcionalidad que relaciona un
indice de abundancia con el tamafio absoluto del stock.
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equilibrio bioeconémico

El equilibrio bioecondémico se define como el punto en el cual desde el punto de
vista bioldgico, la razén de cambio en el stock es cero y la condicién econdémica
de equilibrio significa que no hay ningtin cambio en el esfuerzo pesquero. En una
pesqueria de acceso abierto, el equilibrio bioeconémico se administra a un nivel de
esfuerzo donde el beneficio es cero y el costo total es igual al total de los ingresos
de la pesca.

esfuerzo pesquero

Es la cantidad de trabajo, medido a través de pardmetros operativos y econdmicos
que puede desarrollar una unidad de pesca en un periodo determinado.

pesca

Para los fines de la Ley de Pesca, se entiende como el acto de extraer, cultivar o
capturar, por cualquier procedimiento autorizado, especies bioldgicas cuyo medio
de vida total, parcial o temporal sea el agua; asi como los actos previos o posteriores
relacionados con ella.

pesca comercial
Se considera pesca comercial la que se realiza con propdsito de obtener beneficios
econdmicos.

pesca recreativa
La pesca recreativa es una actividad pesquera que se realiza con propdsitos
deportivos, recreacion, pasatiempo o competicion sin fines de lucro.

pesqueria

Es la actividad econdmica, sustentada en el aprovechamiento de un recurso natural,
constituido por una o varias especies, en el cual intervienen medios, técnicas y
procedimientos de produccion particulares y diferenciados y mano de obra con
calificacion especifica; presentan regularidades tecnoldgica y se conciben de manera
integral (extraccidn, procesamiento y comercializacion).
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REM

Este concepto es similar al de Rendimiento Médximo Sostenible, pero su objetivo es
potenciar al maximo los beneficios econdmicos a largo plazo.

RMS

El Rendimiento Méaximo Sostenible (RMS) es la producciéon excedente de una
poblacién (una vez repuestas las pérdidas naturales de una biomasa) que puede ser
tedricamente extraida en un periodo y en condiciones medioambientales constantes,
sin afectar los niveles del stock.

S

sobrecapacidad
La sobrecapacidad es la existencia de un nimero mayor de barcos y medios de pesca
en general, en relacion a los recursos naturales disponibles.

sobrepesca
El término significa en general, que la mortalidad por pesca ejercida sobre el stock
es demadiado alta.

sostenibilidad
Se refiere a la capacidad de persistencia a largo plazo. Estilo de pesca que asegura
que las futuras generaciones también podran pescar.

stock
En general, un sfock constituye una unidad bioldgica de una especie que forma
un grupo de caracteristicas ecolégicas similares y, como unidad, es el sujeto de la
evaluacion y de la ordenacion.

U

unidad de pesca

Unidad operacional ocupada en la pesca, es decir, es un complejo de mano de obra
y equipo que puedan llevar a cabo las operaciones de pesca per se, sin ayuda.
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Apéndice A

Estabilidad sistemas dinamicos y
desigualdades diferenciales

A.1 Teorema de Hartman-Grobman

Para la redaccién de las secciones A1-AS, seguimos las referencias [2]], [22], [23], [27] y
[34].

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado muy importante para la teoria de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Este muestra que cerca de un punto de equilibrio xg
hiperbdlico, el sistema no-lineal

x=f(x), (A.1)

tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal
X = Ax, (A.2)

con A = Df(xp). Si el punto de equilibrio es distinto del origen, se puede trasladar a él.

Definicion A.1.1 Los sistemas de EDO’s autonomos (A.1) y (A.2) son topolégicamente
equivalentes en una vecindad del origen, si existe un homeomorfismo H que mapea un
conjunto abierto U alrededor del origen, en un conjunto abierto V también alrededor del
origen. De forma tal que ocurra lo siguiente:

e Las trayectorias de (A.1) en U van a trayectorias de (A.2) en'V.

e El mapeo preserva la orientacion, si la trayectoria se dirige de x| a xp sobre U,
entonces su imagen se dirige de H(x1) a H(xy) en'V,
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Si el homeomorfismo H preserva la parametrizacion, los sistemas (A.1) y (A.2) se dice que
son topologicamente conjugados, en una vecindad del origen.

Teorema A.1.1 (Hartman-Grobman)

Sea U C R" abierto, que contiene al origen y sea f € C'(U). Dado que 0, es el flujo del
sistema no lineal (A.1), si suponemos que f(0) =0 y que la matriz A = Df(0) no tiene
valores propios con parte real cero. Entonces existe un homeomorfismo H, de un conjunto
abierto U que contiene al origen, a un conjunto abierto V que igualmente contiene al
origen, tal que para cada xo € U, existe un intervalo abierto Iy C R (que contiene al
origen), tal que para todo xo € U y t € Iy,

H oo (x0) = ¢"H(xp);

es decir, H mapea las trayectorias de (A.1) cercanas al origen, en trayectorias de (A.2)
cercanas al origen y preserva la parametrizacion.

A.2 Criterio de estabilidad en el sentido de Lyapunov

Consideremos el sistema autonomo

dx

5 = Fy)

(A.3)
dy
E - G(X,y),

supongamos que tiene un punto critico aislado, es decir, que en una vecindad alrededor
de €l no existen otros puntos criticos. Sea (0,0) dicho punto critico (los puntos (xp,yo) se
pueden llevar al origen mediante la traslacién de coordenadas x =y —xg, y = v — o).

Sea I'(x(y),y(t)) una trayectoria de (A.3) y consideremos la funcién V(x,y) continua, con
primeras derivadas continuas en una regién que contiene a la trayectoria. Si un punto (x,y)
se mueve a lo largo de las trayectorias de acuerdo a las ecuaciones x = x(¢) y y = y(¢),
entonces V (x,y) = V(x(t),y(¢)) = V(¢) es una funcién de ¢ sobre I, su razén de cambio

es,
dV  dVdx dVdy IV oV
Viy) =2 =22, T _Tp, Y
(x,) dr  ox drt + dy dt  dx * dy

Esta formula es la idea principal de Lyapunov.
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Definicion A.2.1 Supongamos que V(x,y) es continua y tiene primeras derivadas
parciales continuas en una region que contiene al origen. Si V(0,0) =0y

x,y) #

e SiV(x,y) > 0 para todo 0), decimos que V es definida positiva.

(

e SiV(x,y) <0 paratodo (x,y
(
(

)
(x,y) ) # decimos que V es definida negativa.
e SiV(x,y) > 0 para todo (x,y) #
(x,y) < ) #

(0,

(0,0),

(0,0), defimos que V es semidefinida positiva.
o SiV(x,y 0,0),

< 0 para todo (x,y defimos que V es semidefinida negativa.

Definicion A.2.2 Decimos que V (x,y) es una funcién de Lyapunov para el sistema (A.3),
si

e V(x,y) es continua, con primeras derivadas parciales continuas en una region que
contiene al origen.

e V(x,y) es definida positiva.

e FExiste la derivada de V a lo largo de las trayectorias u orbitas del sistema (A.3) y
se cumple que,

)= P+ 56 =V (0).5(0) 0.
entonces, ésta es una funcion de Lyapunov débil.
e Cuando v o v
= 0y) = a—F‘f‘gG V'(x(1),y(1)) <0,

decimos que V (x,y) es una funcion de Lyapunov estricta.

Nota:
Si (A.3) fuera semidefinida negativa, implica que
dE oV 1%
14 =—=—F+—G

lo cual nos dice que V es no creciente a lo largo de las trayectorias de (A.3) préximas al
origen.
Por lo anterior, las funciones V' generalizan el concepto de energia mecénica de un sistema
fisico.
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Teorema A.2.1 (Criterio de Lyapunov)

e Si existe una funcion de Lyapunov débil para el sistema (A.3), entonces el punto de
equilibrio (0,0) es estable.

e Si existe una funcion de Lyapunov fuerte o estricta para el sistema (A.3), entonces
el punto de equilibrio (0,0) es asintdticamente estable.

e SiV'(x,y) es definida positiva, entonces (0,0) es un punto de equilibrio inestable.

Enseguida presentamos una version del Teorema de Poincaré-Bendixson que da la
dindmica de sistemas autébnomos planos.

Teorema A.2.2 (Poincaré-Bendixson)

Sea R una region cerrada y acotada consistente de puntos no singulares de un sistema
autonomo de 2 X 2, tal que alguna trayectoria O del sistema, estd completamente
contenida en R. Entonces, o bien es ella misma una trayectoria cerrada, o tiende a una
trayectoria cerrada o termina en un punto de equilibrio.

Definicion A.2.3 Una region simplemente conexa es aquélla en la que cualquier curva
simple cerrada estd completamente contenida en la region, encierra solamente puntos de
ésta.

Teorema A.2.3 (Criterio negativo de Bendixon)
Sean F,G : R? — R, dos funciones diferenciables y consideramos el sistema de ecuaciones
(A.3). Sea D un subconjunto abierto de R?, simplemente conexo. Si la expresion,

or 26
ox dy’

no es idénticamente cero 'y no cambia de signo en D. Entonces el sistema dado no puede
tener una orbita cerrada completamente contenida en D.

Teorema A.2.4 (Criterio de Dulac)
Consideremos en el plano el sistema (A.3) donde suponemos que F y G son funciones
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diferenciables, y sea B : D — R, una funcién de clase C', D C R?, abierto y simplemente

conexo. Si la expresion,

d(BF) N d(BG) 40, (Ad)
ox dy

no es idénticamente cero y no cambia de signo en D, entonces el sistema dindmico no
puede tener orbitas cerradas totalmente contenidas en D.
La ecuacion (A.4) se asocia con el sistema dindmico,

% = B(x,y)F (x,y)
d
= = B(x.y)G(xy).

al cual se le aplica el criterio negativo de Bendixon para dar el criterio de Bendixon-
Dulac.

La bifurcacién de Hopf, es un tipo de bifurcacién que presentan algunos sistemas, de
tal manera que al variar el valor del parametro de bifurcacién del sistema, este sufre un
cambio en la estabilidad del punto critico en estudio, dando origen o desapareciendo una
orbita periddica, la cual tiene una determinada estabilidad.

Teorema A.2.5 (Bifurcacion de Hopf)

Considérese el sistema de EDO
X = f(x,u),

con x € R? y u € R, un pardmetro tal que,
1. Tiene un punto fijo en el origen para toda u € R,
2. Los valores propios i (u), A2 (u) de J(0,u) son imaginarios para yu = g,

3. La parte real de los valores propios Re(hi(u)) = Re(ha(u)), cumple que

d
—Re(M (u)) > 0, entonces,
du u=p

(a) u= ues el punto de bifurcacion del sistema,
(b) El origen es estable para toda p € (uy; i),

(c) Elorigen es inestable para toda u € (o; 1), rodeado por un ciclo limite estable.

177



A.3 Estabilidad Estructural

El concepto de estabilidad estructural fue introducido y publicado por los matemaéticos
rusos Alexander Andronov y Lev Pontryagin en 1937. En términos generales, un plano
fase es estructuralmente estable si al aplicarle una perturbacién muy pequefia al campo
vectorial, su topologia no cambia. Asi, si el sistema tiene una trayectoria que conecta a
dos puntos de equilibrio de tipo silla, es estructuralmente estable.

Definicién A.3.1 Sea U C R" abierto, un campo vecctorial f € C'(U) se dice que es
estructuralmente estable si existe € > 0 tal que para todo g € C'(E), con ||f —g||1 <&,

n
donde ||x||; = Z |x; |-
i=1
[y g son topologicamente equivalentes U que, como vimos anteriormente, significa que
existe un homeomorfismo H que mapea trayectorias de x = f(x) a trayectorias de x = g(x),
y preserva la orientacion.

En este caso, decimos que el sistema x = f(x) es estructuralmente estable.

Definicién A.3.2 Sea f un campo vectorial C', sobre una variedad compacta y
diferenciable, n-dimensional M. Entonces f € C' (M) es estructuralmente estable sobre M
si existe una € > 0, tal que para todo g € C' (M), con ||f —g||1 < €, g es topoldgicamente
equivalente a f.

A.4 Sistema Hamiltoniano

Definicién A.4.1 Sea U un subconjunto abierto de R*" y sea H € C*(U), donde H =
H(x,y), conxey € R", tal que,

. OH
x—g,
_ OH
y T ox
donde,
O0H (oH  oH\'
y

o _ (2, Y’
oy’ oya/)
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entonces el sistema es llamado un sistema Hamiltoniano con 2n grados de libertad sobre

U.

Todo sistema Hamiltoniano es conservativo, ya que la funcién hamiltoniana o la energia
total H(x,y) permanece constante a lo largo de las trayectorias del sistema.

A.5 Teoria de las desigualdades diferenciales

Definicion A.5.1 (Condiciones de Carathéodory).

Sea D C R x R", decimos que f : D — R" cumple las condiciones de Carathéodory en
D si f(t,x) es medible en t para x fijo, continua en x para casi todo t fijo y para cada
subconjunto compacto K C D existe una funcion mx € L' (R) tal que, ||f(t,x)|| < mg(t),
para todo (t,x) € K.

Definicion A.5.2 (Solucion maximal)
Sea f : D — R una funcion, con D C R? , (to,xo) € D. Una solucién maximal de la

ecuacion /

x'= f(t,x)

x(l‘()) = X0
es una solucion de la ecuacion, definida en un intervalo maximal I, tal que siy : I} — R es
otra solucion de X' = f(t,x), definda en ty con y(ty) < xo, entonces, y(t) < x(t), para toda
telnli.

Teorema A.5.1 (Solucion de una desigualdad diferencial).

Sea D C R? un conjunto abiertoy f : D — R una funcién que cumple con las condiciones
de Carathéodory. Sea x un solucién maximal local de X' = f(t,x) definida en [ty,b) para
ciertos tg < b € R. Supongamos que y : [ty,b) — R es una funcion absolutamente continua
tal que,

V(1) < ft,y(0)),

parat € [to,b), y(to) < x(to). Entonces, y(t) < x(t), para todo t € [to,b)
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A.6 Ciclos limite en sistemas presa-depredador del tipo
Gause

Para la redaccién de esta seccion seguimos la referencia [21]].

Teorema A.6.1 (Teorema de Cherkas y Zhilevich)
Si el sistema de Lienard generalizado

% =—[o(y) +F(x)], (A.5)
ay _ h(x),
dt

que satisface las siguientes condiciones:
1. xh(x) > 0 cuando x # 0y yo(y) > 0, donde y # 0,
2. ¢(y) es mondtona creciente, F(0) =0y f(0) < 0(> 0). donde f(x) = F'(x),

3. Existen niimeros reales A y u tal que la funcion fi(x) = f(x) +h(x)[A+uF (x)] tiene
ceros simples x; <0yx; >0, fi(x) <0(>0) enx; <x<xp,

4. Enx) < x < xy, la funcion fi(x)/h(x) no decrece (o0 no crece),
5. Todos los ciclos limite contienen el intervalo x; < x < x; sobre el eje x.

Entonces, el sistema (A.5) tiene a lo mds un ciclo limite, el cual, si este existe, es estable
(o inestable).

Teorema A.6.2 (Teorema de Zhang modificado)
Considera el sistema (A.5), entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

1. xh(x) > 0 cuando x # 0, y9(y) > 0 cuando y # 0,
2. @(y) es no decreciente y la curva ¢+ F (x) = 0 estd definida para todo x € (—eo, o),
3. F(0) =0, £(0) <0, donde f(x) = F'(x),

4. Todos los ciclos limites estdn contenidos en el intervalo a < x < b, donde a <0 < b
y f(x)/h(x) es no decreciente cuando x se incrementaena <x <0y 0 <x <b.

Entonces el sistema (A.5) tiene a lo mds un ciclo limite y si este existe, es asintoticamente
estable.
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Definicion A.6.1 Los modelos presa-depredador del tipo Gause tienen la forma,

X = () ~E0P(), x(0)>0,
(A.6)
Y ) (rta). ¥0)>0,

donde g,&,M, p,q son funciones de clase C", x(t) y y(t) representan la densidad de presas
y depredadores, respectivamente, para toda t > 0.

Teorema A.6.3 Dados los modelos presa-depredador del tipo Gause, para x,y > 0, se
satisfacen las siguientes condiciones:

1. g(0) > 0, entonces existe K > 0, tal que g(x) >0con0<x <K, g(K)=0, g(x) <0

enx> K,
2.8(0)=0¢&() >0,
3. p(0)=0, p'(x) >0,
4. m(0)=0.m'(y) >0,
5. q(0)=0, ¢'(x) >0,
6.

Existe 0 < xjy < K tal que q(xin;) =7,

7. lim &()’) > xintg(xint)/p(xint)’ Yint = &71 (g(xim‘)/p(xinl)),

y—roo
8. De 6y 7, Py = (Xint,Yint) existe y es un punto de equilibrio positivo unico,

9. Py es un punto silla, estable en la direccion y e instable en la direccion x; por la
condicion 6, E| también es un punto silla, estable a lo largo del eje x.

10. Dada la matriz de Jacobi, evaluada en el punto de equilibrio interno,

H (Xint ) —& Yine ) p(Xint )
J Pl = )
Pi) = | i) (i) 0
. / xim‘g(xint)p/ (xinl) .
donde H(Xint) = Xine & (Xint) + &(Xinme) — ) . Los valores propios de
P\ Xint

J(Pint) son reales positivos (o negativos) si H(xiy) es positivo (negativo), lo que
implica la inestabilidad (o estabilidad asintotica) de Pjy.
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11. Definiendo que Py, existe y es inestable, hay al menos un ciclo limite positivo

>0

X=Xint

d
alrededor de Py, es decir, — xg;(x)
dx \ p(x)

Teorema A.6.4 (Transformacion de el sistema del tipo Gause (A.6) en un sistema de

Lienard (A.5))

Se realiza tomando primero X = x — Xjyyy, Y =y — yins ¥ Sustituyendo éstas en el sistema

(A.6) quedando

X = (X +xint)g(X +xint) - é(Y +ymt)p(X +xint)

Y =0 + yine) [V + 9(X + Xin )]

X Y
Sean u = L:k(}()yv:/L
0 p(s‘l’xint) 0 n(s+yint)

Y=101"Yv) (dk/dt>O0,dl/dt>0,dk™'/dt>0,dl""/dt>0).

Asi, el sistema se convierte en:

donde
h(u) = —y+q(k™" () +Xin),

O(v) =& (v) + Yinr) — Eime)

-1 u Xint
F(ut) = &(in) — [k~ (1) + Xind] igilgui :::xint; '

El sistema (A.7) satisface las condiciones dadas en el teorema A.6.1.

= 1(Y), de donde X = k™ '(u) y

(A.7)

Los modelos presa-depredador del tipo Gause (A.6), tienen un ciclo limite unico si y sélo

si el sistema (A.7) tiene un ciclo limite, los siguientes teoremas lo describen.

Teorema A.6.5 En el sistema (A.7), existen niimeros reales A y u tales que

Ji(uw) = f () + h(u)[A+BF (u)],

tienen ceros simples enu; <0 <upy fi(u) <0enuy <u<up. Sea fi(u)/h(u) una funcion
no decreciente, definida en (—oo,uy ), (u2,k(K)). Ademds, suponemos que todos los ciclos
limites contienen el intervalo u; < u < up sobre el eje u. Entonces, el sistema (A.6) tiene
exactamente un ciclo limite que es asintoticamente estable globalmente con respecto al

conjunto {(x,y)|x >0,y > 0} —{ P }.

182



Teorema A.6.6 En el sistema (A.7), f(u)/h(u) es no decreciente en (—o0,0) y (0,k(K)).
Entonces el sistema (A.6) tiene exactamente un ciclo limite el cual es asintoticamente
estable globalmente con respecto al conjunto {(x,y)|x > 0,y > 0} — {P;; }.

Nota: f(u)/h(u) es no decreciente si'y sélo si

P'(x)

p(x) ) > 0.

Se reescribe el teorema anterior para sistemas presa-depredador del tipo Gause (A.6).

)+ g() — xg()
dx < ~Y+q()

Teorema A.6.7 Dado el sistema (A.6), si

~—

p(x

J (xg’(X) 80 —xg(x)" s )
< 07

dx —v+q(x)

en 0 < x < Xinr ¥ Xint < x < K. Entonces el sistema (A.6) tiene exactamente un ciclo limite
el cual es asintdticamente estable globalmente, con respecto al conjunto {(x,y)|x > 0,y >

0} — {Pint }

A.7 Persistencia via funciones de Lyapunov promedio

En esta ultima seccion, seguimos las referencias [[L1]], [13]], [16] y [36].

Definicion A.7.1 (Persistencia uniforme)
Dado el sistema de ecuaciones

d
d—fzf(x,y),
(A.8)
o — g
dt_g V)

Para cualquier condicion inicial (x(to),y(to)) = (x0,Y0), existe una constante positiva m,
tal que }Lm inf x(1) > m, t11_>m inf y(r) >m .

Definicion A.7.2 (Funcion de Lyapunov promedio)

Sean D = {(x,y) € R*|x > 0,y > 0}, int(D) y 0D, el interior y la frontera de D,
respectivamente. 6(x,y) € C'(D) es una funcién de Lyapunov promedio si se satisfacen
las siguientes propiedades:
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e 6(x,y) =0, para (x,y) € D,

e 6(x,y) > 0para (x,y) € int(D),

e Existe ¥ una funcion continua sobre D, tal que, ¥(x(t),y(t)) =

() € int(D)
T
° / W(x(2),y(t))dt > 0 para alguna T >0y (x,y) € dD.
0

Teorema A.7.1 Dado el sistema (A.8), suponemos que todas las soluciones que
comienzan en D, deben estar acotadas uniformemente. Si G(x,y) es una funcion de
Lyapunov promedio, entonces el sistema (A.8) es persistente uniformemente.
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