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Introducción

Esta tesis está dividida en cuatro partes. El trabajo está esencialmente basado
en el art́ıculo de Flores-Hernández y Montes-de-Oca [7].

Primero, sean X ⊂ Rn y A ⊂ Rm (donde n y m son enteros positivos),
subconjuntos de Borel no vaćıos. Para cada x ∈ X, sea A(x) un subconjunto
medible no vaćıo de A. Sea G : K → R una función acotada inferiormente,
donde K := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A(x)}.

Considérese el siguiente problema de optimización:

min
a∈A(x)

G(x, a), x ∈ X. (1)

Se supondrá que, para toda x ∈ X, se alcanza el mı́nimo en (1). Además, para
cada x ∈ X, f(x) y f ′(x) denotan los valores máximos y mı́nimos en A(x),
respectivamente, en los cuales se alcanza el valor mı́nimo de (1) (suponiendo
que f(x) = max

{
a′ ∈ arg min

a∈A(x)

G(x, a)
}

y f ′(x) = min
{
a′ ∈ arg min

a∈A(x)

G(x, a)
}

están bien definidos).

En el trabajo, se presentan condiciones que implican que f y f ′ son fun-
ciones monótonas. Básicamente, las condiciones que se proporcionan requieren
la superaditividad (o subaditividad) de G (véase [27], págs. 103-104 o [34],
Cap. 10). (Algunos autores dicen que G tiene diferencias isótonas o crecientes
en lugar de decir que G es superaditiva, véanse [12], [34], [35], y [36]). Una de
las principales contribuciones de esta tesis radica en que ni la compacidad de
A(x), x ∈ X, ni el acotamiento superior de G son necesarios en las condiciones
proporcionadas. Este hecho permite considerar problemas de optimización no
acotados.

Topkis [35] es un antecedente de esta parte del trabajo en el caso de minimi-
zadores crecientes. En [35] se supone que los conjuntos de restricciones A(x),
x ∈ X, son conjuntos compactos. Además, se supone que G es subaditiva y

vi



Introducción vii

submodular; es importante mencionar que en [35], X y A son conjuntos más
generales, i.e. incluyen subconjuntos de espacios Euclidianos.

Sundaram [34] y Topkis [36] estudian un problema de maximización, similar al
problema (1) (i.e. substituyen “min” por “max” en (1)) y obtienen maximi-
zadores crecientes. En [34], se requiere que A sea un conjunto compacto en Rm

y que G sea superaditiva y supermodular. Topkis [36] presenta un resultado en
el cual se supone que los conjuntos de restricciones A(x), x ∈ X, son finitos o
bien son subconjuntos compactos de Rm y, G es supermodular.

Segundo, la primera parte del trabajo se aplica a procesos de control de
Markov (PCMs) con horizonte infinito en R, con función de costo posiblemente
no acotada superiormente, y con conjuntos de controles posiblemente no com-
pactos; considerando el costo descontado y el costo promedio como criterios de
optimalidad (véase [11]).

Para tal clase de PCMs, se establecen diferentes condiciones que garantizan la
existencia de poĺıticas óptimas monótonas. Aśı, otras de las contribuciones
de la tesis son las siguientes: las condiciones consideradas se imponen en los
elementos del modelo de control de Markov (véase [11]), es decir, en el espacio
de estados X, el conjunto de controles A, los conjuntos de restricciones A(x),
x ∈ X, la probabilidad de transición Q, y la función de costo c. Además, es-
tas condiciones implican que los espacios de estados y de controles X y A son
subconjuntos no numerables en R; de hecho, son intervalos. También, se pro-
porcionan varios ejemplos de PCMs que incluyen, en particular, dos sistemas
de producción de inventario y el problema del regulador lineal.

Tercero, la primera parte del trabajo también será aplicada a PCMs des-
contados con horizonte infinito en Rn, n > 1. Se incluyen los casos donde la
función de costo posiblemente no está acotada superiormente y los conjuntos
de controles no necesariamente son compactos. Se ilustrará esta teoŕıa con un
caso particular del problema del regulador lineal. Para esta clase de PCMs
se establece una condición que asegura la existencia de una poĺıtica óptima
creciente. A diferencia de lo que se hace para PCMs en R, no todas las com-
ponentes de tal condición están dadas en términos de los elementos del modelo
de control de Markov correspondiente, ya que se considera una propiedad de
convexidad en las funciones de iteración de valores, correspondientes al proceso
considerado. Esta propiedad es válida en R.
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En [18] y [31] se mencionan condiciones para la obtención de poĺıticas óptimas
monótonas en PCMs. En tales trabajos, se supone directamente la superadi-
tividad (o la subaditividad) del operador de programación dinámica (expresión
que se minimiza en la ecuación de programación dinámica), i.e., las condiciones
no están dadas en términos de los elementos del modelo de control de Markov.

En Hinderer [14], Porteus [26] y Topkis [36] se presentan condiciones que garan-
tizan la existencia de poĺıticas óptimas monótonas en PCMs descontados, con
horizonte finito.

La monotonicidad de las poĺıticas óptimas de PCMs es una caracteŕıstica
ampliamente conocida y estudiada, que es de interés para la gente que hace
aplicaciones de PCMs a problemas de consumo-inversión, sistemas de control
de inventarios, teoŕıa de juegos, administración de recursos y sistemas de colas
(véanse [1], [9], [10], [12], [13], [15], [16], [17], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25],
[26], [27], [29], [30] y [32]). La razón principal de este interés es el hecho de que
la monotonicidad de la poĺıtica óptima refleja propiedades cualitativas de los
modelos estudiados.

Por otro lado, en Puterman [27], para PCMs en espacios finitos, la existen-
cia de una poĺıtica óptima que es estrictamente creciente se usa de la siguiente
forma. Su aproximación, v́ıa el algoritmo de iteración de poĺıticas, es mejora-
da en dos formas: i) al tomar una poĺıtica creciente como la poĺıtica inicial y
ii) se acelera la convergencia de este algoritmo (véase [27], págs. 259–260; 428).

En una cuarta parte del trabajo, se presenta una versión del algoritmo de
iteración de poĺıticas, para PCMs descontados, la cual simplifica el algoritmo
de Hernández-Lerma y Lasserre [11]. Ahora se considera como condición inicial
una poĺıtica creciente y tanto las poĺıticas como las funciones objetivo obtenidas
en cada iteración son crecientes. Por otro lado, a diferencia del algoritmo que
aparece en Puterman [27], en donde se consideran espacios finitos, en ésta nueva
versión los espacios considerados son subconjuntos, no necesariamente finitos,
de R.

El trabajo está organizado como sigue. En el Caṕıtulo 1 se proporcionan
conceptos y resultados básicos de ret́ıculas y de PCMs. En el Caṕıtulo 2, aparece
el planteamiento de problemas, se mencionan sus antecedentes y se comenta la
importancia de su estudio. En el Caṕıtulo 3, se establecen condiciones bajo las
cuales el problema (1) tiene minimizadores monótonos, en espacios Euclidianos.
En los Caṕıtulos 4 y 5, se aplican los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 3
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y se formulan condiciones suficientes para la existencia de poĺıticas óptimas
monótonas en R y en Rn, n > 1, respectivamente. Además, en ambos caṕıtulos
se presentan varios ejemplos que satisfacen las condiciones establecidas. Por
completez del trabajo, en el Caṕıtulo 6 se presenta una versión modificada del
algoritmo de iteración de poĺıticas que aparece en [11], para PCMs descontados
en R. En el Caṕıtulo 7, se enuncian las conclusiones obtenidas y se formulan
algunos problemas abiertos. Finalmente, para facilitar la lectura del trabajo, se
incluye un apéndice en el cual se proporciona un resumen de condiciones para
la obtención de poĺıticas óptimas monótonas (tomadas de los Caṕıtulos 4, 5 y
6).



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se enuncian conceptos básicos de teoŕıa de ret́ıculas y de
procesos de control de Markov, necesarios para la comprensión del resto de la
tesis.

1.1. Terminoloǵıa y resultados de teoŕıa de

ret́ıculas

Esta sección contiene conceptos y resultados de teoŕıa de ret́ıculas tomados de
Topkis [35], Topkis [36] y Sundaram [34].

Definición 1.1. Ê es un conjunto parcialmente ordenado (CPO) si
existe una relación binaria � tal que para toda x, y, z ∈ Ê es

Reflexiva: x � x,

Antisimétrica: x � y y y � x ⇒ x = y y,

Transitiva: x � y e y � z ⇒ x � z.

Como es usual, N denota el conjunto de números naturales 1, 2, . . ..

Ejemplos 1.1. No es dif́ıcil verificar lo siguiente:

i) La recta real R es un CPO con la relación de orden usual ≤ en los
números reales.

ii) Rn = {x = (x1, ..., xn)|xi ∈ R, i = 1, . . . , n}, con n > 1, es un CPO
donde x � y en Rn significa que xi ≤ yi en R, para i = 1, . . . , n.

1



1. Preliminares 2

iii) El conjunto potencia P(Γ), de un conjunto Γ, es un CPO con la relación
de orden de inclusión de conjuntos ⊆.

Se dice que x, y ∈ Ê están ordenados si x � y ó y � x. Un CPO es una
cadena si todas sus parejas de elementos están ordenados.

Definición 1.2. Un CPO Γ es una ret́ıcula (en inglés: lattice) si x∧y, x∨
y ∈ Γ, para toda x, y ∈ Γ, donde x ∧ y := inf {x, y} y x ∨ y := sup{x, y}.

Ejemplos 1.2. Se puede observar lo siguiente:

i) La recta real R es una ret́ıcula con x∨y = max{x, y} y x∧y = min{x, y}.

ii) Cualquier cadena es una ret́ıcula.

iii) Rn, n > 1, es una ret́ıcula con x ∨ y = (x1 ∨ y1, ..., xn ∨ yn) y x ∧ y =
(x1 ∧ y1, ..., xn ∧ yn), para x, y ∈ Rn.

iv) Para cualquier conjunto Σ, P(Σ) con la relación de orden de inclusión
de conjuntos ⊆ es una ret́ıcula con Θ ∨ Υ = Θ ∪ Υ y Θ ∧ Υ = Θ ∩ Υ,
para Θ y Υ en P(Σ).

Definición 1.3. Sea Γ una ret́ıcula y Θ ⊂ Γ. Θ es una sub-ret́ıcula de Γ si
θ1 ∧ θ2, θ1∨ θ2 (tomados con respecto a Γ) pertenecen a Θ, para toda θ1, θ2 ∈ Θ.

Ejemplos 1.3. De la definición de sub-ret́ıcula, es directo mostrar lo siguiente:

i) Si Γ = R, entonces cualquier subconjunto de Γ es una sub-ret́ıcula de Γ.

ii) El cuadrado unitario I = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} y el
hiperplano H = {(x, y) ∈ R2 : x = y} son sub-ret́ıculas de R2.

iii) Si Γ es una cadena, entonces cualquier subconjunto de Γ es una sub-
ret́ıcula de Γ.

iv) Si Γ es una ret́ıcula, entonces [x′,∞) = {x : x ∈ Γ, x′ � x}, (−∞, x′′] =
{x : x ∈ Γ, x � x′′} y [x′, x′′] = {x : x ∈ Γ, x′ � x, x � x′′}, son sub-
ret́ıculas de Γ, para toda x′, x′′ ∈ Γ. Estos son los intervalos cerrados en
Γ.

iv) El hiperplano H′ = {(x, y) ∈ R2 : x+y = 1} no es una sub-ret́ıcula de R2

porque (1, 0) y (0, 1) ∈ H′ pero, (1, 0) ∧ (0, 1) = (0, 0) y (1, 0) ∨ (0, 1) =
(1, 1) /∈ H′.

Para una ret́ıcula Γ, £(Γ) denota el conjunto de todas las sub-ret́ıculas no
vaćıas de Γ.
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Definición 1.4. Se dice que una ret́ıcula es completa si cada uno de sus
subconjuntos no vaćıos tiene un supremo y un ı́nfimo.

Definición 1.5. Sea Γ una ret́ıcula y sea Θ una sub-ret́ıcula de Γ. Θ es una
sub-ret́ıcula subcompleta de Γ si para cada subconjunto no vaćıo Ψ de Θ, el
inf Ψ y el sup Ψ existen y están contenidos en Θ.

Lema 1.1. (Teorema 2.3.1, [35]) Una sub-ret́ıcula de Rn es subcompleta si y
sólo si es compacta.

Definición 1.6. Sea Γ una ret́ıcula. Sean Θ, Υ ⊂ Γ. Θ es inferior a Υ,
denotado por Θ v Υ si θ ∧ υ ∈ Θ y θ ∨ υ ∈ Υ, para cada θ ∈ Θ y υ ∈ Υ.

Lema 1.2. (Teorema 2.4.1, [36]).
Si Γ es una ret́ıcula con la relación de orden �, entonces £(Γ) es un CPO con
la relación de orden v.

Definición 1.7. Sean Z un CPO, Γ una ret́ıcula y Γ(x) una sub-ret́ıcula no
vaćıa de Γ, para x ∈ Z. La multifunción x → Γ(x) es ascendente si ésta
es creciente con respecto a la relación v, i.e., Γ(x) v Γ(y) para x � y en Z.
x → Γ(x) es descendente si ésta es decreciente con respecto a la relación v.

Lema 1.3. (Lema 2.4.2, [35]) Sea Γ una ret́ıcula y sean Θ, Υ ⊂ Γ, no vaćıos,
con Θ v Υ.
a) Si sup Θ y sup Υ existen, entonces sup Θ � sup Υ.
b) Si inf Θ y inf Υ existen, entonces inf Θ � inf Υ.

Sean X y A subconjuntos de Borel no vaćıos y fijos de Rn y Rm, n, m ∈ N,
respectivamente. Para cada x ∈ X, sea A(x) un subconjunto (medible) no
vaćıo de A (i.e. x → A(x) es una multifunción de X a A). Supóngase que
K := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A(x)} es un subconjunto medible de X × A.

Definición 1.8. Una función W : K → R es superaditiva en K si

W (y, a) + W (x, b) ≤ W (y, b) + W (x, a).

para toda x � y en X y a � b en A, con a, b ∈ A(x) ∩ A(y). W se denomina
función subaditiva si −W es superaditiva.

Lema 1.4. (Hinderer [13]). Sean w1 y w2 funciones real-valuadas definidas en
X y A, respectivamente.

i) La función W (x, a) = w1(x) · w2(a), (x, a) ∈ K, es subaditiva en K si w1

es una función monótona creciente y w2 es decreciente, o viceversa.
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ii) La función W (x, a) = w1(x) · w2(a), (x, a) ∈ K, es superaditiva en K si
w1 y w2 son ambas funciones monótonas crecientes o bien, las dos son
funciones decrecientes.

Demostración. i) Considérense x, y ∈ X con x � y y a, b ∈ A(x) ∩ A(y) con
a � b. Entonces,

W (y, b)+W (x, a)−
[
W (y, a)+W (x, b)

]
=

[
w1(y)−w1(x)

][
w2(b)−w2(a)

]
≤ 0,

cuando w1 es creciente y w2 es decreciente, o viceversa. Por lo tanto, W es
subaditiva.

ii) Considérense x, y ∈ X con x � y y a, b ∈ A(x) ∩ A(y) con a � b. En-
tonces,

W (y, b)+W (x, a)−
[
W (y, a)+W (x, b)

]
=

[
w1(y)−w1(x)

][
w2(b)−w2(a)

]
≥ 0,

cuando w1 y w2 son ambas crecientes o ambas son decrecientes. Por lo tanto,
W es superaditiva.

Definición 1.9. Sea K una ret́ıcula. Una función w : K → R es supermo-
dular en K si

w(k) + w(k′) ≤ w(k ∨ k′) + w(k ∧ k′).

para cada k, k′ ∈ K. w se denomina submodular si −w es supermodular.

Ejemplos 1.4. Realizando cálculos elementales, se puede probar lo siguiente:

i) Si Σ es una cadena, entonces cualquier función real-valuada en Σ es una
valuación (es decir, una función que es supermodular y submodular). Por
lo tanto, cualquier función real-valuada en un subconjunto de R es una
valuación.

ii) La función f : R2 → R definida por f(x̄) = f(x1, x2) = x1x2 es super-
modular en R2.

ii) La función f : R2 → R definida por f(x̄) = f(x1, x2) = x1

x2
, con x2 6= 0,

es submodular en R2.

Lema 1.5. Sean V , W y w funciones real-valuadas definidas en K.

a) Si V y W son funciones superaditivas (resp. subaditivas), entonces V +W
es superaditiva (resp. subaditiva).
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b) Sea K una ret́ıcula. Si W es subaditiva en K, entonces W es submodular
en K.

c) Sea K una ret́ıcula. Si w(·, ·) es submodular, entonces w(x, ·) es submo-
dular, para cada x ∈ X.

Demostración. a) Se sigue directamente de las propiedades del orden usual en
R.

b) Es una consecuencia directa del Teorema 10.12, en [34], porque el enun-
ciado “si W es superaditiva en K, entonces W es supermodular en K” es
equivalente a “si -W es subaditiva en K, entonces −W es submodular en K”
(esto se sigue de las definiciones de funciones subaditiva y submodular).

c) Como w(·, ·) es submodular en K, entonces para x, y ∈ X, a ∈ A(x) y
b ∈ A(y), resulta que

ω(x ∧ y, a ∧ b) + ω(x ∨ y, a ∨ b) ≤ ω(x, a) + ω(y, b). (1.1)

Por lo tanto, la submodularidad de w en la segunda variable es una consecuencia
de considerar y = x en (1.1).

1.2. Procesos de control de Markov (PCMs)

En esta sección se mencionan conceptos básicos y resultados de la teoŕıa de
procesos de control de Markov, tomados de [11], necesarios para la compren-
sión del resto de la tesis.

Un modelo de control de Markov estacionario a tiempo discreto
es una qúıntupla {X, A, {A(x) : x ∈ X}, Q, c} (véase [11]), que consiste del
espacio de estados X, el conjunto de controles, acciones o decisiones A, los
conjuntos de controles admisibles A(x), cuando el sistema se encuentra en el
estado x ∈ X, la ley de transición Q y el costo por etapa c.

Los conjuntos X y A son espacios de Borel no vaćıos, con σ− álgebras de Borel
B(X) y B(A), respectivamente. Para cada x ∈ X, A(x) ⊆ A es un conjunto
de Borel no vaćıo, con la propiedad de que K := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A(x)},
el conjunto de parejas estado-controles admisibles, es un subconjunto medible
de X × A. La ley de transición Q(B|x, a), B ∈ B(X) y (x, a) ∈ K es un kérnel
estocástico en X dado K, i.e., Q(·|x, a) es una medida de probabilidad en X
para cada (x, a) ∈ K fijo y Q(B|·, ·) es una función medible en K, para cada
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B ∈ B(X) fijo. Finalmente, c : K → R es una función medible.

Sea F el conjunto de funciones de decisión o selectores medibles, i.e., el
conjunto de todas las funciones medibles f : X → A tal que f(x) ∈ A(x),
para toda x ∈ X. Una sucesión π = {ft} de funciones en F se denomina
poĺıtica de Markov ; aśı, el control aplicado en el tiempo t es at = ft(xt).
Una poĺıtica estacionaria es una poĺıtica de Markov π tal que ft = f , para
toda t = 0, 1, .... Uno se refiere a la poĺıtica estacionaria {f, f, · · · } simplemente
como la poĺıtica estacionaria f ∈ F; en otras palabras, se identifica a F con el
conjunto de poĺıticas estacionarias. De hecho, una poĺıtica de Markov π = {ft}
es una clase especial de una poĺıtica de control general π definida como una
regla (medible, posiblemente aleatoria) para seleccionar controles, y en cada
tiempo t = 0, 1, ..., el control π puede depender del estado actual y de todos los
estados y controles anteriores (véase [11]). Denotaremos el conjunto de todas
las poĺıticas por Π.

Dado el estado inicial x0 = x y cualquier poĺıtica π existe una medida de
probabilidad Pπ

x , inducida por la pareja (x, π), en el espacio (X×A)∞ con F la
σ-algebra producto, en una forma canónica (véase [11]). Se denotará el operador
de esperanza correspondiente por Eπ

x . El proceso estocástico (Ω,F ,Pπ
x , {xt})

se denomina proceso de control de Markov (PCM).

En muchas aplicaciones, la evolución de un proceso está especificado por
una ecuación a tiempo discreto de la forma

xt+1 = F (xt, at, ξt), (1.2)

para t = 0, 1, ..., donde x0 = x ∈ X es el estado inicial, {ξt} es una sucesión de
variables aleatorias (v.a.), independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)
con valores en algún espacio de Borel S, con densidad ∆ e independientes del
estado inicial x0. F : X × A × S → X es una función medible.

En este caso, la ley de transición Q está dada por

Q(B|x, a) =

∫

S

IB [F (x, a, s)] ∆(s)ds,

para (x, a) ∈ K, B ∈ B(X), donde IB(·) es la función indicadora del conjunto B.

En el trabajo, se considerarán las siguientes funciones objetivo, también
conocidas como criterios o ı́ndices de funcionamiento.
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El costo total descontado esperado está definido como

Vα(π, x) := Eπ
x

[
∞∑

t=0

αtc(xt, at)

]
, (1.3)

cuando se usa la poĺıtica π, dado el estado inicial x0 = x y el número α ∈ (0, 1)
es el factor de descuento.

El costo promedio esperado está dado por:

J(π, x) := limsup
n→∞

1

n
Eπ

x

[
n∑

t=0

c(xt, at)

]
(1.4)

cuando el estado inicial es x0 = x y se usa la poĺıtica π.

Al fijar una función objetivo T (π, x) (p.ej. (1.3) o (1.4)), el problema de
control óptimo consiste en minimizar la función π → T (π, x) sobre Π, para
toda x. Una poĺıtica π∗ es llamada poĺıtica óptima si

T (π∗, x) = inf
π∈Π

T (π, x), para toda x ∈ X.

y el costo mı́nimo

T ∗(x) := T (π∗, x), x ∈ X

se denomina función de valores óptimos.

Observación 1.1. En algunos casos, es conveniente considerar una función
de recompensa por etapa r : K → R, en lugar de un costo por etapa c. Aśı, si el
costo por etapa c(x, a) es reemplazado por una función de recompensa r(x, a),
(x, a) ∈ K, entonces el problema de control óptimo consiste en maximizar la
función objetivo dada, sobre Π, para toda x ∈ X.



Caṕıtulo 2

Problemas: relevancia y
antecedentes

En este caṕıtulo se establecen los problemas de la tesis y se comenta la impor-
tancia de resolverlos, aśı como también los antecedentes que se tienen para su
solución.

2.1. Planteamiento de problemas

Sean X y A subconjuntos de Borel no vaćıos y fijos de Rn and Rm, n, m ∈ N,
respectivamente. Para cada x ∈ X, sea A(x) un subconjunto (medible) no
vaćıo de A. Supóngase que K := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A(x)} es un subconjunto
medible de X × A.

Sea G : K → R una función medible y acotada por abajo (p. ej. no negativa)
y considérese el siguiente problema de minimización:

min
a∈A(x)

G(x, a), (2.1)

con x ∈ X. También, para cada x ∈ X, def́ınase A∗(x) por

A∗(x) :=

{
a ∈ A(x) : G(x, a) = min

a∗∈A(x)
G(x, a∗)

}
. (2.2)

Supóngase que, para toda x ∈ X, existe el mı́nimo en (2.1). Además, para cada
x ∈ X, sean f(x) := sup A∗(x) y f ′(x) := inf A∗(x), el valor máximo y el valor
mı́nimo, respectivamente, en los cuales se alcanza el mı́nimo de (2.1) (suponien-
do que f y f ′ están bien definidos). Entonces, los problemas a resolver en la
tesis son los siguientes:

8
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(1) Dar condiciones que impliquen que f y f ′ son funciones monótonas y que
no requieran de la compacidad de los conjuntos A(x), x ∈ X, ni que la
función G esté acotada superiormente.

(2) Considerando a X y A intervalos en R, aplicar los resultados obtenidos en
(1) para proporcionar condiciones en los elementos del modelo de control
de Markov, correspondiente a un PCM, que garanticen la monotonicidad
de la poĺıtica óptima.

(3) Considerando a X y A subconjuntos de Rn, n > 1, aplicar los resul-
tados obtenidos en (1) para proporcionar condiciones que garanticen la
monotonicidad creciente de la poĺıtica óptima en PCMs descontados.

(4) Dar una versión modificada del algoritmo de iteración de poĺıticas pre-
sentado en [11], para PCMs descontados en R, cuando de antemano se
sabe que la poĺıtica óptima es monótona creciente.

2.2. Relevancia de la problemática

La monotonicidad de los minimizadores óptimos es una caracteŕıstica amplia-
mente conocida y estudiada por la gente que hace aplicaciones, ya sea en pro-
blemas de optimización o en el contexto de PCMs, por ejemplo, en problemas
de consumo-inversión, sistemas de control de inventarios, teoŕıa de colas, teoŕıa
de juegos, administración de recursos y procesos de decisión binaria. La razón
principal de este interés radica en que la monotonicidad de una solución óptima
refleja propiedades cualitativas de los modelos estudiados.

En las Tablas 2.1 - 2.4 se describen algunas de estas aplicaciones. En la
primera columna se indica el o los autores de la investigación correspondien-
te. En la segunda y tercera columna se describen brevemente la situación y
el enunciado del problema de interés, respectivamente. En la última columna
se mencionan los resultados obtenidos por los autores, en donde se muestra la
existencia de una solución monótona.
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Referencia Descripción Problema Resultados

Procesos de decisión bi-
naria.

Poĺıtica
de control
ĺımite.

Heyman y
Sobel [12],
Puterman
[27]

En un modelo de reem-
plazo de la pieza de un
equipo, el estado x es la
edad de la pieza y el con-
trol a es reemplazarla (1) o
no reemplazarla (0).

¿A qué edad es a-
propiado deshacerse
de la pieza y reem-
plazarla?.

Para cada
tiempo t se
determina
x∗ tal que si
xt > x∗, a = 1
y si xt ≤ x∗,
a = 0.

Sennot [30] En un sistema de colas
el estado es el número de
clientes en la cola y el con-
trol a es rechazar (1) o
aceptar (0) la entrada de
un cliente.

¿Cuál es el número
de clientes adecua-
do para comenzar a
rechazar clientes?

Pittenger
[25]

Un experimentador aplica
a n personas una serie de
pruebas idénticas. El esta-
do es el número de indi-
viduos que no han regis-
trado fallas y el control es
el número de pruebas a
aplicar, considerando que
un individuo puede conti-
nuar tomando pruebas aún
después de fallar una o más
pruebas o puede dejar de
tomar pruebas después de
la primera falla.

Encontrar una
poĺıtica óptima que
minimice el costo
total esperado de
aplicar las pruebas y
determinar la canti-
dad de personas que
no han registrado
fallas.

La poĺıtica
óptima es
creciente en
el número de
sobrevivientes.

Tabla 2.1: Minimizadores monótonos en procesos de decisión binaria.
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Referencia Descripción Problema Resultados

Bertsekas [3],
Gallish [10]
y Stidham y
Weber [32]

En un modelo de colas el
estado es el número de
clientes en el sistema y el
control es la elección de la
tasa de servicio, después de
la salida de un cliente.

Elegir la tasa de
servicio (o de a-
rribos) tal que el
costo del servicio
sea acorde con el
costo de espera
del cliente.

Cuando la lon-
gitud de la cola
se incrementa es
óptimo usar una
tasa de servicio
más rápida.

En un sistema de colas, con
un solo servidor, la tasa de
servicio es fija y la tasa
de arribos es controlada.
El estado es el número de
clientes en el sistema.

La tasa de
arribos óptima
tiende a dis-
minuir cuando
el sistema llega
a estar más
lleno.

Fu, Marcus y
Wang [9]

En un sistema de colas
con servidores múltiples, el
estado es el número de
clientes en el sistema y
se controla el número de
servidores.

Determinar la
poĺıtica óptima
que minimice el
costo esperado,
con horizonte
finito.

Es óptimo
aumentar el
número de
servidores cuan-
do el número
de clientes
aumenta.

Lu y Serfozo
[20]; Hipp
y Holzbaur
[15]

En un sistema de colas, el
estado es la longitud de la
cola y las tasas de llegada y
servicio actuales; el control
es la selección de las tasas
de llegada y servicio para
uso hasta la siguiente lle-
gada o partida.

Hallar una
poĺıtica óptima
que minimice
el costo total
descontado o el
costo promedio.

Las tasas de
llegada y ser-
vicio óptimas
son funciones
decreciente y
creciente, resp.,
de la longitud
de la cola.

Tabla 2.2: Minimizadores monótonos en sistemas de espera.



2. Problemas: relevancia y antecedentes 12

Referencia Descripción Problema Resultados

Administración de re-
cursos.

Hinderer
[13],
Mendelssohn
y Sobel [22]

Una riqueza x (estado) es
colocado secuencialmente
entre dos sectores económi-
cos: reinversión a y con-
sumo x − a.

Maximizar la re-
compensa espera-
da descontada en
un modelo de n

etapas.

Para cada n,
a∗n(x), la decisión
de reinversión
óptima, es una
función creciente
de la riqueza.

Hinderer
[13]

En un modelo de adminis-
tración de depósito, el es-
tado es el contenido de la
presa antes de que se libere
el ĺıquido y el control a es
la descarga. Aśı x− a es la
cantidad retenida.

Para cada n,
a∗n(x), la decisión
de descarga
óptima es una
función creciente
del contenido de
la presa.

Miller [23] En un modelo de consumo
óptimo no estacionario,
con un ingreso estocástico,
el estado s del sistema es
la suma de la riqueza x y
la deuda permitida en ese
periodo y, el control es la
cantidad a consumir entre
0 y s.

Maximizar la
utilidad esperada
descontada del
consumo, en un
horizonte infinito.

El consumo ópti-
mo es una fun-
ción creciente de
la riqueza.

Tabla 2.3: Minimizadores monótonos en administración de recursos.
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Referencia Descripción Problema Resultados

Iglehart
[16]

En un modelo de inven-
tario de un sólo producto,
se decide la cantidad de in-
ventario a surtir, con base
en el nivel x de inventario
(estado).

Determinar la
poĺıtica de orden
óptima que mi-
nimiza el costo
total descontado
esperado.

La poĺıtica óptima
es (s, S), s < S.
Si x < s, ordenar
S − x y si x ≥ s,
no ordenar.

Puterman
[27], Topkis
[36]

Una firma pone en el mer-
cado un sólo producto y de-
termina su precio a, basado
en el nivel de ventas x, del
periodo anterior.

Elegir una regla
para establecer
el precio que ma-
ximice la recom-
pensa total es-
perada.

El nivel de precio
óptimo es una fun-
ción creciente de
las ventas.

Ross [29] En un modelo de juegos, un
jugador debe decidir, des-
pués de que la probabili-
dad de ganar cada juego
(p) es anunciada, la canti-
dad a apostar a, de su for-
tuna x. El estado es (x, p).

Maximizar el va-
lor esperado de
una función de
utilidad de su
fortuna final, en
n juegos.

La apuesta óptima
es una función cre-
ciente de p, para n

y x fijas.

Altman [1] En el contexto de juegos
de Markov de suma cero,
el jugador 1 controla la lle-
gada de clientes a un acu-
mulador finito y el jugador
2 controla la tasa de servi-
cio (desconocida por el ju-
gador 1). El estado es el
número de clientes en el
sistema.

Diseñar una
poĺıtica que
garantice el
mejor fun-
cionamiento en
condiciones de
servicio, en el
peor caso.

Cuando el número
de clientes aumen-
ta, es óptimo que
el flujo de entrada
y la calidad de ser-
vicio disminuyan.

Tabla 2.4: Minimizadores monótonos en modelos de inventarios y teoŕıa de juegos.
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Cabe señalar que en tales aplicaciones se consideran sistemas dinámicos
cuyos estados son observados periódicamente y en base a ello, se toma una
decisión (o se aplica un control). El horizonte de planeación puede ser finito o
infinito.

Por otro lado, en Puterman [27], para PCMs en espacios finitos, la existencia
de una poĺıtica óptima que es estrictamente monótona es útil por lo siguiente:
Su aproximación, v́ıa el algoritmo de iteración de poĺıticas, es mejorada porque
se toma como poĺıtica inicial una poĺıtica creciente y en cada iteración se re-
ducen los conjuntos de controles admisibles. Esto hace que, desde nuestro punto
de vista, se acelere la convergencia de este algoritmo (véase [27], págs. 259–260;
428).

2.3. Antecedentes

En la Tabla 2.5 se resumen los antecedentes que se conocen para la obtención
de minimizadores monótonos en problemas de optimización, como el que se
definió en (2.1).

En los trabajos de Topkis [35], Topkis [36] y Sundaram [34] se presentan
condiciones que garantizan soluciones monótonas al problema de optimización
(2.1), y en cada una de ellos, se requiere que los conjuntos A(x), x ∈ X, sean
compactos. s.c.i. quiere decir semicontinua inferior.

Topkis [35], es un antecedente de este trabajo, para el caso de minimizadores
crecientes (en el caso de minimizadores decrecientes, no necesariamente exis-
ten).

Sundaram [34] y Topkis [36] estudian un problema de maximización, similar al
problema (2.1) (i.e. sustituyendo “min” por “max” en (2.1)) y obtienen maxi-
mizadores crecientes. En Topkis [36], aparece la versión dual a la considerada
en Topkis [35].
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Autor X A A(x), x ∈ X G(x, a),
(x, a) ∈ K

Resultado

Topkis [35]
(1978)

CPO Ret́ıcula Ascendente y
compacto

subaditiva.
G(x, ·) s.c.i. y
submodular,
∀x ∈ X.

Minimizador
creciente

Sundaram
[34] (1996)

sub-
ret́ıcula
de Rn

sub-
ret́ıcula
de Rm

sub-ret́ıcula
compacta y
ascendente

Superaditiva.
G(x, ·) con-
tinua y su-
permodular,
∀x ∈ X.

Maximizador
creciente

Topkis [36]
(1998)

CPO Ret́ıcula Ascendente.
Finito o
compacto en
Rn

Superaditiva y
G(x, ·) s.c.s. y
supermodular,
∀x ∈ X.

Maximizador
creciente

Ret́ıcu-
la

Ret́ıcula finito o com-
pacto en Rn

Supermodular
y s.c.s.. K

sub-ret́ıcula.

Maximizador
creciente

Tabla 2.5: Minimizadores monótonos en problemas de optimización.
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Por otra parte (véase la Tabla 2.6), en los trabajos de Serfozo [31] y Kalin
[18] se presentan condiciones que implican la existencia de poĺıticas óptimas
monótonas en PCMs. En [31] y [18] se supone directamente la superaditividad
del operador de programación dinámica (OPD) (véase 4.4, en Caṕıtulo 4). En
esta tabla, FO se utiliza para abreviar función objetivo y FD se usa para abre-
viar función de distribución.

En Hinderer [13], Porteus [26] y Topkis [36] se dan condiciones para obtener
poĺıticas óptimas monótonas en PCMs descontados a tiempo discreto y con
horizonte finito. En [36], aunque no se supone directamente la superaditividad
del OPD, se pide que la familia de funciones de distribución, asociadas a las
probabilidades de transición del modelo, sean crecientes en los estados y super-
modulares estocásticamente en K. En [26], la dinámica del sistema está dada
por una ecuación en diferencias ([11]) y el costo es aditivamente separable (i.e.,
se puede escribir como la suma de dos expresiones donde una de ellas sólo de-
pende del estado y la otra sólo depende de los controles); además, se supone
que las funciones de iteración de valores son dos veces diferenciables.
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Autor X A A(x),
x ∈ X,

Q(B|x, a) c(x,a) o
r(x,a)

Poĺıtica
óptima
y FO

Serfozo
[31] (1976)
y Kalin
[18] (1978)

CPO ⊆ R

com-
pacto

Creciente.
A\A(x),
x ∈ X, es
creciente
(véase
[31])

OPD superadi-
tivo

Creciente
en
PCMs
descon-
tados

Topkis [36]
(1998)

⊂
Rn

⊂
Rm

Finito y
creciente

K sub-ret́ıcu-
la. La FD
Fx,a(y) es
supermodular
estocástica-
mente y F·,a(y)
es creciente
estocástica-
mente (véase
[36]).

r(·, a) cre-
ciente. r

supermodu-
lar.

Creciente
en
PCMs
descon-
tados

Porteus
[26] (2002)

⊂ R ⊂ R A(x) =
A, x ∈ X.

xt+1 =
F (xx, at, ξt).
F (·, ·, s) cre-
ciente y
submodu-
lar. F (·, a, s)
cóncava.

submodular.
c(·, a)
cóncavo,
creciente y
submodu-
lar.

creciente
en
PCMs
descon-
tados

Tabla 2.6: Poĺıticas óptimas monótonas en PCMs.



Caṕıtulo 3

Minimizadores monótonos en
problemas de optimización

En esta parte de la tesis, se desarrolla con más detalle la Sección 3, del trabajo
de Flores-Hernández y Montes-de-Oca [7].

En este caṕıtulo se presentan condiciones bajo las cuales el problema de mi-
nimización (2.1), establecido en la Sección 2.1, tiene minimizadores monótonos,
en Rn, n ≥ 1.

Considérese nuevamente, como en la Sección 2.1, lo siguiente:

Sean X y A subconjuntos de Borel no vaćıos y fijos de Rn and Rm, n, m ∈ N,
respectivamente. Para cada x ∈ X, sea A(x) un subconjunto (medible) no
vaćıo de A. Supóngase que K := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A(x)} es un subconjunto
medible de X × A.

Sea G : K → R una función medible y acotada por abajo (p.ej. no negati-
va) y considérese el siguiente problema de minimización:

min
a∈A(x)

G(x, a), (3.1)

con x ∈ X. También, para cada x ∈ X, def́ınase A∗(x) por

A∗(x) :=

{
a ∈ A(x) : G(x, a) = min

a∗∈A(x)
G(x, a∗)

}
. (3.2)

Suposición 3.1. a) G es semicontinua inferior (s.c.i.) en K.
b) G es inf-compacta en K, es decir, para cada x ∈ X y s̄ ∈ R, el conjunto
As̄(x) := {a ∈ A(x) : G(x, a) ≤ s̄} es compacto.

18
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Lema 3.1. (Teorema 4.1, [28])
La Suposición 3.1 implica que existe una función medible g : X → A tal que
g(x) ∈ A∗(x), x ∈ X, i.e. g es un minimizador para (3.1). En particular,
obsérvese que A∗(x) 6= ∅, para toda x ∈ X.

Observación 3.1. Es directo verificar que, para cada x ∈ X, A∗(x) ⊂ AG∗(x)(x),
donde G∗(x) := min

a∗∈A(x)
G(x, a∗).

Lema 3.2. La Suposición 3.1 implica que A∗(x) es un conjunto compacto, para
cada x ∈ X.

Demostración. Sea x ∈ X fijo y supóngase que existe una sucesión {an} en
A∗(x) tal que lim

n→+∞
an = a′ /∈ A∗(x). Obsérvese que G(x, a′) > min

a∗∈A(x)
G(x, a∗),

además, G(x, an) = min
a∗∈A(x)

G(x, a∗), para cada n = 1, 2, . . .. De aqúı, como G

es s.c.i. en K, entonces min
a∗∈A(x)

G(x, a∗) = lim inf
n→+∞

G(x, an) ≥ G(x, a′), pero esto

es una contradicción a la suposición de arriba. Por lo tanto, a′ ∈ A∗(x), i.e.,
A∗(x) es cerrado.

Ahora, la compacidad de A∗(x) se sigue de la Observación 3.1 y la Suposi-
ción 3.1 b), con s̄ = G∗(x). Dado que x ∈ X es arbitrario, el Lema 3.2 se
sigue.

Será de utilidad, en las siguientes dos secciones, el uso del siguiente lema.

Lema 3.3. (Teorema 4.1, [35])
Supóngase que para cada x ∈ X, A(x) es una ret́ıcula y G(x, ·) es submodular.
Entonces, para toda x ∈ X, A∗(x) es una sub-ret́ıcula de A(x).

3.1. Minimizadores decrecientes de funciones

superaditivas

En el siguiente teorema se dan condiciones para obtener minimizadores de-
crecientes. Luego, se menciona un ejemplo que satisface tales condiciones y
la Suposición 3.1 y por lo tanto es posible concluir que tiene un minimizador
decreciente.
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Teorema 3.1. Si A es una ret́ıcula, x → A(x) es descendente (en particu-
lar, A(x) es una sub-ret́ıcula de A, para cada x ∈ X), A(y) ⊂ A(x), para
x � y ∈ X, G es superaditiva, G(x, ·) es submodular, para cada x ∈ X, y la
Suposición 3.1 se cumple, entonces para f(x) := sup A∗(x), x ∈ X, se obtiene
que f(y) � f(x), con x � y en X. Además, f(x) ∈ A∗(x), para toda x ∈ X,
i.e., f es un minimizador para (3.1).

Demostración. Sean x, y ∈ X con x � y, a ∈ A∗(x) ⊂ A(x) y b ∈ A∗(y) ⊂
A(y) ⊂ A(x). Entonces

G(x, a∨ b)−G(x, a) ≤ G(x, b)−G(x, a ∧ b) ≤ G(y, b)−G(y, a∧ b), (3.3)

donde la primera desigualdad se tiene por la submodularidad de G(x, ·) y la
segunda es consecuencia de la superaditividad de G en K; obsérvese además
que a ∧ b ∈ A(y), porque A(y) v A(x) y, a ∧ b, a ∨ b ∈ A(x) se debe a que
A(x) es una sub-ret́ıcula de A. Luego, de (3.3) y de la optimalidad de a y de
b, resulta que

0 ≤ G(x, a ∨ b) − G(x, a) ≤ G(y, b) − G(y, a ∧ b) ≤ 0. (3.4)

De aqúı que la igualdad en (3.4) se sigue y, a ∧ b ∈ A∗(y) y a ∨ b ∈ A∗(x), esto
es, A∗(y) v A∗(x), para x � y.

Ahora, dado que G(x, ·) es submodular en la ret́ıcula A(x), para cada x ∈ X,
usando el Lema 3.3 se obtiene que A∗(x) es una sub-ret́ıcula de A(x). Por lo
tanto, x → A∗(x) es descendente.

Además, de la Suposición 3.1 se sigue que, para cada x ∈ X, A∗(x) es un
conjunto compacto en Rm (véase Lema 3.2). Entonces, del Lema 1.1 se sigue
que, para cada x ∈ X, A∗(x) contiene un supremo y un ı́nfimo. Definiendo
f(x) := sup A∗(x), x ∈ X, y tomando x, y ∈ X, con x � y, como A∗(y) v
A∗(x), del Lema 1.3 a), resulta que f(y) � f(x). Con esto se concluye la
prueba del Teorema 3.1.

Observación 3.2. En la prueba del Teorema 3.1 es posible considerar f ′(x) :=
inf A∗(x), x ∈ X, y también demostrar (usando el Lema 1.3 b)) que f ′ es un
minimizador decreciente para (3.1).

Ejemplo 3.1. Sea X un subconjunto de Borel no vaćıo de R2. Considérese
A = A(x) = R, x ∈ X, y G(x, a) = κ(x) + ν(a), (x, a) ∈ K, donde κ y ν son
funciones real-valuadas definidas en X y A, respectivamente.

Suposición 3.2. a) κ y ν son funciones no-negativas y continuas.
b) lim

a→+∞
ν(a) = lim

a→−∞
ν(a) = +∞.
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Lema 3.4. Bajo la Suposición 3.2, el Ejemplo 3.1 satisface las hipótesis del
Teorema 3.1. (Por lo tanto, f(x) := sup A∗(x), x ∈ X, es un minimizador
decreciente).

Demostración. Obsérvese que A = R es una ret́ıcula, x → A(x) es descendente
y A(y) ⊂ A(x), para x � y ∈ X (de hecho, x → A(x) es una multifunción
constante, i.e., A(x) = A, para toda x), además, G es s.c.i. en K y no negativa,
debido a la Suposición 3.2 a). Luego, si x, y ∈ X, y a, b ∈ A(y) = R con x � y

y a ≤ b, entonces G(y, b) + G(x, a) −
[
G(y, a) + G(x, b)

]
= 0. Por lo tanto,

G es superaditiva. Nótese que, para cada x ∈ X, G(x, ·) es submodular como
consecuencia de que A(x) = R.

Enseguida se verificará que G es inf-compacta (véase la Suposición 3.1 b)).
Para ello, considérense s̄ ∈ R y x ∈ X, fijos. Obsérvese que si s̄ − κ(x) < 0,
entonces As̄(x) = ∅ (recuérdese que de la Suposición 3.2 a), ν es no-negativa).
También obsérvese que si s̄ − κ(x) ≥ 0, entonces As̄(x) es cerrado dado que G
es continua. Además, As̄(x) debe ser acotado. Para probar esto, sea {an} una
sucesión en As̄(x) tal que an ↑ +∞. Nótese que

κ(x) + ν(an) ≤ s̄, (3.5)

para toda n. De aqúı que, permitiendo que n → +∞ en (3.5), y usando la
Suposición 3.2 b), resulta que s̄ ≥ +∞, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto, As̄(x) está acotado superiormente. De manera similar, es posible mostrar
que As̄(x) está acotado inferiormente. Dado que As̄(x) ⊂ R, se sigue que As̄(x)
es compacto. Como s̄ y x son arbitrarios, se sigue que G es inf-compacta en K.
Por lo tanto, la Suposición 3.1 se cumple.

3.2. Minimizadores crecientes de funciones sub-

aditivas

A continuación, se enuncia un resultado que permite obtener minimizadores
crecientes en problemas de optimización no acotados (véase Teorema 3.2). Este
resultado extiende, en el contexto de espacios Euclidianos, un resultado previo,
obtenido por Topkis [35] (véase el Teorema 6.2 en [35]).

Lema 3.5. (Teorema 6.1, [35])
Considérese que la Suposición 3.1 se cumple. Si A es una ret́ıcula, x → A(x)
es ascendente, A(y) ⊂ A(x) para x � y ∈ X, G(x, ·) es submodular, para cada
x ∈ X, y G es subaditiva en K, entonces x → A∗(x) es ascendente.
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Teorema 3.2. Supóngase que A y K son ret́ıculas. Si x → A(x) es ascendente
(en particular, para cada x ∈ X, A(x) es una sub-ret́ıcula de A), A(y) ⊂ A(x)
para x � y ∈ X, G es subaditiva en K y la Suposición 3.1 se cumple entonces,
para f(x) := sup A∗(x), x ∈ X, se obtiene que f(x) � f(y), para toda x � y.
Además, f(x) ∈ A∗(x), para cada x ∈ X, i.e., f es un minimizador para (3.1).

Demostración. Dado que K es una ret́ıcula y G es subaditiva, del Lema 1.5 b)
y el Lema 1.5 c), se obtiene que G(x, ·) es submodular en la ret́ıcula A(x), para
cada x ∈ X. Además, como A es una ret́ıcula, la Suposición 3.1 se cumple,
x → A(x) es ascendente, A(y) ⊂ A(x) para x � y ∈ X y G es subaditiva,
al usar el Lema 3.5, resulta que x → A∗(x) es ascendente (en particular, para
cada x ∈ X, A∗(x) es una sub-ret́ıcula de A(x)). Por otro lado, del Lema 3.2
se obtiene que A∗(x), x ∈ X, es un conjunto compacto en Rm. Por lo tanto,
del Lema 1.1, se sigue que A∗(x), x ∈ X, contiene un supremo y un ı́nfimo. El
resto de la prueba se sigue del Lema 1.3 a).

Observación 3.3. Para el Teorema 3.2, la función f ′(x) := infA∗(x), x ∈ X,
también funciona como un minimizador creciente para (3.1); en este caso se
usa el Lema 1.3 b).

Ejemplo 3.2. Sea X = A = Z (donde Z denota el conjunto de números
enteros). Considérense A(x) = [x,∞)∩Z, x ∈ X y G(x, a) = ea−x, (x, a) ∈ K.

Lema 3.6. El Ejemplo 3.2 satisface las hipótesis del Teorema 3.2. (Por lo
tanto, f(x) := sup A∗(x), x ∈ X, es un minimizador creciente).

Demostración. Obsérvese que A y K son ret́ıculas, trivialmente. Considérense
x, y ∈ X, con x ≤ y, a ∈ A(x) y b ∈ A(y). Para verificar que x → A(x) es ascen-
dente, es suficiente considerar los siguientes casos: a ∈ [x, y) ∩ Z, a ∈ [y, b) ∩ Z

o a ∈ [b,∞) ∩ Z, y, el hecho de que A(x), x ∈ X, es una sub-ret́ıcula de A (re-
cuérdese que para cada x ∈ X, A(x) es un subconjunto de Z). Si a ∈ [y, b)∩ Z

o a ∈ [b,∞)∩Z entonces, a∧ b ∈ A(y) ⊂ A(x) y a∨ b ∈ A(y); si a ∈ [x, y)∩Z,
entonces a ∧ b = a ∈ A(x) y a ∨ b = b ∈ A(y). Por lo tanto, A(x) v A(y).

Nótese también que G es una función subaditiva en K como consecuencia
del Lema 1.4 i). Claramente, G también es una función positiva y continua.

Por otro lado, considérense x ∈ X y s̄ ∈ R fijos. Si s̄ ≤ 0, entonces As̄(x) = ∅
es compacto. Ahora, sea 0 < s̄ < 1. Al tomar a ∈ As̄(x) obsérvese que ea−x ≤ s̄
implica que a−x ≤ ln s̄ < 0, i.e., a < x, pero esto es una contradicción, porque
a ∈ [x,∞) ∩ Z. Aśı, As̄(x) = ∅ y, por lo tanto, éste también es compacto.
Finalmente, sea s̄ ≥ 1 y considérese a ∈ As̄(x). Obsérvese que ea−x ≤ s̄ y
a ∈ [x,∞) ∩ Z implican que a ∈ [x, x + ln s̄] ∩ Z. Aśı, la compacidad de As̄(x)
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se obtiene de que As̄(x) es un conjunto cerrado (recuérdese que G es continua),
y de que As̄(x) ⊂ [x, x + ln s̄]∩Z. Por lo tanto, dado que x y s̄ son arbitrarios,
se sigue que G es inf-compacta en K.



Caṕıtulo 4

Aplicaciones: PCMs en R

En este apartado se desarrollan con más detalle las Secciones 4, 5, 6, y 7 del
trabajo de Flores-Hernández y Montes-de-Oca [7].

En este caṕıtulo se aplican los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 3, a
PCMs con costo descontado y con costo promedio en R, para obtener poĺıticas
óptimas monótonas.

4.1. Poĺıticas óptimas monótonas de PCMs des-

contados

En esta sección, se aplicarán los Teoremas 3.1 y 3.2 del Caṕıtulo 3 para garan-
tizar la existencia de una poĺıtica óptima monótona para PCMs con costo
descontado, en R.

Sea {X, A, {A(x), x ∈ X}, Q, c} un modelo de control de Markov fijo. En
esta sección, α ∈ (0, 1) se considerará fijo.

Suposición 4.1. (Suposiciones 4.2.1 y 4.2.2 en [11], p. 46)

a) El costo por etapa c : K → R es no-negativo, s.c.i. e inf-compacto en K.

b) La ley de transición Q es fuertemente continua, es decir,

u′(x, a) :=
∫

u(z)Q(dz|x, a)

es continua y acotada para cada función u : X → R medible y acotada.

c) Existe una poĺıtica π tal que Vα(π, x) < +∞, para cada x ∈ X.

24
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Lema 4.1. (Teorema 4.2.3, [11]) Bajo la Suposición 4.1, la función de valores
óptimos con costo descontado V ∗

α , satisface la ecuación de optimalidad con
costo descontado (EOCD), i.e., para toda x ∈ X,

V ∗
α (x) = min

a∈A(x)

[
c(x, a) + α

∫
V ∗

α (z)Q(dz|x, a)

]
. (4.1)

También existe una función gd ∈ F, tal que

V ∗
α (x) = c(x, gd(x)) + α

∫
V ∗

α (z)Q(dz|x, gd(x)), (4.2)

para cada x ∈ X y gd es óptima. Inversamente, si gd es óptima estacionaria,
entonces satisface (4.2).

Una manera de aproximar a V ∗
α (·), es a través de las funciones de iteración

de valores, que se definen a continuación.

Definición 4.1. Las funciones de iteración de valores se definen como

vn(x) := min
a∈A(x)

[
c(x, a) + α

∫
vn−1(z)Q(dz|x, a)

]
, (4.3)

para toda x ∈ X y n = 1, 2, . . ., con v0(·) ≡ 0.

Lema 4.2. (Lema 4.2.8, [11]) Considérese que la Suposición 4.1 se cumple.
Entonces vn ↑ V ∗

α .

En este contexto, la función G1 definida como

G1(x, a) := c(x, a) + α

∫
V ∗

α (z)Q(dz|x, a), (4.4)

(x, a) ∈ K, corresponde a la función que es minimizada en (4.1). (4.4) será lla-
mada el operador de programación dinámica descontado (OPDD), apli-
cado a V ∗

α (·) (véase [31]). (De hecho, (4.4) es la conexión con el problema de
minimización presentado en (3.1)).

Observación 4.1. El conjunto A∗(x), x ∈ X, definido en (3.2), será denotado
por A∗

d(x) en el contexto de PCMs descontados, y está dado por

A∗
d(x) :=

{
a ∈ A(x) : G1(x, a) = min

a∗∈A(x)
G1(x, a∗)

}
, (4.5)

para x ∈ X, con G1 definida en (4.4). También, cabe señalar que del Lema 4.1
se sigue que para cada x ∈ X, A∗

d(x) es no vaćıo y representa el conjunto de
minimizadores de la EOCD, para el estado x.
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Luego, para poder aplicar los Teoremas 3.1 y 3.2, además de suponer que
x → A(x) es descendente (resp. ascendente) y que se cumple la Suposición
3.1, para obtener que la poĺıtica óptima (minimizador óptimo) es decreciente
(resp. creciente), será necesario que G1(·, ·) sea superaditiva (resp. subaditiva).

Una de las aportaciones principales de este trabajo consiste en dar condi-
ciones suficientes para que G1(·, ·) sea una función superaditiva (resp. subadi-
tiva). Tales condiciones están dadas en los elementos del modelo de control de
Markov y tienen en común la siguiente suposición:

Suposición 4.2. a) X y A son intervalos en R.

b) (1−λ)a+λa′ ∈ A((1−λ)x+λx′), para toda x, x′ ∈ X, a ∈ A(x), a′ ∈ A(x′)
y λ ∈ [0, 1] (i.e., x → A(x) es convexa); A(y) ⊂ A(x), para x ≤ y ∈ X y
A(x) es convexo, para cada x ∈ X.

c) c es convexo en K.

4.1.1. Condiciones para que el OPD sea superaditivo

Condición 1. (C1)

a) Q está dada por xt+1 = γxt + δat + ξt, t = 0, 1, . . ., γ, δ > 0 y ξt es
una sucesión de v.a. i.i.d. que toman valores en S ⊂ R. (Obviamente, se
supone que γx + δa + s ∈ X, para toda x ∈ X, a ∈ A(x) y s ∈ S).

b) x → A(x) es descendente.

c) c es superaditivo en K.

Condición 2. (C2)

a) x → A(x) es descendente.

b) Para x ≤ y en X, c(x, a) ≤ c(y, a), para cada a ∈ A(y).

c) c es superaditivo en K.

Q está dada por xt+1 = F (xt, at, ξt), t = 0, 1, ..., como en (1.2), con
S ⊂ R. Además,

d) si x ≤ y en X, entonces F (x, a, s) ≤ F (y, a, s), para cada a ∈ A(y) y
s ∈ S.
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e) F (x, ·, s) es creciente, para cada x ∈ X y s ∈ S.

f) F (·, ·, s) es convexa en K, para cada s ∈ S.

g) F (·, ·, s) es superaditiva en K, para cada s ∈ S.

4.1.2. Condiciones para que el OPD sea subaditivo

Condición 3. (C3)

a) K es una ret́ıcula.

b) Q está dada por xt+1 = γxt + δat + ξt, t = 0, 1, . . ., γ > 0, δ < 0 y ξt es
una sucesión de v.a. i.i.d. que toman valores en S ⊂ R. (Obviamente, se
supone que γx + δa + s ∈ X, para toda x ∈ X, a ∈ A(x) y s ∈ S).

c) x → A(x) es ascendente.

d) c es subaditivo en K.

Condición 4. (C4)

a) K es una ret́ıcula.

b) x → A(x) es ascendente.

c) Para x ≤ y en X, c(x, a) ≤ c(y, a), para cada a ∈ A(y).

d) c es subaditivo en K.

Q está dada por xt+1 = F (xt, at, ξt), t = 0, 1, ..., como en (1.2), con
S ⊂ R. Además,

e) si x ≤ y en X, entonces F (x, a, s) ≤ F (y, a, s), para cada a ∈ A(y) y
s ∈ S.

f) F (x, ·, s) es decreciente, para cada x ∈ X y s ∈ S.

g) F (·, ·, s) es convexa en K, para cada s ∈ S.

h) F (·, ·, s) es subaditiva en K, para cada s ∈ S.
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4.1.3. Resultados principales

A continuación se enuncia un par de teoremas, sin demostración. Las pruebas
correspondientes aparecen en la siguiente sección.

Teorema 4.1. Considérese que las Suposiciones 4.1 y 4.2 se cumplen. Entonces
existe una poĺıtica óptima estacionaria decreciente bajo cada Ci, i = 1, 2.

Teorema 4.2. Considérese que las Suposiciones 4.1 y 4.2 se cumplen. Entonces
existe una poĺıtica óptima estacionaria creciente bajo cada Ci, i = 3, 4.

4.1.4. Ejemplos

En esta sección, se describen algunos ejemplos que satisfacen las hipótesis del
Teorema 4.1 o del Teorema 4.2 y por lo tanto, tienen una poĺıtica óptima
decreciente o creciente, respectivamente. Será de utilidad el siguiente lema.

Lema 4.3. Sea I ⊂ R un intervalo, W : R → R una función convexa y x, y ∈ R

con x < y. Entonces D : I → R definida por

D(a) := W(y + a) −W(x + a), a ∈ I

es creciente.

Demostración. Esta se sigue directamente de aplicar el Lema 4.42 (i) de [33].

Ejemplos para C1 y C2

Ejemplo 4.1. Primer ejemplo de un sistema de producción de inventario
(véase Ejemplo 4.5 en [4] y Ejemplo 1.3.3 en [11]).

Sea X = R y A = A(x) = [0, +∞), para toda x ∈ X. La dinámica de este
sistema está dada por:

xt+1 = xt + at − ξt, t = 0, 1, 2, .... (4.6)

Aqúı, ξ0, ξ1, ... son v.a. i.i.d. que toman valores en S = [0, +∞) y con densidad
∆.

Suposición 4.3. En el Ejemplo 4.1:

a) Se cumple la Suposición 4.1.

b) c es convexo y superaditivo.
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Lema 4.4. Considérese que la Suposición 4.3 se cumple. Entonces el Ejemplo
4.1 tiene una poĺıtica óptima estacionaria decreciente. (de hecho, se mostrará que
el Ejemplo 4.1 satisface la Suposición 4.2 y C1).

Demostración. Obsérvese que bajo la Suposición 4.3 b), este ejemplo cumple la
Condición C1 y la Suposición 4.2. Por lo tanto, se tiene el resultado deseado.

Observación 4.2. Por ejemplo, si el costo está dado por:

c(x, a) = βa + ĥ E [max (0, x + a − ξ)] + p̂ E [max (0, ξ − x − a)] (4.7)

con ĥ, p̂ y β constantes no-negativas, en el Lema 4.7 de [4] se muestra que el
Ejemplo 4.1 cumple la Suposición 4.3 a), al suponer además que ∆ es conti-
nua, E[ξ] < ∞ y f(x) = 0, para toda x ∈ X. También, en [4] se demuestra
que c es no-negativo, convexo, s.c.i e inf-compacto en K y la prueba de que es
superaditivo en K, es la siguiente:

Utilizando el resultado de que para l, l′ ∈ R, max (l, l′) = l+l′+|l−l′|
2

, otra expre-
sión para la función de costo dada en (4.7) es:

c(x, a) = βa + (ĥ − p̂)
x + a

2
− (ĥ − p̂)

E(ξ)

2
+ (ĥ + p̂)

E[|x + a − ξ|]

2
(4.8)

donde (x, a) ∈ K y la esperanza en (4.7) y (4.8) es con respecto a ξ.

Usando (4.8) se obtiene que

c(y, a)−c(x, a) =

1

2
(ĥ + p̂)

∫ [
|y + a − s| − |x + a − s|

]
∆(s)ds +

1

2
(ĥ − p̂)(y − x),

(4.9)

para x, y ∈ X y a ∈ A = A(x) ∩ A(y). Obsérvese que de (4.9), para obtener
que c es superaditiva es suficiente verificar que para x, y ∈ R, con x ≤ y y
s ∈ [0, +∞), Θ(a) = |y + a − s| − |x + a − s|, a ∈ A, es creciente.

Considérense x, y ∈ R fijos, con x < y y s ∈ [0, +∞). Tomando a, b ∈ [0, +∞),
con a < b obsérvese que existen tres casos: y+a−s < x+b−s, y+a−s = x+b−s
y y + a − s > x + b − s. Supóngase que el primer caso se cumple, i.e.,
y+a−s < x+b−s, esto produce que x+a−s < y+a−s < x+b−s < y+b−s.
Dado que la función valor absoluto es convexa, usando dos veces la desigual-
dad (i) en el Lema 4.42 de [33] (primero, esta desigualdad será usada para
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x + a − s < y + a − s < x + b − s y enseguida, se aplicará a y + a − s <
x + b − s < y + b − s), se obtiene que

|y + a − s| − |x + a − s|

y − x
≤

|x + b − s| − |x + a − s|

b − a
≤

|x + b − s| − |y + a − s|

x + b − (y + a)
,

(4.10)

|x + b − s| − |y + a − s|

x + b − (y + a)
≤

|y + b − s| − |y + a − s|

b − a
≤

|y + b − s| − |x + b − s|

y − x
.

(4.11)

Combinando (4.10) y (4.11) se sigue que Θ(a) ≤ Θ(b), a < b.

De manera similar, es posible probar que Θ(a) ≤ Θ(b) para los casos y+a−s =
x + b − s y y + a − s > x + b − s.

Dado que x y y son arbitrarios, se obtiene que c es superaditivo.

Ejemplo 4.2. Segundo ejemplo de un sistema de producción de inventario
(véanse los Ejemplos 4.1 en [5], 1.3.3 en [11] y el de la Sección 5 en [8]).

Sea M̃ una constante positiva fija y consideremos X = A = [0, M̃ ] y A(x) =
[0, M̃ − x], para x ∈ X. La dinámica del sistema está dada por:

xt+1 = [xt + at − ξt]
+, (4.12)

para t = 0, 1, . . ., donde j+ := max{0, j}. Aqúı, ξt, t = 0, 1, . . ., son v.a. i.i.d.
que toman valores en S = [0,∞) y tienen densidad ∆.

Suposición 4.4. Para el ejemplo 4.2:

a) Se cumple la Suposición 4.1.

b) c es convexo y superaditivo. Además, para x ≤ y en X, c(x, a) ≤ c(y, a),
para cada a ∈ A(y).

Lema 4.5. Considérese que la Suposición 4.4 se cumple. Entonces el Ejemplo
4.2 tiene una poĺıtica óptima estacionaria decreciente, debido a que satisface la
Suposición 4.2 y C2.

Demostración. c es una función convexa en K (Suposición 4.4 c)), y un cálculo
elemental permite obtener que (1 − λ)a + λa′ ∈ A((1 − λ)x + λx′) = [0, M̃ −
((1− λ)x + λx′)], si x, x′ ∈ X, a ∈ A(x) = [0, M̃ − x], a′ ∈ A(x′) = [0, M̃ − x′],
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λ ∈ [0, 1]. También, obsérvese que para cada x ∈ X, A(x) es convexo y
A(x) ⊃ A(y), para x ≤ y en X. Esto en combinación con el hecho de que
X y A son intervalos en R, permite concluir que la Suposición 4.2 se cumple.

Ahora, C2 será verificada. No es dif́ıcil mostrar que el Ejemplo 4.2 satisface
que c es creciente en la primera variable.

Sean x, y ∈ X con x ≤ y, a ∈ A(x) y b ∈ A(y). Para probar que A(y) v A(x)
es suficiente considerar los siguientes tres casos: a ∈ [0, b], a ∈ (b, M̃ − y], o
a ∈ (M̃ − y, M̃ − x]. Si a ∈ [0, b] o a ∈ (b, M̃ − y], entonces a ∧ b ∈ A(y) y
a ∨ b ∈ A(y) ⊂ A(x); si a ∈ (M̃ − y, M̃ − x], entonces a ∧ b = b ∈ A(y) y
a ∨ b = a ∈ A(x). Dado que A(x), x ∈ X, es una sub-ret́ıcula, se sigue que
x → A(x) es descendente.

Por otro lado, C2 d) y C2 e) se cumplen como una consecuencia de que
η(j) := j+, j ∈ R, es no-decreciente y σ(x, a, s) = x + a − s es una fun-
ción creciente de x y de a, para toda s ∈ [0, +∞).

Ahora, la convexidad de F (·, ·, s) en K, para cada s ∈ [0, +∞), se debe a
que F (x, a, s) = η(σ(x, a, s)), para (x, a) ∈ K y s ∈ [0, +∞), con η convexa y
creciente y σ(·, ·, s) convexa en K, para cada s ∈ [0, +∞).

La prueba de que F (·, ·, s) es superaditiva en K, para cada s ∈ S, es simi-
lar a la prueba de que c, dada en (4.7), es superaditiva (véase Observación 4.2;
de hecho, ahora la función valor absoluto en (4.10) y (4.11) será substituida
por la función parte positiva).

Observación 4.3. Por ejemplo, si el costo está dado como en (4.7) con
E [max (0, ξ − x − a)] = 0, i.e., c(x, a) = βa+ ĥ E [max (0, x + a − ξ)], (x, a) ∈
K (obsérvese que dado que para cada t ≥ 0, xt+1 ≥ 0,

c(xt, at) = βat + ĥ E [max (0, xt+1)] + p̂ E [max (0,−xt+1)]

= βat + ĥ E [xt+1] = βat + ĥ E [max (0, xt + at − ξt)]),

es posible probar que se satisface la Suposición 4.4 al considerar que ∆ es una
función continua y acotada.

Claramente, c es no-negativo y creciente en la primera variable. La inf-
compacidad de c es una consecuencia directa de su continuidad (véase la prue-
ba del Lema 4.7 a) en [4]) y de la compacidad de A(x), x ∈ X. Dado que c
está acotada (recordemos que c es continua y que K es un conjunto compacto),
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se sigue que 0 ≤ Vα(π, x) ≤ M̂/(1 − α) < +∞, para toda x ∈ X y π ∈ Π,

donde M̂ es una cota para c y α es el factor de descuento. En el Ejemplo 4.1
en [5], ya ha sido probado que la Suposición 4.1 b) se cumple.

También, en [4] se muestra que c es una función convexa en K (Lema
4.7 a)). Finalmente, la prueba de la superaditividad de c es una consecuencia
de la superaditividad de la función de costo (4.7) (véase Observación 4.2),
considerando que max (0, ξ − x − a) = 0, para (x, a) ∈ K.

Ejemplos para C3 y C4

Ejemplo 4.3. Considérense X = A = A(x) = R, para cada x ∈ X. La
ecuación que describe la dinámica de este sistema está dada por

xt+1 = γxt + δat + ξt, t = 0, 1, . . . ,

con γ > 0 y δ < 0 (véase Observación 4.4). Las perturbaciones ξt, t = 0, 1, ...,
son v.a i.i.d. con valores en S = R.

Suposición 4.5. Para el ejemplo 4.3:

a) La Suposición 4.1 se cumple.

b) c es convexo y subaditivo en K.

Lema 4.6. Considérese que la Suposición 4.5 se cumple. Entonces el Ejem-
plo 4.3 satisface las Suposición 4.2 y C3, i.e., éste tiene una poĺıtica óptima
estacionaria creciente.

Demostración. No es dif́ıcil verificar que la Suposición 4.2 y C4 se cumplen.

Observación 4.4. a) De forma similar, a la demostración del Lema 4.6 es
posible verificar que si δ > 0, entonces el Ejemplo 4.3 tiene una poĺıtica
óptima estacionaria decreciente.

b) Si el costo está dado por c(x, a) = qx2 + ra2, para (x, a) ∈ R y q y r son
constantes positivas, no es dif́ıcil verificar la Suposición 4.5 al suponer que
ξ tiene densidad continua ∆, E[ξ] = 0 y 0 < V ar[ξ] = E[ξ2] < +∞. De
hecho, en el Ejemplo 4.8 en [4] se muestra que el Ejemplo 4.3 satisface la
Suposición 4.1. Por otra parte, obsérvese que c es una función subaditiva
en K, porque para x ≤ y en X y a ≤ b en A(x) ∩ A(y) = R, se obtiene
que c(y, b) + c(x, a) = qy2 + rb2 + qx2 + ra2 = c(y, a) + c(x, b). Además,
no es dif́ıcil observar que c es una función convexa. Con esta expresión
para el costo se tiene la formulación del problema del regulador lineal
(Sección 4.7, [11]).
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Ejemplo 4.4. Sea X = R y A = A(x) = [0,∞), para cada x ∈ X, y sea

xt+1 = xt + e−at + ξt, t = 0, 1, . . . (4.13)

con {ξt} una sucesión de v.a. i.i.d. que toman valores en S = R. La función
de costo está dada por:

c(x, a) = ex + ϕ(a)

donde (x, a) ∈ K y ϕ : R → R es una función definida como

ϕ(a) =

{
a2 − 1, a > 1
0, a ∈ [0, 1]

.

Suposición 4.6. (a) ξ tiene densidad continua ∆.
(b) k :=

∫
es ∆(s) ds es finita y también satisface 0 < αke < 1, donde e es la

base del logaritmo natural y α es el factor de descuento.

Lema 4.7. Considérese que la Suposición 4.6 se cumple. Entonces el Ejemplo
4.4 satisface las Suposiciones 4.1 y 4.2, y C4, i.e., tiene una poĺıtica óptima
estacionaria creciente.

Demostración. Bajo la Suposición 4.6, este ejemplo satisface la Suposición 4.1
(y por lo tanto tiene el menos una poĺıtica óptima), al realizar pequeños cambios
en la prueba del Lema 4.2 en [4]. Además, no es dif́ıcil verificar que se cumple
la Suposición 4.2 y C4.

4.1.5. Demostración de los Teoremas 4.1 y 4.2

Lema 4.8. La Suposición 4.1 implica que la Suposición 3.1 (para G1) se
cumple. Por lo tanto, A∗

d(x) es un conjunto compacto no vaćıo, para toda
x ∈ X (véase la Observación 4.1).

Demostración. Sean (x, a) ∈ K y {(xl, al)}l≥0 una sucesión en K tal que (xl, al) →
(x, a). Sea {un} una sucesión de funciones medibles acotadas en X tal que
un ↑ V ∗

α (obsérvese que V ∗
α (·) ≥ 0 como consecuencia del hecho de que la fun-

ción de costo c es no-negativa; además, V ∗
α es medible por la Suposición 4.1).

Entonces, para cada n = 1, 2, . . .,

lim inf
l→+∞

∫
V ∗

α (z)Q(dz|xl, al) ≥ lim inf
l→+∞

∫
un(z)Q(dz|xl, al)

=

∫
un(z)Q(dz|x, a).

(4.14)
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La igualdad en (4.14) es consecuencia de la continuidad fuerte de Q. Haciendo
que n tienda a infinito en (4.14) se obtiene (por el Teorema de convergencia
monótona) que

lim inf
l→+∞

∫
V ∗

α (z)Q(dz|xl, al) ≥

∫
V ∗

α (z)Q(dz|x, a).

Por lo tanto,
∫

V ∗
α (z)Q(dz|·, ·) es s.c.i. Ahora, como c(·, ·) también es s.c.i. y,

c y
∫

V ∗
α (z)Q(dz|·, ·) están acotadas por abajo, entonces de la Proposición A.3

(a) en [11], resulta que G1(·, ·) es s.c.i. y acotada por abajo.

Ahora, para probar que G1 es inf-compacta en K, nótese que dado que
G1(·, ·) es s.c.i., se sigue que, para cada x ∈ X, G1(x, ·) es s.c.i.. Aśı, de la
Proposición A.1 en [11] resulta que As̄(x) = {a ∈ A(x) : G1(x, a) ≤ s̄} es cerra-
do, para cada x ∈ X y s̄ ∈ R. Luego, la compacidad de As̄(x), para cada x ∈ X
y s̄ ∈ R, se sigue directamente de la compacidad de {a ∈ A(x) : c(x, a) ≤ s̄},
para cada x ∈ X y s̄ ∈ R (véase la Suposición 4.1 a)), y el hecho de que
{a ∈ A(x) : G1(x, a) ≤ s̄} ⊆ {a ∈ A(x) : c(x, a) ≤ s̄}, para cada x ∈ X y s̄ ∈ R

(recuérdese que V ∗
α (·) ≥ 0).

Finalmente, aplicando el Lema 3.2 se obtiene que A∗
d(x), x ∈ X, es un

conjunto compacto no vaćıo.

Los Lemas 4.9, 4.10 y 4.11 también serán usados en la demostración de los
Teoremas 4.1 y 4.2.

Lema 4.9. Considérese que la Suposición 4.1 se cumple. Cada una de las
Condiciones C2 y C4 implican que V ∗

α es creciente.

Demostración. La prueba se realiza por inducción, utilizando que c(x, a) ≤
c(y, a) y el hecho de que F (x, a, s) ≤ F (y, a, s), para x ≤ y y a ∈ A(y) ⊂ A(x).
Para más detalles, véase [4].

Lema 4.10. Considérese que la Suposición 4.2 se cumple. Cada Ci, i =
1, . . . , 4 implica que V ∗

α es convexa.

Demostración. La prueba se hace por inducción (véanse los detalles en [4]). De
cada condición se usa el hecho de que c(·, ·) es convexa en K y el Lema 1 en
Iglehart [17]. Además, de C2 y C4 se utiliza que F (·, ·, s) es convexa en K, para
cada s ∈ S y el resultado de que V ∗

α es creciente en X (Lema 4.9).
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Lema 4.11. Sea H : R → R una función convexa. Sea â, b̂, ĉ ∈ R, con â < ĉ <
b̂. Entonces,

H(â + b̂ − ĉ) ≤ H(â) + H(b̂) − H(ĉ). (4.15)

Demostración. Obsérvese que es posible representar ĉ como ĉ = râ + sb̂ con
r + s = 1 porque â < ĉ < b̂. Entonces,

H(â + b̂ − ĉ) = H((1 − r)â + (1 − s)b̂) ≤ (1 − r)H(â) + (1 − s)H(b̂)

≤ H(â) + H(b̂) − H(râ + sb̂) = H(â) + H(b̂) − H(ĉ),

donde ambas desigualdades son una consecuencia del hecho de que H es una
función convexa. Esto completa la prueba del Lema 4.11.

Observación 4.5. Del Lema 4.8 se sigue que para cada x ∈ X, sup A∗
d(x) y

inf A∗
d(x) estan bien definidos, i.e., sup A∗

d(x), inf A∗
d(x) ∈ A∗

d(x) ⊂ A ⊂ R,
para toda x ∈ X. Aśı, es posible definir fd : X → A, el máximo minimizador
que satisface la EOCD, de la siguiente forma:

fd(x) := sup A∗
d(x), (4.16)

x ∈ X. Además, f ′
d : X → A, el mı́nimo minimizador que satisface la EOCD,

puede ser definido como sigue:

f ′
d(x) := inf A∗

d(x), (4.17)

x ∈ X.

Lema 4.12. Considérese que las Suposiciones 4.1 y 4.2 se cumplen. Cada
Ci, i = 1, 2 implica que fd(x) y f ′

d(x), x ∈ X, (definidas en (4.16) y (4.17),
respectivamente), son decrecientes.

Demostración. Se usará el Teorema 3.1 y la Observación 3.2 para mostrar que
fd y f ′

d son decrecientes, respectivamente. Para ello, obsérvese que A es tri-
vialmente una ret́ıcula, porque es un intervalo de R; x → A(x) es descendente
debido a Ci, i = 1, 2; A(y) ⊂ A(x), para x ≤ y en X, por la Suposición 4.2
b); G1(x, ·) es submodular trivialmente como consecuencia de que A(x) ⊂ R;
la Suposición 4.1 implica que la Suposición 3.1 se cumple (véase el Lema 4.8),
y sólo resta probar que cada Ci, i = 1, 2 implica que la función G1, en (4.4),
es superaditiva.

Supóngase que C2 se cumple.
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Como F (·, ·, s) es superaditiva en K, para cada s ∈ S, al usar que V ∗
α es

creciente (véase el Lema 4.9), se obtiene que

V ∗
α (F (x, b, s)) ≤ V ∗

α (F (y, b, s) + F (x, a, s) − F (y, a, s)), (4.18)

para x ≤ y en X, a ≤ b en A(y) y s ∈ S. Ahora, de C2 d), C2 e), la convexidad
de V ∗

α (véase el Lema 4.10) y, por el Lema 4.11, se tiene que

V ∗
α (F (y, b, s)+F (x, a, s) − F (y, a, s))

≤ V ∗
α (F (y, b, s)) + V ∗

α (F (x, a, s)) − V ∗
α (F (y, a, s)),

(4.19)

dado que F (x, a, s) ≤ F (y, a, s) ≤ F (y, b, s), con x ≤ y, a ≤ b y s ∈ S.

Luego, combinando (4.18) y (4.19), resulta que

0 ≤V ∗
α (F (y, b, s) + F (x, a, s) − F (y, a, s)) − V ∗

α (F (x, b, s)) + V ∗
α (F (y, b, s))

+ V ∗
α (F (x, a, s)) − V ∗

α (F (y, a, s)) − V ∗
α (F (y, b, s) + F (x, a, s) − F (y, a, s))

i.e.,

V ∗
α (F (y, a, s)) + V ∗

α (F (x, b, s)) ≤ V ∗
α (F (y, b, s)) + V ∗

α (F (x, a, s)),

para toda x ≤ y en X, a ≤ b en A(y) y s ∈ S. Esto significa que V ∗
α (F (·, ·, s))

es superaditiva en K.

Por otro lado, de la monotonicidad y la linealidad de la integral, se sigue que

α

∫
V ∗

α (F (y, a, s)) ∆(s) ds + α

∫
V ∗

α (F (x, b, s)) ∆(s) ds

≤ α

∫
V ∗

α (F (y, b, s)) ∆(s) ds + α

∫
V ∗

α (F (x, a, s)) ∆(s) ds,

para x ≤ y en X y a ≤ b en A(y). Por lo tanto, α
∫

V ∗
α (F (·, ·, s)) 4(s) ds es

superaditiva en K. Ahora, usando el hecho de que c es superaditiva y que la
suma de dos funciones superaditivas también es superaditiva (véase el Lema
1.5 a)), se obtiene que G1, dada por (4.4), es superaditiva.

Ahora supóngase que C1 se cumple.

Como en este caso la dinámica del sistema es lineal, se tiene igualdad en (4.18).
No es dif́ıcil observar que el resto de la prueba es similar a lo que se hizo para
C2, considerando que F (x, a, s) = γx+ δa+s, (x, a) ∈ K, s ∈ S y γ, δ > 0.
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Lema 4.13. Considérese que las Suposiciones 4.1 y 4.2 se cumplen. Cada Ci,
i = 3, 4 implica que fd(x) and f ′

d(x), x ∈ X, (definidas en (4.16) y (4.17),
respectivamente), son crecientes.

Demostración. Se usará el Teorema 3.2 y la Observación 3.3 para mostrar que
fd y f ′

d son crecientes, respectivamente. Para ello, obsérvese que A es trivial-
mente una ret́ıcula, porque es un intervalo de R, x → A(x) es ascendente debido
a Ci, i = 3, 4 y A(y) ⊂ A(x), para x ≤ y en X, por la Suposición 4.2 b); la
Suposición 4.1 implica que la Suposición 3.1 se cumple (véase el Lema 4.8), y
sólo resta probar que cada Ci y i = 3, 4 implica que la función G1, en (4.4), es
subaditiva.

Supóngase que C4 se cumple.

Como F (·, ·, s) es subaditiva en K, para cada s ∈ S, al usar que V ∗
α es cre-

ciente (véase el Lema 4.9), se obtiene que

V ∗
α (F (y, b, s)) ≤ V ∗

α (F (y, a, s) + F (x, b, s) − F (x, a, s)), (4.20)

para x ≤ y en X, a ≤ b en A(y) y s ∈ S. Ahora, de C4 e), C4 f ), la convexidad
de V ∗

α (véase el Lema 4.10) y, por el Lema 4.11, se tiene que

V ∗
α (F (y, a, s)+F (x, b, s) − F (x, a, s))

≤ V ∗
α (F (y, a, s)) + V ∗

α (F (x, b, s)) − V ∗
α (F (x, a, s)),

(4.21)

dado que F (x, b, s) ≤ F (x, a, s) ≤ F (y, a, s), con x ≤ y, a ≤ b y s ∈ S.

Luego, combinando (4.20) y (4.21), resulta que

V ∗
α (F (y, b, s))−V ∗

α (F (y, a, s) + F (x, b, s) − F (x, a, s))

+V ∗
α (F (y, a, s) + F (x, b, s) − F (x, a, s))

−V ∗
α (F (y, a, s)) − V ∗

α (F (x, b, s)) + V ∗
α (F (x, a, s)) ≤ 0

i.e.,

V ∗
α (F (y, b, s)) + V ∗

α (F (x, a, s)) ≤ V ∗
α (F (y, a, s)) + V ∗(F (x, b, s))

para toda x ≤ y en X, a ≤ b en A(y) y s ∈ S. Esto significa que V ∗
α (F (·, ·, s))

es subaditiva en K.

Por otro lado, de la monotonicidad y la linealidad de la integral, se sigue que

α

∫
V ∗

α (F (y, b, s)) ∆(s) ds + α

∫
V ∗

α (F (x, a, s)) ∆(s) ds
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≤ α

∫
V ∗

α (F (y, a, s)) ∆(s) ds + α

∫
V ∗

α (F (x, b, s)) ∆(s) ds,

para x ≤ y en X y a ≤ b en A(y). Por lo tanto, α
∫

V ∗
α (F (·, ·, s)) 4(s) ds es

subaditiva en K. Ahora, usando el hecho de que c es subaditiva y que la suma
de dos funciones subaditivas también es subaditiva (véase el Lema 1.5 a)), se
obtiene que G1, dada por (4.4), es subaditiva.

Ahora supongamos que C3 se cumple.

Como en este caso la dinámica del sistema es lineal, se tiene igualdad en (4.20).
No es dif́ıcil observar que el resto de la prueba es similar a lo que se hizo para
C4, considerando que F (x, a, s) = γx + δa + s, (x, a) ∈ K, s ∈ S, γ > 0 y
δ < 0.

Demostración de los Teoremas 4.1 y 4.2

Dado que fd y f ′
d son funciones monótonas (véanse los Lemas 4.12 y 4.13)

y X, A ⊂ R, se sigue del resultado bien conocido que fd y f ′
d son funciones

continuas casi dondequiera (véanse el Teorema 4.3.1 en [2] y el párrafo al final de
la prueba de este teorema), de aqúı que éstas son medibles (véase la Observación
6.3.4 en [33]). Por lo tanto, fd y f ′

d son poĺıticas estacionarias. Además, dado
que fd(x), f ′

d(x) ∈ A∗
d(x), para toda x, se obtiene que V ∗

α (x) = V ∗
α (fd(x), x) =

V ∗
α (f ′

d(x), x), para toda x ∈ X (la prueba de esto es similar a la prueba del
Teorema 4.2.3 (b), págs. 50-51 en [11]). �

4.2. Poĺıticas óptimas monótonas de PCMs con

costo promedio

En esta sección, se darán condiciones que aseguran la existencia de poĺıticas
óptimas monótonas para PCMs con costo promedio. La idea es usar la a-
proximación de descuento desvaneciente (véanse [6] y [11]). Esta aproximación
está basada en PCMs descontados con un factor de descuento variante α ∈
(0, 1), como en (1.3).

Lema 4.14. (Teorema 5.5.4 en [11])
Bajo ciertas suposiciones (véase la Observación 4.6 abajo), se obtiene que

i) existe una constante ρ∗ y una función (continua) h : X → R tal que
la pareja (ρ∗, h) es una solución a la ecuación de optimalidad con
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costo promedio (EOCP), i.e.,

ρ∗ + h(x) = min
a∈A(x)

[
c(x, a) +

∫
h(z)Q(dz|x, a)

]
, (4.22)

x ∈ X. La función h puede representarse de la siguiente forma:

h(x) = lim
n→+∞

(V ∗
αn

(x) − V ∗
αn

(x)), (4.23)

x ∈ X, donde x es un estado fijo y {αn} es una sucesión de factores de
descuento tales que αn ↑ 1;

ii) existe ga ∈ F tal que

ρ∗ + h(x) = c(x, ga(x)) +

∫
h(z)Q(dz|x, ga(x)), (4.24)

x ∈ X, y ga es óptima promedio; de hecho, cualquier poĺıtica estacionaria
ga que satisface (4.24) es óptima promedio;

iii) J∗(x) = ρ∗, para toda x ∈ X.

Observación 4.6. Véanse las Suposiciones 4.2.1 y 5.5.1 en [11].

Considérese un PCM para el cual el Lema 4.14 es válido.

Def́ınase la función G2, para cada (x, a) ∈ K, como

G2(x, a) := c(x, a) +

∫
h(z)Q(dz|x, a), (4.25)

que corresponde a la función que es minimizada en (4.22).

Para cada x ∈ X, def́ınanse fa(x) := sup A∗
a(x) y f ′

a(x) := inf A∗
a(x), donde

A∗
a(x) :=

{
a ∈ A(x) : G2(x, a) = min

a∗∈A(x)
G2(x, a∗)

}
.

Observación 4.7. a) Cada Ci, i = 1, . . . , 4, las Suposiciones 4.1 y 4.2, para
cada αn, n = 1, 2, . . ., y (4.23) implican que h es una función convexa
(véase el Lema 4.10).

b) De forma similar al Teorema 4.1, bajo las Suposiciones 4.1 y 4.2, las
hipótesis del Lema 4.14 y cada C1 y C2, es posible probar que fa y f ′

a

son poĺıticas óptimas estacionarias decrecientes.
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c) De forma similar al Teorema 4.2, bajo las Suposiciones 4.1 y 4.2, las
hipótesis del Lema 4.14 y cada C3 y C4, es posible probar que fa y f ′

a

son poĺıticas óptimas estacionarias crecientes.

d) El Ejemplo 4.3, con la observación 4.4 b), satisface las Suposiciones 4.1
y 4.2 (véase el Lema 4.6). Las Suposiciones para el Lema 4.14 ya han
sido verificadas en el Ejemplo 5.4.2 y en la Observación 5.5.3 b) en [11].
Por lo tanto, el Ejemplo 4.3 tiene una poĺıtica óptima promedio creciente
si δ < 0; en otro caso, el Ejemplo 4.3 tiene una poĺıtica óptima promedio
decreciente si δ > 0.

4.3. Comentarios adicionales

A continuación se presenta un par de condiciones suficientes para la obtención
de poĺıticas óptimas monótonas. Estas condiciones, a diferencia de las Condi-
ciones C2 y C4 presentadas en las Secciones 4.1.1 y 4.1.2, respectivamente,
tienen las siguientes caracteŕısticas:

a) Los conjuntos de controles admisibles A(x), x ∈ X, son todos iguales y
coinciden con el conjunto A.

b) Se requiere que la dinámica del sistema, F (·, ·, s), sea cóncava en K, para
cada s ∈ S.

Tales condiciones también requieren de la Suposición 4.2 y tienen la siguiente
estructura.

Condición 5. (C5)

a) Para x ≤ y en X, c(y, a) ≤ c(x, a), para cada a ∈ A.

b) c es superaditivo en K (igual que C2 c)).

Q está dada por xt+1 = F (xt, at, ξt), t = 0, 1, ..., como en (1.2), con
S ⊂ R. Además,

c) si x ≤ y en X, entonces F (x, a, s) ≤ F (y, a, s), para cada a ∈ A y s ∈ S.

d) F (x, ·, s) es creciente, para cada x ∈ X y s ∈ S (igual que C2 e).

e) F (·, ·, s) es cóncava en K, para cada s ∈ S.

f) F (·, ·, s) es subaditiva en K, para cada s ∈ S.
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Condición 6. (C6)

a) K es una ret́ıcula (lo mismo que en C4 a)).

b) Para x ≤ y en X, c(y, a) ≤ c(x, a), para cada a ∈ A.

c) c es subaditivo en K (igual que C4 d)).

Q está dada por xt+1 = F (xt, at, ξt), t = 0, 1, ..., como en (1.2), con
S ⊂ R. Además,

d) si x ≤ y en X, entonces F (x, a, s) ≤ F (y, a, s), para cada a ∈ A y s ∈ S.

e) F (x, ·, s) es decreciente, para cada x ∈ X y s ∈ S (igual que C4 f)).

f) F (·, ·, s) es cóncava en K, para cada s ∈ S.

g) F (·, ·, s) es superaditiva en K, para cada s ∈ S.

Resultados similares a los que se obtienen en los Lemas 4.9 y 4.10, se enun-
cian en los siguientes lemas, respectivamente.

Lema 4.15. Considérese que la Condición 4.1 se cumple. Las Condiciones C5
y C6 implican que V ∗

α es decreciente.

Demostración. La prueba se realiza por inducción, utilizando que c(x, a) ≥
c(y, a) y el hecho de que F (x, a, s) ≤ F (y, a, s), para x ≤ y y a ∈ A. Para más
detalles, ver [4].

Lema 4.16. Considérese que la Suposición 4.2 se cumple (con A(x) = A, para
x ∈ X). Cada Ci, i = 5, 6 implica que V ∗

α es convexa.

Demostración. La prueba se realiza por inducción (véanse detalles en [4]). De
cada condición se utiliza que c(·, ·) es convexa en K y el Lema 1 en Iglehart
[17]. Además, de C5 y C6 se usa que F (·, ·, s) es cóncava en K, para cada s ∈ S
y el resultado de que V ∗

α es decreciente en X (véase el Lema 4.15).

Ahora, es posible establecer los siguientes resultados, análogos a los que se
tienen en los Lemas 4.12 y 4.13.

Lema 4.17. Considérese que las Suposiciones 4.1 y 4.2 se cumplen. C5 implica
que fd(x) y f ′

d(x), x ∈ X, (definidas en (4.16) y (4.17), respectivamente), son
decrecientes.

Demostración. La prueba es análoga a la demostración del Lema 4.12, con-
siderando los siguientes cambios: F (·, ·, s) es subaditiva en K, para cada s ∈ S
y V ∗

α es decreciente (véase el Lema 4.15).
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Lema 4.18. Considérese que las Suposiciones 4.1 y 4.2 se cumplen. C6 implica
que fd(x) and f ′

d(x), x ∈ X, (definidas en (4.16) y (4.17), respectivamente),
son crecientes.

Demostración. La prueba es análoga a la demostración del Lema 4.13, con-
siderando los siguientes cambios: F (·, ·, s) es superaditiva en K, para cada s ∈ S
y V ∗

α es decreciente (véase el Lema 4.15).

Y, siguiendo las demostraciones de los Teoremas 4.1 y 4.2 se pueden es-
tablecer los siguientes teoremas.

Teorema 4.3. Considérese que las Suposiciones 4.1 y 4.2 se cumplen. Entonces
existe una poĺıtica óptima estacionaria decreciente bajo C5.

Teorema 4.4. Considérese que las Suposiciones 4.1 y 4.2 se cumplen. Entonces
existe una poĺıtica óptima estacionaria creciente bajo C6.



Caṕıtulo 5

Una aplicación a PCMs
descontados en Rn, n > 1

En este caṕıtulo se aplica la teoŕıa del Caṕıtulo 3 a PCMs descontados en Rn,
con n > 1, para la obtención de poĺıticas óptimas crecientes.

Sea {X, A, {A(x), x ∈ X}, Q, c} un modelo de control de Markov fijo, con
X ⊂ Rn, A ⊂ Rm, para n, m > 1. Considérese además que α ∈ (0, 1), en la
función de costo descontado, está fijo.

Obsérvese que la Suposición 4.1 y el Lema 4.1, de la Sección 4.1, siguen
siendo válidos en este contexto (véase [11]).

Definiendo G1(x, a), (x, a) ∈ K, y A∗
d(x), x ∈ X, de forma análoga a (4.4)

y (4.5), respectivamente, se darán condiciones para que el OPDD G1, definido
en (4.4), sea una función subaditiva. Para ello, considérese lo siguiente:

Suposición 5.1. Sea H : X → R convexa. Para cualesquiera x, y, z ∈ X, con
x ≺ z ≺ y, H(x + y − z) ≤ H(x) + H(y) − H(z).

A continuación se demostrará que la Suposición 5.1, la cual es válida para
funciones convexas real-valuadas, definidas en R (véase el Lema 4.11), podŕıa
no ser cierta para funciones convexas real-valuadas, definidas en Rn, para n > 1.
Para ello, considérese el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1. La función ρ : R2 → R dada por

ρ(x̄) = ρ(x1, x2) = x2
1 − x1x2 + x2

2 − 2x1 + x2 + 1, x̄ = (x1, x2) ∈ R2,

es estrictamente convexa, pero no cumple la Suposición 5.1.

43
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Demostración. La función ρ es estrictamente convexa porque es de clase C2

en R2 y su Hessiano es definido positivo, es decir, la matriz Hessiana de ρ,
denotada por Hρ, es simétrica, | ∂2ρ

∂x2
1

| = 2 > 0 y,

|Hρ| =

∣∣∣∣
(

2 −1
−1 2

)∣∣∣∣ = 3 > 0

es decir, los determinantes de todos los menores principales de Hρ son positivos.

Sin embargo, si consideramos (x1, x2) ≺ (x′′
1, x

′′
2) ≺ (x′

1, x
′
2) en R2 de la

siguiente forma: (x1, x2) = (−3,−1), (x′′
1, x

′′
2) = (−2, 3.5) y (x′

1, x
′
2) = (1, 4), se

obtiene por un lado que

ρ((x1, x2) + (x′
1, x

′
2) − (x′′

1, x
′′
2)) = ρ((−3,−1) + (1, 4) − (−2, 3 · 5))

= ρ(0,−0 · 5) = −0 · 25

y, por otra parte,

ρ(x1, x2)+ρ(x′
1, x

′
2)−ρ(x′′

1 , x
′′
2) = ρ(−3,−1)+ρ(1, 4)−ρ(−2, 3 ·5) = −3 ·75.

Evidentemente, −0.25 ≮ −3.75. Por lo tanto, ρ es una función convexa (estric-
tamente) que no satisface la desigualdad (4.15), del Lema 4.11.

Pero, existen funciones definidas en Rn con valores reales que cumplen la
Suposición 5.1, como las que se muestran a continuación:

Ejemplo 5.2. Las siguientes funciones cumplen la Suposición 5.1.

a) H : Rn → R, n ∈ N, definida como
H(x) = H(x1, x2, . . . , xn) = h1(x1) + h2(x2) + . . . + hn(xn),
x̄ = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, para hi : R → R, i = 1, . . . , n, funciones
convexas.

b) H : R2 → R definida por H(x) = H(x1, x2) = ex1 · ex2, x̄ = (x1, x2) ∈ R2.

c) H : R2 → R dada por H(x) = H(x1, x2) = Exp( 1
x1+1

+x3
2), x̄ = (x1, x2) ∈

R2.

Demostración. a) Sean x,y, z ∈ Rn, n > 1, con x = (x1, x2, . . . , xn), y =
(y1, y2, . . . , yn) y z = (z1, z2, . . . , zn) tal que x ≺ z ≺ y. Entonces,

H(x + y − z) =H(x1 + y1 − z1, x2 + y2 − z2, . . . , xn + yn − zn)

=h1(x1 + y1 − z1) + h2(x2 + y2 − z2) + . . . + hn(xn + yn − zn)

≤h1(x1) + h1(y1) − h1(z1) + h2(x2) + h2(y2) − h2(z2) + . . .

+ hn(xn) + hn(yn) − hn(zn)

=H(x) + H(y) − H(z)
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La desigualdad se tiene por el Lema 4.11.

De forma similar al a) se muestra que las funciones del b) y del c) cumplen
la Suposición 5.1.

Enseguida se darán condiciones suficientes para que G1(·, ·) sea una función
subaditiva. Tales condiciones están dadas, principalmente, en los elementos del
modelo de control de Markov y son muy parecidas a las presentadas en las
Subsecciones 4.1.1 y 4.1.2, con ligeros cambios, como los que se indican a con-
tinuación:

Modificando la Suposición 4.2, espećıficamente en a), se tiene que

Suposición 5.2. a) X ⊂ Rn, A ⊂ Rm, con n, m > 1, convexos.

b) (1−λ)a+λa′ ∈ A((1−λ)x+λx′), para toda x, x′ ∈ X, a ∈ A(x), a′ ∈ A(x′)
y λ ∈ [0, 1]; A(y) ⊂ A(x), para x � y ∈ X y A(x) es convexo, para cada
x ∈ X.

c) c es convexo en K.

Respecto a la Condición C3, dada en la Subsección 4.1.2, es posible construir
una nueva condición, de la siguiente forma:

Condición 7. (C7)

a) A y K son ret́ıculas.

b) Q está dada por

xt+1 = Axt + Bat + ξt, t = 0, 1, . . . ,

donde ξt, t = 0, 1, . . . , son vectores aleatorios i.i.d. que toman valores en
S ⊂ Rn, con densidad ∆; A ∈ Mn×n, con todas sus entradas no negativas
y B ∈ Mn×m, con todas sus entradas no positivas.

c) x → A(x) es ascendente.

d) c es subaditivo en K.

Similarmente, se puede construir una nueva condición a partir de la Condi-
ción C4.



5. Una aplicación a PCMs descontados en Rn, n > 1 46

Condición 8. (C8)

a) A y K son ret́ıculas.

b) x → A(x) es ascendente.

c) Para x � y en X, c(x, a) ≤ c(y, a), para cada a ∈ A(y).

d) c es subaditivo en K.

Q está dada por

xt+1 = F (xt, at, ξt), t = 0, 1, . . . ,

donde {ξt} es una sucesión de elementos aleatorios i.i.d. con valores en
S ⊂ Rl, l > 1 (aqúı las dimensiones n, m y l son apropiadas, i.e., tal que
F (x, a, s) ∈ X, para toda x ∈ X, a ∈ A(x) y s ∈ S) y con densidad ∆.
Además, F : X × A × S → X es una función medible.

e) Si x � y en X, entonces F (x, a, s) ≤ F (y, a, s), para cada a ∈ A(y) y
s ∈ S.

f) F (x, ·, s) es decreciente, para cada x ∈ X y s ∈ S.

g) F (·, ·, s) es convexa y subaditiva en K, para cada s ∈ S.

También, es posible extender los resultados establecidos en los Lemas 4.9 y
4.10 para espacios Euclidianos, de la siguiente manera:

Lema 5.1. Considérese que la Suposición 4.1 se cumple. La Condición C8
implica que vn, n ∈ N, y V ∗

α son crecientes.

Demostración. Es similar a la prueba del Lema 4.9.

Lema 5.2. Considérese que la Suposición 5.2 se cumple. Cada Ci, i = 7, 8
implica que vn, n ∈ N, y V ∗

α son convexas.

Demostración. Es similar a la prueba del Lema 4.10.

Lema 5.3. Considérese que las Suposiciones 4.1 y 5.2 se cumplen y que las
funciones de iteración de valores vn, n ∈ N, definidas en (4.3), satisfacen la
Suposición 5.1. Cada Ci, i = 7, 8 implica que fd(x) y f ′

d(x), x ∈ X, (definidas
en (4.16) y (4.17), respectivamente), son crecientes.
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Demostración. Realizando una prueba similar a la prueba del Lema 4.13 para
cada

Gn(x, a) := c(x, a) + α

∫
vn(z)Q(dz|x, a) (5.1)

con n ∈ N, se obtiene que Gn(·, ·), n ∈ N, es subaditiva. Es decir, se obtiene
que la n-ésima expresión que se minimiza en el método de iteración de valores
es subaditiva. Luego, como de la Suposición 4.1 se sigue que vn ↑ V ∗ (véase el
Lema 4.2) se obtiene de la linealidad y la monotonicidad de la integral y por
el teorema de convergencia monótona que G1(·, ·) es subaditiva. El resto de la
prueba es similar a la del Lema 4.13.

En el caso general, un minimizador monótono no determina una poĺıtica,
porque una poĺıtica debe ser un minimizador medible (véase Kitaev [19]). Esto
significa que el orden y las estructuras medibles de los espacios X y A deben ser,
en algún sentido, consistentes. Tal problema no apareció en el Caṕıtulo 4 porque
los espacios del modelo de control considerado, son intervalos en R, en cuyo
caso cada minimizador monótono es automáticamente medible. Sin embargo,
hasta donde se sabe no existe un resultado parecido cuando X ⊂ Rn, n > 1.
Una forma de resolver este problema es a través de la siguiente suposición.

Suposición 5.3. La Suposición 4.1 se cumple para el PCM considerado y la
poĺıtica óptima que existe (gd), caracterizada por la EOCD, es única.

Observación 5.1. En el trabajo de Cruz-Suárez et. al. [4] se dan condiciones
(C1 y C2) bajo las cuales la Suposición 5.3 se cumple. De hecho, si en C7 y
C8 se pide que c sea estrictamente convexo en K, entonces C7 y C8 implican
C2 y C1 (de [4]), respectivamente.

Teorema 5.1. Considérese que las Suposiciones 4.1, 5.2 y 5.3 se cumplen y
que las funciones de iteración de valores vn, n ∈ N satisfacen la Suposición 5.1.
Entonces existe una (única) poĺıtica óptima estacionaria creciente bajo cada Ci,
i = 7, 8.

Demostración. Dado que fd y f ′
d son funciones crecientes (véase Lema 5.3), se

sigue de la Suposición 5.3 que para cada x ∈ X, gd(x) = fd(x) = f ′
d(x) y dado

que gd es medible, se tiene que fd y f ′
d lo son. Por lo tanto, fd y f ′

d son poĺıticas
estacionarias. Nuevamente, como fd(x), f ′

d(x) ∈ A∗
d(x), para toda x, se obtiene

que V ∗
α (x) = V ∗

α (fd(x), x) = V ∗
α (f ′

d(x), x), para toda x ∈ X (la prueba de esto
es similar a la prueba del Teorema 4.2.3 (b), págs. 50-51 en [11]).
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Un ejemplo

Ejemplo 5.3. Problema lineal con costo cuadrático en R2 (Bertsekas [3]).
Considérese una aplicación cuya dinámica tiene una forma lineal y cuyo costo,
en cada tiempo de observación, se supondrá de una forma cuadrática básica.
Sus elementos son:

X = A = A(x) = R2, para cada x ∈ X.

La ecuación que describe la dinámica de este sistema es como sigue:

xt+1 = Axt + Bat + ξt, t = 0, 1, ..., (5.2)

donde A = I2×2 = I y B = −I2×2 = −I.

El costo en cada tiempo en que es observado el proceso está dado por la función:

c(x, a) = xT Qx + aT Ra, para (x, a) ∈ K,

donde Q = R = I2×2 = I.

Suposición 5.4. Las perturbaciones ξt, t = 0, 1, ..., se suponen vectores aleato-
rios i.i.d. en S = R2 y además independientes de x0, con una densidad continua
∆. Además se supone que E[ξ0] = 0 y V ar[ξ0] = E[ξ2

0 ] < +∞.

Lema 5.4. Considérese que la Suposición 5.4 se cumple. Entonces el Ejemplo
5.3 tiene una poĺıtica óptima estacionaria creciente, debido a que satisface C7,
las Suposiciones 4.1, 5.2 y 5.3 y, las funciones de iteración de valores vn, n ∈ N

satisfacen la Suposición 5.1.

Demostración. Bajo la Suposición 5.4, es posible mostrar que este ejemplo sa-
tisface las Suposiciones 4.1 y 5.3 (y por lo tanto tiene una poĺıtica óptima
única), al realizar una prueba análoga a la del Lema 4.9 de Cruz-Suárez et. al.
[4], en el cual se considera el caso unidimensional, y observar que se satisface
trivialmente la Condición C2 de ese mismo trabajo.

No es dif́ıcil verificar que la Suposición 5.2 a), b) y C7 a)-c) se cumplen.

Luego, c(x, a) es una función subaditiva porque si y � x en X y b � a en
A entonces,

c(y, b) + c(x, a) =yT I y + bT I b + xT I x + aT I a

=y2
1 + y2

2 + b2
1 + b2

2 + x2
1 + x2

2 + a2
1 + a2

2,
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donde x, y, a, b son vectores columna y yT denota la transpuesta del vector y,
y por otro lado,

c(y, a) + c(x, b) =yT I y + aT I a + xT I x + bT I b

=y2
1 + y2

2 + a2
1 + a2

2 + x2
1 + x2

2 + b2
1 + b2

2.

Para mostrar que el costo es convexo considérese que x y a son vectores
columna, entonces para i = 1, 2 se tiene que

∂c

∂xi

= 2 xi,

∂c

∂ai

= 2 ai.

De ah́ı que para i, j = 1, 2 se sigue que

∂2c

∂x2
i

=
∂2c

∂a2
i

= 2,

∂2c

∂xj ∂xi

=
∂2c

∂aj ∂ai

= 0, para i 6= j,

∂2c

∂aj ∂xi

=
∂2c

∂xj ∂ai

= 0.

Por lo tanto, el Hessiano de c, H(c), es de la forma:

H(c) = 2 I4×4

el cual es definido positivo porque es una matriz simétrica y cada uno de los
determinantes de los menores principales de H(c) son positivos. Además, como
c es de clase C2, éste es convexo.

Resta mostrar que para el Ejemplo 5.3, las funciones de iteración de valores
satisfacen la Suposición 5.1. En Bertsekas [3], se muestra que para x ∈ R2,

v0(x) =0,

v1(x) =xT I x = x · x

v2(x) =xT K1 x + α Eξ{ξ
T I ξ}

...

vn+1(x) =xT Kn x +
n−1∑

m=0

αn−m Eξ{ξ
T Km ξ}
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donde las matrices K0, K1, . . . están dadas recursivamente por

K0 =

(
1 0
0 1

)
.

K1 =αK0 − α2K0 (αK0 + I)−1 K0 + I

=

(
α 0
0 α

)
− α2 1

(α + 1)2

(
α + 1 0

0 α + 1

)
+

(
1 0
0 1

)

=

(
2α+1
α+1

0

0 2α+1
α+1

)
=

(
k1 0
0 k1

)
,

al definir k1 := 2α+1
α+1

. Obsérvese que k1 > 0 porque α ∈ (0, 1). Luego,

K2 =αK1 − α2K1 (αK1 + I)−1 K1 + I

=

(
αk1 0
0 αk1

)
− α2

(
k1 0
0 k1

) (
αk1 + 1 0

0 αk1 + 1

)−1 (
k1 0
0 k1

)

+

(
1 0
0 1

)

=

( 2αk1+1
αk1+1

0

0 2αk1+1
αk1+1

)
=

(
k2 0
0 k2

)
,

al definir k2 := 2αk1+1
αk1+1

. Nótese que también k2 > 0 porque k1 > 0. Por inducción
se obtiene que

Kn+1 =αKn − α2Kn (αKn + I)−1 Kn + I

=

( 2αkn+1
αkn+1

0

0 2αkn+1
αkn+1

)
=

(
kn+1 0

0 kn+1

)
,

haciendo kn+1 := 2αkn+1
αkn+1

. Nuevamente kn+1 > 0 porque kn > 0.

De lo anteriormente expuesto, se obtiene que

v0(x) =0,

v1(x) =x · x

v2(x) = = xT

(
k1 0
0 k1

)
x + Eξ{ξ · ξ}

=k1x · x + Eξ{ξ · ξ},

...

vn+1(x) =kn x · x +
n−1∑

m=0

αn−m km Eξ{ξ · ξ}.
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Y considerando x = (x1, x2), se sigue que

v0(x1, x2) =0,

v1(x1, x2) =x2
1 + x2

2,

v2(x1, x2) =k1(x
2
1 + x2

2) + Eξ{ξ · ξ},

...

vn+1(x1, x2) =kn(x
2
1 + x2

2) +

n−1∑

m=0

αn−m km Eξ{ξ · ξ},

y de forma similar al Ejemplo 1, de las funciones que satisfacen la Suposición
5.1, se muestra que estas funciones de iteración de valores satisfacen tal suposi-
ción.

Aśı, las hipótesis del Lema 5.4 se cumplen y por lo tanto, el Ejemplo 5.3
tiene una poĺıtica óptima creciente.



Caṕıtulo 6

Algoritmo de iteración de
poĺıticas

En este apartado, se muestra una versión simplificada del algoritmo de iteraci-
ón de poĺıticas que aparece en [11], para el caso de poĺıticas óptimas crecientes,
en R.

Para ello se presenta una condición, dada también en términos de los ele-
mentos del modelo de control de Markov, bajo la cual es posible asegurar la
existencia de una poĺıtica óptima creciente, previa suposición de la existen-
cia de una poĺıtica óptima. Esta condición extiende el resultado presentado en
Puterman [27], Teorema 6.11.6, para problemas de control con recompensas
descontadas. Ahora es posible considerar espacios de estados y controles a los
más numerables y conjuntos de controles admisibles, no necesariamente com-
pactos, en R; en [27] tales espacios son finitos en R. Cabe mencionar que, a
diferencia de las condiciones presentadas en el Caṕıtulo 4, la condición presen-
tada a continuación no supone hipótesis de convexidad.

6.1. Una condición que no requiere convexidad

Será necesario considerar los siguientes conceptos y resultados.

Definición 6.1. Sean P y P ′ medidas de probabilidad en (R,B(R)). Se dice
que P ′ domina a P estocásticamente si

∫
gdP ≤

∫
gdP ′, para toda función

g : X → R medible, acotada y creciente; se denota este hecho por P ≤st P ′.

Lema 6.1. (Lema 2.6, [4]). Sean P y P ′ medidas de probabilidad en (R,B(R)),
tal que P ≤st P ′. Entonces,

∫
g dP ≤

∫
g dP ′, para g : X → R medible, no

negativa, creciente y (posiblemente) no acotada.
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Considérese un PCM con MCM {X, A, {A(x) : x ∈ X}, Q, c} fijo.

Condición 9. (C9)

a) X y A son subconjuntos no vaćıos de R.

b) K es una ret́ıcula.

c) Para x, y ∈ X con x ≤ y, A(y) ⊂ A(x).

d) x → A(x) es ascendente.

e) Q(·|x, a) ≤st Q(·|y, b), para (x, a) ≤ (y, b) ∈ K.

f) Para x ≤ y en X y a ≤ b en A(x)∩A(y) se tiene que
∫

k(z) Q(dz|·, ·) es
subaditiva en K, para toda función k : X → R creciente.

g) c(x, a) ≤ c(y, b), para (x, a) ≤ (y, b) ∈ K.

h) c es subaditivo en K.

El siguiente ejemplo cumple la Condición C9.

Ejemplo 6.1. Sea X = A = R. Para cada x ∈ X, A(x) = [x,∞). La dinámica
del sistema está dada por

xt+1 = F (xt, at, ξt) = F (at, ξt),

t = 0, 1, . . ., como en (1.2), con S ⊂ R y densidad ∆. F (·, s) es creciente, para
toda s ∈ S.

c(·, ·) es creciente y subaditivo en K.

Lema 6.2. El Ejemplo 6.1 satisface la Condición C9.

Demostración. No es dif́ıcil verificar que C9 a)-d), C9 g) y C9 h) se cumplen.
Q(·|x, a) ≤st Q(·|y, b), (x, a) ≤ (y, b) ∈ K, es consecuencia de que F (x, a, s) =
F (a, s) es una función creciente, para toda s ∈ S.

Luego, para mostrar que C9 f) se cumple, i.e., que
∫

k(z) Q(dz|·, ·) es sub-
aditiva en K, para toda k : X → R creciente, es suficiente mostrar que∫

k(F (x, a, s)) ∆(s) ds =
∫

k(F (a, s)) ∆(s) ds es subaditiva, para toda k :
X → R creciente. Para ello, supóngase que y ≥ x en X y b ≥ a en A(y) y
obsérvese que

k(F (y, b, s)) + k(F (x, a, s)) ≥ k(F (y, a, s)) + k(F (x, b, s))
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se cumple trivialmente porque

k(F (b, s)) + k(F (a, s)) = k(F (a, s)) + k(F (b, s)).

Aśı, por la linealidad y la monotonicidad de la integral se sigue el resultado
deseado.

Observación 6.1. El Ejemplo 6.1 satisface C9, pero no satisface ningu-
na de las Condiciones Ci, i = 1, . . . , 6, cuando F (x, a, s) = F (a, s) es
creciente estrictamente, para cada x ∈ X y s ∈ S.

En Heyman y Sobel [12], en la Sección 8.3, se consideran varios ejemplos
de administración de recursos en los cuales la dinámica del sistema es
como la del Ejemplo 6.1.

Teorema 6.1. Considérese que la Suposición 4.1 se cumple. Si la Condición
C9 se cumple, entonces existe una poĺıtica óptima estacionaria creciente.

Demostración. Se usará el Teorema 3.2 y la Observación 3.3, de la Sección 3.2,
para demostrar este teorema. Como A ⊂ R, A es una ret́ıcula. Además, por
hipótesis se tiene que K es una ret́ıcula, x → A(x) es ascendente y A(y) ⊂ A(x),
para x ≤ y en X. La Suposición 4.1 implica la Suposición 3.1 (véase el Lema
4.8) y sólo resta probar que

G1(x, a) = c(x, a) + α

∫
V ∗

α (z) Q(dz|x, a)

es subaditiva en (x, a) ∈ K. En Cruz-Suárez [4] se demuestra que C9 a), c), e),
g) es suficiente para que V ∗(·) sea una función medible, creciente y no negativa.
Esto junto con C9 f) implican que

∫
V ∗

α (z) Q(dz|·, ·) es subaditiva en K. Por
lo tanto, G1(·, ·) es subaditiva en K como consecuencia de que c(·, ·) lo es y el
hecho de que la suma de funciones subaditivas es subaditiva (véase el Lema 1.5
a)).

6.2. Algoritmo de iteración de poĺıticas

En esta sección se presenta una versión modificada del algoritmo de iteración
de poĺıticas que aparece en [11]. En este algoritmo, a diferencia del algoritmo
presentado en [11], la condición inicial es una poĺıtica creciente y tanto las fun-
ciones objetivo como las poĺıticas que se obtienen en cada iteración, resultan
ser crecientes.

Sea V (g, x) el costo total descontado esperado (definido en 1.3) cuando se
usa la poĺıtica g, dado el estado inicial x0 = x.
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Lema 6.3. Considérese que la Condición C9 se cumple. Entonces, para cada
g ∈ F creciente, se tiene que V (g, ·) es creciente.

Demostración. Obsérvese lo siguiente,

V (g, x) = Eg
x

[
∞∑

t=0

αtc(xt, at)

]

=

∞∑

t=0

αt Eg
x [c(xt, at)]

= lim
n→+∞

n∑

t=0

αt Eg
x [c(xt, at)] .

Analizando el comportamiento de Eg
x [c(xt, at)], t = 0, 1, . . ., se obtiene que

para t=0,

Eg
x [c(x0, a0)] = Eg

x [c(x, g(x))] = c(x, g(x)),

la cual es una función creciente por C9 g) y porque g(·) es una función creciente.

Para t = 1,

Eg
x [c(x1, a1)] =

∫
c(y, g(y)) Q(dy|x, g(x)).

La monotonicidad de Eg
x [c(x1, a1)] se sigue de que c(y, g(y)) es medible, cre-

ciente y no negativo (porque g(·) es creciente) y de C9 e).

Para t = 2,

Eg
x [c(x2, a2)] =

∫
c(y, g(y)) Q2(dy|x, g(x))

=

∫ (∫
c(y, g(y)) Q(dy|z, g(z))

)
Q(dz|x, g(x)).

La segunda igualdad se tiene por el Teorema de Kolmogorov-Chapman. Se
puede observar que nuevamente Eg

x [c(x2, a2)] es creciente, al usar dos veces un
argumento similar al que se dió para t = 1; primero para la integral interior
(la cual es una función creciente de z, no negativa y medible) y luego para la
integral de afuera.

En general, para cualquier valor de t,

Eg
x [c(xt, at)] =

∫
c(y, g(y)) Qt(dy|x, g(x))
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la cual se puede verificar por inducción que es creciente y, tanto c(·, ·) como
cada una de las integrales involucradas son funciones medibles, crecientes y no
negativas.

Finalmente, como la suma, el producto por escalar positivo y el ĺımite de
funciones crecientes es creciente, se obtiene que V (g, ·) es una función creciente.

6.2.1. Una versión modificada

Considérese que la Suposición 4.1 y C9 se cumplen.

Sea M = {poĺıticas estacionarias deterministas y crecientes}.

El algoritmo de iteración de poĺıticas simplificado, a partir de la versión que
aparece en [11], y cuya prueba es igual a la presentada en [11], es como sigue

1) Dada g0 ∈ M calcular el correspondiente costo descontado V (g0, ·), que
se denotará por w0(·), al resolver la ecuación

w0(x) = c(x, g0) + α

∫
w0(y) Q(dy|x, g0),

para toda x ∈ X.

2) Determinar g1 ∈ M tal que

c(x, g1)+α

∫
w0(y)Q(dy|x, g1) = min

a∈A(x)

[
c(x, a) + α

∫
w0(y) Q(dy|x, a)

]

y calcular w1(·).

Si w1(x) = w0(x), para toda x ∈ X, hacer w = w0 y parar; g0 será la
poĺıtica óptima creciente. En otro caso, sustituir g0 por g1 y repetir el
paso 1.

En general,

3) Dada gn ∈ M, calcular el correspondiente costo descontado V (gn, ·) =:
wn(·), al resolver la ecuación

wn(x) = c(x, gn) + α

∫
wn(y) Q(dy|x, gn), para toda x ∈ X. (6.1)
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4) Determinar gn+1 ∈ M tal que, para toda x ∈ X

c(x, gn+1)+α

∫
wn(y)Q(dy|x, gn+1)

= min
a∈A(x)

[
c(x, a) + α

∫
wn(y)Q(dy|x, a)

]

y calcular wn+1.

Si wn+1(x) = wn(x), para toda x ∈ X, hacer w = wn y parar. Ba-
jo ciertas condiciones (véase Teorema 4.4.1 b), [11]), gn será la poĺıtica
óptima monótona. En otro caso, sustituir gn por gn+1 y regresar al paso
3.

Observación 6.2. La poĺıtica gn(·), n ∈ N, es creciente porque

Gn(x, a) := c(x, a) + α

∫
wn(y)Q(dy|x, a), n = 0, . . .

es subaditiva. Esto se tiene por C9 f) y porque wn(·) es creciente, por el Lema
6.3, por lo que

∫
wn(y)Q(dy|·, ·) es subaditiva en K. Luego, el producto por

escalar positivo de una función subaditiva y la suma de funciones subaditivas
(c(·, ·) es subaditiva en K), implica que Gn(·, ·) es subaditiva en K.



Caṕıtulo 7

Conclusiones y problemas
abiertos

Siguiendo las definiciones y terminoloǵıa establecida en la Sección 1.2, del
Caṕıtulo 1, a continuación se presentan las conclusiones de la tesis y se enu-
meran los problemas abiertos que surgen del trabajo realizado.

7.1. Conclusiones

En este trabajo se consideran problemas de minimización con las siguientes
caracteŕısticas: X y A son espacios Euclidianos, la función objetivo G está aco-
tada inferiormente y los conjuntos de parámetros admisibles A(x) ⊂ A, x ∈ X,
no necesariamente son compactos. Además se considera que para tales proble-
mas existe al menos un minimizador.

En el Caṕıtulo 3, se dan condiciones suficientes para garantizar que tales
problemas de optimización tienen un minimizador monótono (creciente o de-
creciente).

Básicamente, para la obtención de minimizadores decrecientes se requiere que
A sea una ret́ıcula, x → A(x), x ∈ X, sea descendente, la función G sea supera-
ditiva en K y G(·, a) sea submodular. Con esto se demuestra que x → A∗(x),
con A∗(x) el conjunto de todos los minimizadores óptimos, es descendente y de
ah́ı se sigue que el sup A∗(x) y el inf A∗(x), x ∈ X, están bien definidos y son
decrecientes.

Por otro lado, para la obtención de minimizadores crecientes se requiere que A y
K sean ret́ıculas, x → A(x), x ∈ X, sea ascendente y la función G sea subaditi-
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va en K (no se requiere la submodularidad de G en los controles, porque en Rn,
ésta se sigue de la subaditividad de G). Con esto se demuestra que x → A∗(x),
con A∗(x) el conjunto de todos los minimizadores óptimos, es ascendente y de
ah́ı se sigue que el sup A∗(x) y el inf A∗(x), x ∈ X, están bien definidos y son
crecientes.

También, en la tesis se consideran PCMs con costo descontado (en Rn,
n ≥ 1) y con costo promedio (en R), con las siguientes caracteŕısticas: a) son
de horizonte infinito, b) tienen función de costo no negativa y (posiblemente)
no acotada, c) tienen al menos una poĺıtica estacionaria óptima caracterizada
por la ecuación de programación dinámica e d) la función de valores óptimos
está caracterizada mediante el algoritmo de iteración de valores.

En el Caṕıtulo 4, se aplica la teoŕıa del Caṕıtulo 3 a este tipo de PCMs,
al establecer condiciones suficientes para la obtención de poĺıticas óptimas
monótonas.

Esencialmente, tales condiciones son usadas para demostrar que el operador
de programación dinámica G1(x, a) = c(x, a)+α

∫
V ∗

α (z)Q(dz|x, a), (x, a) ∈ K,
es superaditivo (resp. subaditivo).

Para obtener que G1(·, ·) es superaditivo (resp. subaditivo), es suficiente pro-
bar que

∫
V ∗

α (z)Q(dz|·, ·) lo es, porque la suma de funciones superaditivas (resp.
subaditivas) es superaditiva (resp. subaditiva) y, de antemano se requiere que
el costo c sea superaditivo (resp. subaditivo).

La prueba de que la
∫

V ∗
α (z)Q(dz|·, ·) es superaditiva (resp. subaditiva) se

construye, por ejemplo, combinando principalmente propiedades de convexi-
dad, monotonicidad y superaditividad (resp. subaditividad) en el costo y en
la función F , involucrada en la ecuación a tiempo discreto que define a la ley
de transición entre los estados; la función de valores óptimos V ∗

α hereda la
propiedades de convexidad y monotonicidad de F y c, a través de la técnica de
iteración de valores.

Además, es importante mencionar que las condiciones proporcionadas en este
caṕıtulo son estructurales, es decir, las restricciones son impuestas en los ele-
mentos del modelo de control de Markov. Esto facilita el tratamiento de ejem-
plos.
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Por otro lado, condiciones similares presentadas en este caṕıtulo han sido usa-
das para garantizar la unicidad de poĺıticas óptimas (véase [4]).

En el Caṕıtulo 5, se aplican los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 3 a PCMs
descontados en Rn, n > 1, para la obtención de poĺıticas óptimas crecientes,
con casi las mismas caracteŕısticas que los PCMs considerados en el Caṕıtulo 4.
La teoŕıa desarrollada es parecida a la del Caṕıtulo 4 suponiendo además una
propiedad en las funciones de iteración de valores convexas, la cual es válida
para funciones convexas en R pero no siempre lo es para funciones convexas
en Rn, n > 1; y la unicidad de la poĺıtica óptima. Esto último es necesario
porque en Rn, hasta donde se sabe, no existe algún resultado que relacione
monotonidad con medibilidad, como ocurre en R.

Finalmente, en el Caṕıtulo 6 se presenta un algoritmo de iteración de
poĺıticas modificado, para PCMs descontados en R, para la obtención de po-
ĺıticas óptimas crecientes. A diferencia del algoritmo presentado en [11], la
condición inicial del algoritmo es una poĺıtica creciente y tanto las funciones
objetivo como las poĺıticas óptimas que se obtienen en cada iteración, son cre-
cientes.

Además, este algoritmo extiende el algoritmo de iteración de poĺıticas pre-
sentado en [27], ya que no sólo es válido para espacios finitos sino que también
se incluyen subconjuntos no numerables de R y los conjuntos de controles no
necesariamente son compactos.

7.2. Problemas abiertos

A continuación se enuncian algunos problemas abiertos que quedaŕıan por re-
solverse y que surgen de manera natural de lo realizado en esta tesis.

Dar condiciones suficientes para que q(y|x, a) =
∑∞

j=y P (j|x, a) sea su-
peraditiva (resp. subaditiva) en K, para toda y ∈ X (véase Puterman
[27]), cuando X y A son espacios discretos.

Dar condiciones suficientes para obtener poĺıticas óptimas decrecientes
en Rn, n > 1.

Para PCMs con costo descontado y con costo promedio, que cuentan
con poĺıticas óptimas monótonas, establecer condiciones generales que
simplifiquen el algoritmo de iteración de poĺıticas.



Apéndice A

Resumen de condiciones

En las tablas A.1, A.2 y A.3 se resumen las condiciones presentadas en los
Caṕıtulos 4, 5 y 6, para la obtención de poĺıticas óptimas monótonas, para
facilitar la lectura de la tesis.

Se supondrá que el problema de control óptimo, con MCM {X, A, {A(x) :
x ∈ X}, Q, c} fijo, tiene una poĺıtica óptima, es decir se considerará que la
Suposición 4.1 se cumple.
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Cond. X A A(x), x ∈ X Q(B|x, a) c(x,a) Poĺıtica
óptima

C1-
C4

Intervalo
en R

intervalo
en R

Decreciente
y convexo.
x → A(x)
convexa.

Para t = 0, 1, . . . y
S ⊂ R.

convexo en K.

C1 x → A(x)
descendente.

xt+1 = γxt + δat + ξt,
γ, δ > 0.

superaditivo
en K.

Creciente

C2 x → A(x)
descendente.

xt+1 = F (xt, at, ξt),
F (·, ·, s) creciente,
convexa y superaditi-
va.

superaditivo
en K. c(·, a)
creciente.

Creciente

C3 K ret́ıcula x → A(x) as-
cendente.

xt+1 = γxt + δat + ξt,
γ > 0, δ < 0.

subaditivo en
K.

decreciente

C4 K ret́ıcula x → A(x) as-
cendente.

xt+1 = F (xt, at, ξt),
F (·, ·, s) convexa y
subaditiva. F (x, a, s)
creciente en x y
decreciente en a,
∀s ∈ S.

subaditivo en
K. c(·, a) cre-
ciente.

decreciente

Tabla A.1: PCMS descontados y con costo promedio en R.
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Cond. X A A(x), x ∈ X Q(B|x, a) c(x,a) Poĺıtica
óptima

C7-
C8

⊂ R
n,

n > 1,
con-
vexo. K

ret́ıcula.

⊂ R
m,

m > 1,
convexo.
Ret́ıcula.

Decreciente y
convexo. x →
A(x) convexa
y ascendente.

Para t = 0, 1, . . . convexo en K.

C7 xt+1 = Axt + Bat + ξt,
A ∈ M+

n×n
, B ∈ M−

n×m
.

S ⊂ R
n.

subaditivo en
K.

creciente

C8 F (·, ·, s) convexa y suba-
ditiva. F (x, a, s) creciente
en x y decreciente en a,
∀s ∈ S.

subaditivo en
K. c(·, a) cre-
ciente.

creciente

Tabla A.2: PCMS descontados en Rn, n > 1.

Cond. X A A(x), x ∈ X Q(B|x, a) c(x,a) Poĺıtica
óptima

C9 ⊂ R ⊂ R. K

ret́ıcula.
Decreciente y
x → A(x) as-
cendente.

Q(·|x,a) ≤st Q(·|y, b),
(x, a) ≤ (y, b) ∈ K.∫

k(z)Q(dz|·, ·) es sub-
aditiva en K, ∀k :
X → R creciente.

creciente y
subaditivo en
K.

creciente

Tabla A.3: PCMS descontados en R, sin convexidad.



Referencias

[1] E. Altman: Monotonicity of optimal policies in a zero sum game: A flow
control model. In: Advances in Dynamic Games and Applications (T.
Bazar and A. Haurie, editors), Birkhäuser Boston, 1994 pp. 269-286.
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