Universidad Auténoma Metropolitana

MAESTRIA EN CIENCIAS MATEMATICAS APLICADAS E INDUSTRIALES

MODELOS GARCH MULTIVARIADOS
APLICADOS AL CALCULO DEL VAR

Autor:

Jesus Gonzalez Escamilla

Dirigido por:

Patricia Saavedra Barrera

México, Ciudad de México 2020



Indice general

Indice general

1.

2.

Antecedentes

1.1. Series de tiempo . . . . . . . . L
1.2. Prueba de Portmanteau . . . . .. .. ... ... ..
1.3. Series de tiempo lineales . . . . . . . . . ... ..
1.4. Modelo AR-~simple . . . . . . . . . e

1.4.1. Modelo AR(1) . . . . .

1.4.2. Modelo AR(P) . . . . . o oo
1.5. Modelos sencillos MA . . . . . . . .
1.6. Proceso ARMA . . . . . . . e
1.7. Modelo ARIMA . . . . . . . .

Modelos condicionales heteroscedasticos

2.1. Modelo ARCH . . . . . . . . . e
2.2. Modelo GARCH . . . . . . . . .
2.3. Modelo GARCH Integrado . . . . . . . . . . . ...
2.4. Modelo M-GARCH . . . . . . . . e
2.5. Modelo GARCH Exponencial . . . . . . .. ... ... ... ... ... ......
2.6. Modelo GARCH Limite (Threshold) . . . . ... ... ... ... . ........
2.7. Curtosis de los modelos GARCH . . . . .. ... ... ... ... .. .......
2.8. Modelos de volatilidad multivariado . . . . . ... ... ... ... ...

10
11

11

12
13
16
16



2.8.1. Estimacién exponencial ponderada . . . . . . . ... ... ... ... .. 29

2.8.2. Modelos GARCH multivariados . . . . . . . . . ... ... ... .. .... 30

2.8.3. Reparametrizacién . . . . . . . . ..o 31

2.9. Modelos GARCH para retornos bivariados . . . . . . .. . ... ... ....... 33

3. Aplicacién a series financieras 35
3.1. Estadistica descriptiva . . . . . . . . ... 35
3.2. Modelacién de la volatilidad . . . . . . . . . ... ... ... 38
3.3. Modelacion de volatilidad multivariada . . . . . . . .. ... 44

4. Valor en Riesgo de un portafolio de inversién 47
4.0.1. Backtesting VaR . . . . . . ... Lo 53



Introduccion

Las series de tiempo han representado una importante gama de estudio para la economia y las
finanzas, pero en la década de los setenta aparecen grandes estudios y nuevos modelos de series
de tiempo. George E. P. Box y G. M. Jenkins desarrollaron el modelo autorregresivo de media
movil (ARIM A) por sus siglas en inglés. El modelo ARIM A define un modelo de serie de tiempo
que depende de sus estados anteriores, es decir, una variable y; mantendra una dependencia de
ciertos y;_; para un cierto ¢ > 0.

Posteriormente se introduce el término de heterocedasticidad que es la condicién de que haya
uno o mas datos en una serie para los cuales la volatilidad es una funcién de los periodos de
tiempo anteriores. Asi se introduce el modelo de heterocedasticidad condicional autorregresiva
(ARCH). Estos modelos son muy utilizados en el modelado de series de tiempo financieras ya
que estas series de tiempo presentan agrupaciones de volatilidad variable en el tiempo, es decir,
periodos de oscilaciones entremezclados con periodos de relativa calma.

Sin embargo, el modelo ARCH puede generalizarse en un modelo GARCH que es el modelo
de heterocedasticidad condicional generalizado autorregresivo. El modelo GARCH se utiliza si
suponemos un modelo de media modvil autorregresive para la modelacion de la volatilidad.

En la mayoria de las series de rendimientos diarios se observan una serie de observaciones llamadas
hechos estilizados. Una versién de los hechos estilizados es la siguiente [2]:

= Las series de rendimientos no son independientes idénticamente distribuidas sin embargo,
estas muestran una pequena correlacién serial.

» Las series de los valores absolutos o de sus cuadrados de los rendimientos diarios muestran
una profunda correlacion serial.

= La esperanza condicional de los rendimientos es cercana al cero.
= La volatilidad parece variar con el tiempo.
= Las series de los rendimientos son leptocurticas o de colas pesadas.

= Los valores de los rendimientos extremos aparecen en grupos.
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Finalmente, el modelo GARCH puede usarse en versié univariada o multivariada. La versién
univariada nos ayuda a modelar la volatilidad de los rendimientos de un activo financiero, mien-
tras que la versién multivariada nos ayuda a modelar la volatilidad existente en un portafolio
constituido por cierto nimero de activos financieros.

Asi como existen hechos estilizados para las series de rendimientos univariadas también existen
en la version multivariada. Los hechos estilizados para la version de series de tiempo multiva-
riadas son los siguientes [2]:

a) Las series de rendimientos multivariadas muestran poca evidencia de correlacién cruzada,
excepto para rendimientos contemporaneos.

b) Las series multivariadas de los valores absolutos de los rendimientos muestran profunda
evidencia de correlacion cruzada.

c) Las correlaciones entre las series de rendimientos varian a través del tiempo.
d) Los valores extremos de los rendimientos en una serie a menudo coinciden con los valores
extremos de los rendimientos de otras series.

El presente trabajo tiene los siguientes objetivos:

1.- Modelar el comportamiento de los rendimientos de los activos financieros.
2.- Modelar la volatilidad de los rendimientos de un activo financiero.
3.- Modelar la dependencia de dos activos financieros a través de un modelo GARC H multivariado.

4.- Obtener un modelo predictivo para los rendimientos futuros de un activo o de un portafolio
de 2 activos.

5.- Usar las series financieras para estimar el VaR de un portafolio de inversion.

El siguiente texto se desarrolla en 4 capitulos que se organizan de la siguiente forma:

= En el capitulo 1, presentamos a las series de tiempo clasicas desde el punto de vista tedrico.
En particular se introducen las series de tiempo: AR, M A y los modelos ARIM A.

= En el capitulo 2, introducimos la caracteristica de heteroscedasticidad a los modelos de
series de tiempo. En este capitulo estudiamos el modelo ARCH, el modelo GARCH y
todas las diferentes versiones del modelo GARCH univariado. Presentamos las diferentes
versiones del modelo GARCH pero en el caso multivariado aunado en el caso de 2 activos.



= En el tercer capitulo, desarrollamos la parte préactica, es decir, ejemplificamos la teoria
tomando 2 series de activos financieros, los cuales son una accién de Cemex y la serie de
tipo de cambio Fix con una duracién de enero del 2016 a diciembre del ano 2018.

= En el capitulo 4 hacemos una aplicaciéon del modelo GARCH multivariado a la estimacién
del riesgo de un portafolio integrado por 2 activos financieros. El riesgo se estima a traves
del VaR.

= Por dltimo se presentan las conclusiones y la bibliografia.



Capitulo 1

Antecedentes

Para escribir el siguiente material nos basamos en [1] y [2].
La mayoria de los estudios financieros involucran rendimientos en lugar de precios de activos.
a) El rendimiento de un activo es un resumen completo y sin escala de la inversion.

b) Las series de rendimiento son mads faciles de manejar que las series de precios porque los
primeros tienen propiedades estadisticas mas atractivas.

Sea P; el precio de un activo al tiempo ¢. Suponiendo que nuestro activo no paga dividendos.

Definicion 1.0.1. El rendimiento para un periodo desde la fecha t — 1 hasta t de un activo se
obtiene de
I

Pt:Pt_1(1+Rt)=>1+Rt= s
Py

entonces el rendimiento correspondiente a un periodo es:

B —P

Ri= = (11)

La definicién anterior la podemos aproximar expandiendo en series de T'aylor a (1.1) obteniendo:

B —-P

P,
R, =
! P

P4

~ In(—1). (1.2)

Definicion 1.0.2. El logaritmo natural del rendimiento simple de un activo que se compone en
forma continua se determina como:



P,
P

re = In( ) =In(P;) — In(P—1).

Para tratar lo anterior necesitamos de un estudio més profundo, para ello nos introducimos a la
teoria de series de tiempo.

1.1. Series de tiempo

Un modelo de serie de tiempo de los rendimientos que se componen en forma continua de un activo
es un proceso estocédstico {r;}L ; definido en un espacio de probabilidad (£, F, P). Suponemos
que los dos primeros momentos de {rt}iTzl son finitos, definimos la Funcién media y la Funcién
de autocovarianza de una serie de tiempo como:

p(t) = E(re), V(t,5) = E((re — pe) (rs — ps)),

respectivamente. Si la funcién de autocovarianza de nuestra serie de tiempo {Tt}g;l satisface que
para toda s, t = 1,2,...,T

V(t,8) = (s, ),

decimos que la serie de tiempo {m}iT:1 tiene autocovarianza estacionaria.

Definicion 1.1.1. Diremos que una serie de tiempo {Tt}iTzl es estrictamente estacionaria st

(rtlartza .-.,Ttn) d (rt1+kart2+k7 "'7’rtn+k‘)'

Es decir, si la distribucién conjunta es invariante bajo translaciones de tiempo. Es dificil verificar
esta propiedad en la practica por lo que se maneja el siguiente concepto.

Definicién 1.1.2. Una serie de tiempo {r:}_, se dice débilmente estacionaria si la media de
{rt}szl y la covarianza entre ry y ri_; son invariantes en el tiempo, es decir

E(ry) = u, cov(re, Te—1) = Y,

donde la covarianza es una funciéon que depende tnicamente de .

Si 74 es estrictamente estacionaria y tiene sus dos primeros momentos finitos, entonces r; es
débilmente estacionaria, el reciproco no siempre se cumple a menos que r; se distribuya como
una Normal. Para fines practicos supondremos que r; es débilmente estacionaria.



Como ya se menciond, si la serie es débilmente estacionaria, la covarianza es una funcién que
depende de [ a la cual le llamaremos lag — [ que se refiere al retraso a realizarse a la serie r;. La
covarianza tiene las siguientes propiedades:

Yo = var(re), Y1 =Y.

Definicién 1.1.3. El coeficiente de correlacion entre 2 variables x, y estd definido como

B cov(x,y)
Pay = (var(z)var(y))/2

Este coeficiente mide la fuerza de dependencia lineal entre xz y y y se puede probar que

-1<p<1, Pry = Py,a-

Si no existe correlacién entre z y y entonces p,, = 0, ademds si  y y son variables aleatorias
normales y su correlacién vale cero, entonces x y y son independientes.

Dicho coeficiente juega un papel importante en series de tiempo, por lo que dada una serie
de tiempo r; débilmente estacionaria, la dependencia entre r; y sus valores pasados son de
importancia.

Definicion 1.1.4. Definimos la funcion de autocorrelacion entre ry y ri_; llamada lag — 1 —
autocorrelcion de r;

cov(re, Te—7) _ cov(ry, ry—p) o
(var(ry)var(ry_;))t/? var(re) Yo

pr=

Observe que var(ry) = var(ri—;), po = 1, pp = p—; vy si p = 0 entonces decimos que la serie r;
no es débilmente estacionaria para todo [ > 0.

Como el coeficiente de correlacion p; mide la fuerza de dependencia lineal entre r; y r;_;, entonces

pp — 0 con forme Il — oo

1.2. Prueba de Portmanteau

En finanzas se necesita probar conjuntamente que varias autocorrelaciones de r; con r;_; son
cero, para ello utilizamos el estadistico Q.



Q*(m) =T Sy pi°,

con hipétesis nula Hy : p1 = ... = py, = 0 versus hipdtesis alternativa H, : p; # 0 parai =1,2,...,m
donde Q*(m) ~ xi? con m grados de libertad.

En la préactica la selecciéon de m puede afectar el rendimiento del estadistico Q(m), comtinmente
se utiliza m = In(T) donde T es el tamano de la muestra de ry.

1.3. Series de tiempo lineales

Definicién 1.3.1. Una serie de tiempo a; es llamado ruido blanco si {a;}l_, es una sucesion
de variables aleatorias identicamente distribuidas con media i y varianza o® > 0. En particular
supondremos que a; ~ N(0,0%), caso que se conoce como ruido blanco Gaussiano.

Se dice que 7 es lineal si se puede expresar de la forma

Ty = W + Zfi(ﬂbiat_i (13)

con g =1y {at}thl una sucesion de ruido blanco Gaussiano. Si r; es débilmente estacionaria
podemos obtener su media, varianza y covarianza o lag — [ facilmente usando la independencia

de {a}{,

E(ry) = p, var(ry) = o2 b2, cov(ry, ri1) = 0252 gty

Ademis la funcién de autocorrelaciéon queda definida como

N EEYitin
Yoo L+ B2

pL =

Para la teoria de series de tiempo es necesario introducir el uso de los siguientes operadores:

Definicion 1.3.2. Definimos a B como operador de retraso, tal que

B%5, = 01k,
con 0 = 0(l), funcion de una variable.
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Definicién 1.3.3. Definimos a <7 como operador diferencia, tal que

vG: = Gy — Gy,

con Gy proceso estocdstico.

1.4. Modelo AR-simple

1.4.1. Modelo AR(1)

Este tipo de series utiliza el retraso r;—1 para predecir r; de la siguiente manera

Tt = ¢o + P17ri—1 + ay, (1.4)

donde asumimos que {a;}._; es una serie de ruido blanco con media cero y varianza o2. Este
modelo es conocido como modelo de regresién lineal simple o modelo autoregresivo de primer
orden en el cual 74 es la variable dependiente y 7,1 es la variable explicativa; aplicando esperanza
condicional y varianza condicional a (1.4) obtenemos

E(ri|ri—1) = ¢o + ¢1ri-1, var(ry|ri—1) = o2,

Es decir dado el dltimo rendimiento, el rendimiento actual se centra alrededor de ¢g + ¢174—1
con una desviacién estandar o,. El modelo AR(1) tiene las siguientes propiedades:

a) Estacionaridad débil lo que implica
E(ry) = p, var(ry) = Yo, cov (T, re—y) = .

Tomando esperanza a (1.4) tenemos

E(r)) = p=E(¢o+ ¢17mi—1 + ar) = ¢o + 144,

entonces

_ %
1—¢r
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por lo tanto ¢g = (1 — ¢1)u; reescribiendo el modelo (1.4) tenemos

T — b= ¢1(ri—1 — p) + ay, (1.5)

haciendo sustitucion repetitiva obtenemos

oo 42
re— = N2 001

Asi logramos que un modelo AR(1) se escriba de la forma de serie de tiempo lineal (1.3).

Ahora obtengamos la varianza de (1.5)

var(ry) = ¢2var(ry_1) + o2,
bajo el supuesto de estacionaridad var(r;) = var(ry—1) asi

o2

— (1.6)

var(ry) =

Funcién de autocorrelacién para un modelo AR(1)

Multiplicando (1.5) por a; y calculando la esperanza tenemos

E(ay(re — ) = p1E(ar(re — p)) + E(af) = E(af) = o3,

multiplicando (1.5) por (r.—; — p) y obteniendo esperanza encontramos

%:{71=¢171+027 I=1
M= ¢1v-1,  1>0.

Dividiendo ~; entre (1.6) obtenemos la funcién de autocorrelacién
pL= P1p1-1-

1.4.2. Modelo AR(p)

Existen situaciones en el cual r,_; no puede determinar la esperanza condicional de r;. Una
sencilla generalizacién del modelo AR(1) es el modelo AR(p).
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Ty = ¢+ O11i—1 + ... + Gpri—p + ay,

este modelo indica que el pasado de p variables explicativas conjuntamente determinan la espe-
ranza condicional de r; dados los datos pasados.

El modelo AR(p) puede ser tratado de la misma forma como una regresién lineal miltiple con
valores retrasados sirviendo como variables explicativas.

Los resuiltados anteriores del modelo AR(1) se pueden generalizar para el modelo AR(p), la
media de un modelo estacionario AR(p) es

E(re) = 1—» gg_lqbz'

Se puede probar que el denominador de la esperanza de r; es diferente de cero, asociamos una
ecuacién caracteristica al denominador

2
1- ¢1.Z' - (l)gaj‘ — e T ¢pxp = O,
si todas las soluciones de esta ecuacién son més grandes que 1 en médulo entonces la serie 74 es

estacionaria y las inversas de las soluciones de la ecuacion caracteristica son llamadas soluciones
caracteristicas del modelo.

Entonces siguiendo la idea del modelo AR(1) y utilizando el operador B obtenemos que la funcién
de autocorrelacién para el modelo AR(p) se expresa de la forma

(1—¢1B —¢2B* — ... — ¢, B")p = 0.

tal que BPp; = pi_p.

1.5. Modelos sencillos M A

Otro tipo de modelos usados en las series de tiempo en finanzas son los llamados Modelos de
media movil (M A), los cuales se obtienen de considerar.

a) Un médelo AR de orden infinito imponiendo algunas restricciones en los pardmetros.
Por ejemplo, podemos tomar el médelo AR(o0)
e = ¢o+ P17re-1 + ... + Gy
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Sin embargo, este mddelo no es realista porque tiene pardmetros infinitos. Otra manera de hacer
practico el médelo es asumir que los pardametros ¢;’s satisfacen algunas restricciones asi que son
determinados por un nimero finito de pardmetros, por ejemplo,

re=¢o— b1 — Oirio — ..+ ay, (1.7)
donde los pardmetros dependen de un sélo pardmetro 6;. Se escoge a ¢; = —@%.Para que la

ecuacion (1.7) sea estacionaria #; debe ser menor que 1 en valor absoluto; como requerimos que
la serie converja, necesitamos que

0. — 0 cuando i — 00.

Este supuesto es razonable ya que r; tiene que tener menor dependencia entre mayor sea el
retraso ;. El modelo en (1.7) puede ser reescrito en forma compacta

e+ 0171 +9%T‘t_2 + ... = ¢g + at. (18)

Si expresamos de la misma forma a r4_1

Tio1 4+ O1ri—o + 033 + ... = ¢o + a1, (1.9)

entonces multiplicando (1.9) por 6; y restando a (1.8) obtenemos

re = ¢o(1 —01) + ar — bhai—1,

lo cual nos indica que r; depende fuertemente de los ruidos blancos a; y a;—1 y asi conseguimos
un modelo M A(1).

Modelo MA(1)

re=co+ar —Oras_1 = co + (1 — GlB)at, (1.10)

donde ¢y es una constante y {a;} es una sucesién de ruido blanco.
Propiedades

Los modelos de media mévil son siempre débilmente estacionarios porque son combinaciones
finitas lineales de sucesiones de un ruido blanco para las cuales el primero de los 2 momentos es
invariante del tiempo. Por ejemplo, para el médelo M A(1) tenemos

14



2 2 2 2\ 2
E(ry) = o, var(ry) = o5 + 0705 = (14 67)o0;.
Se usa el hecho de que a; y a;—1 son no correlacionados y ademds la var(r;) es invariante del
tiempo.
Funcién de autocorrelacién

Asumimos ¢y = 0 para el modelo M A(1), multiplicando a (1.10) por r;_; tenemos

TiqTt = Ti—jar — 01— jap_1,

entonces

1 = —0102y vy =0paral > 1.

—6,
1467

Como la var(r;) = (1 + 6?)02 tenemos py = 1, p1 = y pr =0 paral > 1.

Modelo MA(q)

Al igual que en el modelo AR, también podemos hacer una generalizaciéon en el modelo M A
obteniendo el modelo M A(q), el cual se representa de la forma

re=co+a; — Orag_1 — Oaap_2 — ... — 0404 g,

también podemos escribir el modelo M A(q) con uso del operador B como

ry=co+ (1 —61B—0:B%— ... — 0,BY)ay.

Generalizando las propiedades en el modelo M A(1), obtenemos las siguientes propiedades para
el modelo M A(q).

Propiedades

En el modelo M A(q), obtenemos como media y varianza del modelo

E(ry) =0, var(ry)) = (1 + 0% + 9% 4+ ..+ 92)02,

respectivamente, donde asumimos ¢y = 0.

Funcion de autocorrelacién
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En el caso del modelo M A(2) tenemos

—61 + 6165 —03

S Ny S NN ey

En general para un modelo M A(q) el coeficiente p; = 0 para [ > q.

1.6. Proceso ARMA

Un proceso ARM A o modelo autorregresivo de media mévil es muy usado en aplicaciones de
series de tiempo; los modelos ARM A son procesos débilmente estacionarios construidos a través
del ruido blanco {a;}.

Definicién 1.6.1. Sea {a:}, la serie {r;} es un proceso de media cero ARMA(p,q) si este es
un modelo débilmente estacionario que satisface:

Te— QI — ... — d)thfp =q+61ai-1 + ... + Qqat,q.

Ademas {r;} sigue un modelo ARM A con media p si la serie centrada {r; — p} sigue un modelo
ARM A(p, q) de media cero.

Como el modelo ARM A es un modelo de serie de tiempo lineal, entonces podemos reescribir su
forma de la manera usual (1.3).

o0
re = Zizo%‘at—z‘,

donde v; < 1. De esta forma aseguramos que F(r;) < co. Como el modelo ARM A es lineal y es
débilmente estacionario, entonces tiene como funcién de autocorrelacién

_ 252 Withit

pi
D07

1.7. Modelo ARIMA

El modelo ARIM A o modelo autorregresivo integrado de media mévil incluye al operador 7
que recordemos es el operador diferencia, tal que \vY; = Y; — Y;_1. De forma general

16



v, = v oY) = v (Y - Vo).

Por lo tanto {Y:} se dice ser un modelo ARIM A(p,d, q) si la serie en diferencias {r;} dada por
ry = %Y, es un proceso ARM A(p, q). La desventaja es que los procesos ARIM A para d > 1
no son estacionarios.

Estos modelos son populares en la préactica ya que el operador diferencia puede convertir un
conjunto de datos no estacionarios en un conjunto que posiblemente sea modelado por un proceso
ARM A estacionario.
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Capitulo 2

Modelos condicionales
heteroscedasticos

La idea detras del estudio de la volatilidad es que las series formadas por {r{} son serialmente
correlacionadas, donde ry es el retorno logaritmico de un activo en el tiempo t.Sea (2, F, t) espacio
de probabilidad donde F' es la sigma algebra generada por los rendimientos de cada activo, con
ella se encuentra informacién disponible al tiempo ¢, consideramos la media condicional y la
varianza condicional de r; dada la filtracién Fy_1.

My = E[Y’t|Ft_1], O'tQ :’UGT'[T‘t’Ft_l] = E[(T’t—ﬂt)2’Ft_1]. (21)

Asumimos que 7 sigue una serie de tiempo como un modelo estacional ARM A(p, q) con variables
explicativas.

(@) re = e+ ay, (b) e = EP_ diye—i — B, 0ia4—i, () ye = 11— o — X8 Biwar, (2.2)

donde z; son variables explicativas, k, p y ¢ son nimeros enteros positivos.

Combinando la ecuacién (2.1) con la ecuacién (2.2.a) se obtiene:

o} = varlu + a|Fi—1] = Elaf|Fi_1). (2.3)

El modelo condicional heterosceddstico se preocupa por la evolucién de 2 a lo largo del tiempo.

18



2.1. Modelo ARCH

El modelo ARCH (Engle 1982) es el primer modelo que proporciona un marco de referencia
siteméatico para modelar la volatilidad.

Para nuestros fines précticos, dada la ecuacion 2.2.a hacemos el supuesto que p; = 0, es decir,
ry = ag.

La idea bésica de los modelos ARCH es:

a) El ruido r; de un activo es serialmente no correlacionado, pero dependiente.

b) La dependencia de 7 puede ser descrita por una funcién cuadritica de sus valores rezagados.
Un modelo ARC H(m) asume:

2 2 2
Ty = 06, of = ag+airiq+ .+ amri_,, (2.4)

donde {¢;} es una sucesién de variables independientes idénticamente distribuidas con media cero
y varianza uno. Existen algunas condiciones que los coeficientes «; deben cumplir para asegurar
que var(ry) < oo, estas son: ag > 0y a; > 0 para j > 0.

Asumiremos que {¢:} sigue una distribucién Normal estandar.

Propiedades del modelo ARCH

Para entender el modelo ARCH se necesita un estudio cuidadoso del modelo ARCH (1).

2 2
re = o, O = o+ air;_g. (2.5)

Obtenemos la esperanza y varianza de ry:
Elri] = E[E(ri|Fi-1)] = EloiE(er)] = 0,
var(r;) = Elrf] = EB[E(r{|Fi-1)] = Elag +arrfq] = ao+ aE[rf 4],

dado que r; es un proceso estacionario, entonces var(ry) = var(rs—1) con E[r] = 0, por lo tanto

aQ

var(ry) = ap
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Notemos que es necesario que 0 < a1 < 1. Ademas necesitamos que exista un orden mas alto de
momentos de a;, por lo que o tiene que cumplir también con otras condiciones.

Requerimos que el cuarto momento de r; sea finito, entonces

E[r{|Fi—1] = 3E[r{|Fi-1]* = 3(a0 + auri1)?,

’

asi
Elrd = 4 _ 2 2
[r{] = E[E(r¢|Fi-1)] = 3E[(ao + oari )7,
si 74 tiene cuarto momento estacional con my = E[r}] tenemos:

3o (g + 2a)
(1—a1)(1-3a2)

my = 3[ad + 2apaivar(ry) + atmy] =

Este resultado tiene dos importantes implicaciones:

1.— El cuarto momento de r; es positivo, ademas de que 0 < a? < %

2.— La curtosis de r; es:

Blri] _ ,1-of

= > 3.
[var(ry)]? 1—3a?

De esta manera el exceso de curtosis de r; es positivo y las colas de la distribucién de r; son maés
pesadas que las de una distribuciéon normal.

Esta propiedad continia en el modelo general ARCH, pero las férmulas se vuelven méas compli-
cadas para un alto orden de modelos ARCH.

La condicién «; > 0 en (2.5) puede relajarse ya que es una condicién para que la varianza
condicional o7 sea mayor que cero para todo t. Una manera natural de tener la positividad de
la varianza condicional es reescribir un modelo ARCH (m) de la siguiente manera:

Ty = Ou€q, atQ = Oéo+R;n,t719Rm,t—1, (2.6)

donde Ry 11 = (re—1, ... ,7t—m)’, € es una matriz definida positiva mam y diagonal por la
ecuacién (2.5).
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2.2. Modelo GARCH

Es necesario introducir un nuevo modelo heteroscedastico pues a pesar de que el modelo ARCH
es simple, usualmente requiere muchos parametros para describir adecuadamente el proceso de
la volatilidad de un conjunto de retornos.

Bollerslev (1986) propuso una extensién conocida como el modelo ARC' H generalizado: GARCH.
Para una serie {r;} de retornos logaritmicos sea a; = r; definida como la innovacién en el tiempo
t, entonces 7; sigue un modelo GARCH (m, s) si

2 m 2 s 2
Ty — O’tﬁt, Ut = aO+Ei:1airt—i+2jzlﬁjo't—jv (27)

donde ¢, ~ N(0,1) con pardmetros: ag > 0, o; >0, 3; >0y E?;alx(m’s)(ai + i) < L.

La tltima condicién implica, por un lado, que a; = 0si ¢ >m y B; = 0 si j > s, por otro lado
también tenemos la condicién de (a; + 3;) < 1, con ello aseguramos que la varianza de r; es
finita, mientras que la varianza condicional o7 evoluciona a través del tiempo.

El modelo mostrado en (2.7) se reduce a un modelo ARCH (m) si s = 0, oy y f3; son llamados
los pardmetros de los modelos ARC'H y GARC H respectivamente.

Para entender las propiedades de los modelos GARC H es necesario utilizar la siguiente repre-
sentacién:
2 2
M = Ty — Oy, O =Ty — My

es decir at{i = rfﬁi — Mg, con i = 1,2,3,....s, en (2.7) podemos reescribir el modelo GARC H

como

r? = ag+ S0 (g 4+ B)rE 4 — S5 B (2.8)

La sucesién {n;} satisface

Eln) = Elri —of] = Elrf] —of = E[E(r{|F,-1)] -0} = Elof] -0} = 0.
Ademas cov(ng,m;—;) = 0 para j > 1. Sin embargo, la sucesiéon {7;} no es, en general, una
secuencia de variables iid.

Un modelo GARCH puede ser considerado como una aplicacién de la idea del modelo ARM A,

para r? usamos la media incondicional de un modelo ARM A y obtenemos
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Las fortalezas y debilidades del modelo GARC' H pueden ser vistas facilmente por el enfoque en
el modelo més simple, es decir, el modelo GARCH (1,1) con

UtZ = oo+ 0417}2—1 + 51%2—17 (2.9)

con0<ag, f1 <1, (aq + p1) < 1.

Notemos tres aspectos. Primero, una elevada r? ; o o7 ; da una gran o7.

Segundo, si 1 — 2a? — (a3 + f1) > 0, entonces

Elrf]  3[1— (1 + )

EDE ~ T-(mtpR—2al =

Consecuentemente con el modelo ARCH, la cola de la distribucién de un proceso GARCH (1,1)
es mas pesada que la de una distribucion normal.

Tercero, el modelo proporciona una funciéon paramétrica simple capaz de ser usada para describir
la evolucién de la volatilidad. El pronéstico de un modelo puede ser obtenido usando métodos
similares a los de un modelo ARM A.

Consideremos el modelo GARCH (1, 1) de la ecuacién (2.9) y asumamos que el pronéstico original
es h.

Para el primer prondstico hacia adelante tenemos

2 2 2
Ojhy1 = Qo+ airy, + B0y,

donde rp, y O'}QL son conocidos en el tiempo de indice h, por lo tanto el primer paso hacia adelante
pronosticado es

0'%(1) = Qo + aﬂ'i + Blo'}%.

Para pronésticos mas avanzados en el tiempo 77 = o7 €2, con ello reescribimos la ecuacién de la

volatilidad en (2.9)

071 = ao+ (a1 + Bi)o} + arof(ef — 1),
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cuando t = h + 1, la ecuacién anterior se convierte en

0,2H2 = ap+ (a1 + Bl)oiﬂ + alaiﬂ(eiﬂ —1).

A partir de que E[e? — 1|F},] = 0, el segundo pronéstico hacia adelante de la volatilidad en el
prondéstico de origen h satisface la ecuacién

01(2) = ag+ (a1 + B1)oj(1).
En general
or(l) = ag+ (a1 +p)op(l—1) 1>1. (2.10)

Este resultado es el mismo que en el modelo ARM A(1,1) con polinomio AR, 1 — (aq + (1)B.

Por sustitucién repetitiva en (2.10) obtenemos que el [-ésimo prondstico hacia adelante puede
ser reescrito como

ap[l — (aq — B1) !

() = B ok o),
por lo tanto
o (l) — #10—51 cuando | — oo.

Dado que a; + 81 < 1 el pronéstico de la volatilidad multivariado hacia adelante de un modelo
GARCH(1,1) converge a la varianza de r; conforme el prondstico se incrementa a infinito y
ademads la var(r;) existe.

El procedimiento de modelado del modelo ARC'H puede ser también usado para construir un
modelo GARC' H, sin embargo, especificar el orden de un modelo GARC H no es facil, sélo los
modelos de orden bajo tales como GARCH (1,1), GARCH (1,2) y GARCH(2,1) son usados en
aplicaciones.

2.3. Modelo GARCH Integrado

Si el polinomio AR de la representacion del modelo GARCH en (2.8) tiene una raiz unitaria,
entonces tenemos un modelo IGARCH.
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Los modelos IGARCH son modelos GARCH de raiz unitaria, similar a los modelos ARIM A.
Una caracteristica clave de los modelos IGARCH es que el impacto de los ruidos pasados elevados
al cuadrado

2 .
M—i = Ti—; — Op—; 1> 0,

2 .
en r;_, es persistente.

Un modelo IGARC H puede escribirse como

2 2 2
Ty = Ot€, oy = oo+ ﬂlatq + (1 - 51)7}—17

con 0 < 1 < 1.

Desde un punto de vista tedrico, el fenémeno del modelo IGARCH también es causado por
niveles ocasionales de movimientos en la volatilidad. Asi a1 + 81 = 1 y por sustitucién repetitiva
en (2.10) obtenemos como resultado

oi(l) = i)+ (1 —1ag, 1>1, (2.11)

de ese modo h es el prondstico de origen, esto implica que el efecto de 0,21(1) en volatilidades
futuras es también persistente.

Bajo ciertas condiciones, el proceso de volatilidad es estrictamente estacional, pero no débilmente
estacional.

El modelo IGARCH (1,1) es el modelo de la volatilidad usado en medidas de riesgo

of = (L=B0)ri_+Biory = (1= Bu)riy + Bil(1 = B)ri_y + Broi_sl,

por sustitucion repetitiva tenemos

op = (1=B0)(rf s + Bir o+ Biri s+ ....),

la cual es mejor conocida como formacion alisadora exponencial, con 31 siendo el factor descon-
tado.
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2.4. Modelo M-GARCH

En finanzas, el retorno de un activo puede depender de su volatilidad. Es posible considerar el
modelo M — GARCH en el que M representa la media para el modelo GARCH.

La representacién del modelo M — GARCH(1,1) es escrita como:

2 2 2 2
re = p+cof+a, ap = o, 0p = ag+oia; g+ Pioi_q, (2.12)

donde p y ¢ son constantes y el parametro c es el parametro premium de riesgo. Una ¢ positiva
indica que el retorno esté positivamente relacionado a su volatilidad.

La formulacién del modelo M — GARC H anterior implica que existen correlaciones seriales en el
retorno de las series r;. Esas correlaciones seriales son introducidas en el proceso de volatilidad

{o?}.

2.5. Modelo GARCH Exponencial

Para superar algunas debilidades del modelo GARCH en procesos de series de tiempo finan-
cieras, Nelson [1] propone el modelo EGARC H para permitir la consideracién de la innovacién
ponderada por efectos asimétricos entre activos positivos y negativos

g(e) = e +[le] — E([e])], (2.13)

donde € y v son constantes reales, ambas €; y |€;| son sucesiones de media cero independientes
idénticamente distribuidas, con una distribucién continua.

Por lo tanto E[g(e;)] = 0. La asimetria de g(e;) puede ser facilmente vista reescribiendo esto de
la siguiente forma

O+ 7)e —vE(let]) >0
gler) = {(Q—V)Gt—vE(let!) (@ <0.

Dato : para la variable aleatoria Gaussiana estandar ¢; la esperanza resulta ser
E(lel) = (2/m)"/?,
Un modelo EGARC H puede ser escrito como
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1+ BB+ ...+ Bs1B%7!
Ty = Ot€, l?’L(O'tQ) = Oéo+ 1 lBlOclB Bsale g(Etfl), (214)
- T oeee T m

ap es una constante, B es el operador hacia atras tal que Bg(e;) = g(€—1). Ademds, 1+ 1B +
i+ Bs_1B5 'y 1—a1B— ... — a,, B™ son polinomios con raices dentro del circulo unitario y
no tienen factores en comun.

La ecuacién (2.14) usa la parametrizacién usual del proceso ARM A para describir la evolucién
de la varianza condicional de r;.

Basados en (2.14), algunas propiedades del modelo EGARC H son obtenidas de una forma similar
al modelo GARCH.

La media incondicional de [n(c?) es ag. Sin embargo, el modelo difiere del modelo GARCH en
varias formas:

a) El modelo EGARCH usa la varianza condicional para relajar el contraste positivo de los
coeficientes.

b) El uso de g(e;) habilita al modelo para responder asimétricamente tanto a valores positivos
como a valores negativos de 7.

Una forma alternativa del modelo EGARCH (m, s) es

s m—il + i

Ot—i

2.6. Modelo GARCH Limite (Threshold)

Otro modelo de volatilidad cominmente usado para manejar efectos potenciadores es el modelo
TGARCH. El modelo TGARCH (m, s) asume la forma

op = ao+ S (@ +yiNei)ri; + ST Bjoi s, (2.16)

donde N;_; es un indicador para r;_; negativo, es decir

_J1 st o <0
Niwi = {O st ri—; > 0.

Los pardmetros «;, v; y 3; son parametros no negativos que satisfacen condiciones similares a

las del modelo GARCH.
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2.7. Curtosis de los modelos GARCH

La incertidumbre en la estimacion de la volatilidad es un problema importante, pero a menudo
es pasado por alto.

Para evaluar la variabilidad de una volatilidad estimada es necesario considerar la curtosis del
modelo de volatilidad.

2 2 2
e = o 0y = oo +oqr;_ g + P10y,

donde ag > 0, 1 > 0, 81 > 0, a1 + B1 < 1y ¢} es una sucesién de vaiid que satisfacen
E(e) = 0, war(e) = 1, FE(e}) = ke +3,

donde k. representa el exceso de curtosis de la innovacién €;, basado en el supuesto

E(r}) = (ke +3)E(ch).

tal que

o[l + a1 + fi]
[1— (1 + B)][1 = af (ke +2) = (1 + 1)’

E(o}) =

dado que 1 > (a1 + 1) > 0y [1— (a1 + B1)][1 — aZ (ke +2) — (1 + B1)?] > 0, entonces, si es que
existe, el exceso de curtosis de r; es:

(ke +3)(1 — (o1 + £1)?)

- —3.
[E(r?)]? 1-20f = (a1 + 1)? — kea

Consideramos que ¢; ~ N(0,1), entonces, ke = 0, por lo tanto

o) — Gat |
" 1—204%—(0&14-,31)2

Este resultado tiene 2 importantes implicaciones:
a) La curtosis de ry existe si 1 —2a2 — (a1 + 1) > 0.

b) Si ap = 0, entonces, B9 = 0.
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Esto significa en primer lugar, que el modelo GARCH (1, 1) no tiene colas pesadas.

En segundo lugar, consideramos el caso que ¢; no es normal estandar; entonces tenemos

ke — ke(ar + Br) 4 603 + 3kead
1—2a} — (a1 + £1)? — kea?

k, =
de este modo

ke + k9 4 2k Y
1— Lkek!?

ky =

Si 51 = 0, el modelo se reduce a un modelo ARCH (1). En este caso es facil verificar que

2
6y

ko) — 71
" 1—3a2’

probado que 1 — 3a% > 0 el exceso de curtosis de 74 es:

oo k43 —ad) kot k9 4 Bk k)
" 1= (ke +3)ad 1—Lkkl

Esto muestra que para un modelo GARCH(1,1) el coeficiente «; juega un papel fundamental
para determinar el comportamiento de las colas de 4.

Si ap = 0, resulta que, kf«g )~ 0 v k. = ke. En este caso el comportamiento de las colas de r; es

similar al del ruido estandarizado e;.

)

Adn si a1 > 0, entonces kfng > 0 y por lo tanto el proceso r; tiene colas pesadas.

2.8. Modelos de volatilidad multivariado

En esta seccion generalizamos el modelo de volatilidad univariado para el caso multivariado,
discutimos algunos métodos para modelar la dindmica entre procesos de volatilidad de multiples
activos por volatilidad multivariada, utilizamos la matriz de covarianza condicional de retornos
de activos multiples.

La volatilidad multivariada tiene especial importancia en aplicaciones de finanzas, juega un
importante rol en seleccién de portafolios y asignacion de activos asi como también son usados
para calcular el valor en riesgo de una posicién financiera conformada por multiples activos.
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Consideramos una serie de retornos multivariado {rt; adoptamos el mismo enfoque como en el
caso univariado reescribiendo la serie como

- =
rt = ag,
tal que ﬁ = (m, @, S s @) el choque o vector de innovaciones de las series en el tiempo t.

La matriz de covarianza condicional de ﬁ) dado F;_1 es una matriz definida positiva de tamafio
kxk.

Zt = COU[EZ | thﬂ
La modelacion de la volatilidad multivariada esta relacionada con la evolucion del tiempo de ¥;.

Un modelo del proceso {¥;} es referido como un modelo de volatilidad para la serie de retornos
_>
Tt .

2.8.1. Estimacion exponencial ponderada

Dada la innovacién F;_1 = {r_f, r—2>, ,7,5_1} la matriz de covarianza de la innovacién puede
ser estimada por:
§_ 1 s
= =173 75"

t—1 7=
esto es entendido que la media de r_j> es cero. Esta estimacién asigna pesos iguales 1/(t — 1) a
cada término de la suma.

Otra opcién de estimacién ponderada realizar lo que se conoce como suavizado exponencial y
estimar la matriz de covarianza de a@; de la siguiente manera:

~ 11—\ B .
E == 1_7)\t—1 E;ZﬁA] 1?15,]'?27]-, (217)
consideramos 0 < A < 1y los pesos w suman 1.

La covarianza estimada en (2.18) es conocida como EWMA (covarianza de media mévil ponde-
rada exponencialmente) estimada de la matriz de covarianza.
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2.8.2. Modelos GARCH multivariados

Modelo de vectorizacién diagonal (VEC)

Et = AO + ElrllAz ® (7,5_1‘?);57- + Ejle] ® Zt—j), (218)

(2
tal que A; y B; son matrices simétricas y © denota el producto Hadamard, que resulta ser la
multiplicacién elemento por elemento.
La ecuacién (2.19) es conocida como el modelo diagonal VEC(m,s) o DV EC(m,s).

¥+ depende tnicamente de sus propios valores pasados y el correspondiente producto de términos
en ?t_i7;€—i'

Cada elemento del modelo DVEC sigue un modelo GARCH(m,s), el modelo es simple, sin em-
bargo tiene como desventajas que no produce una matriz definida positiva necesariamente y
tampoco permite una dependencia dindmica entre las series de volatilidad.

Modelo BEKK

Para garantizar el contraste de positividad definida, Engle y Kroner propusieron el modelo Baba—
Engle — Kraft — Kroner (BEKK).

S = AA + S A7) Ay + S5, Bi%y - B; (2.19)

donde A es una matriz triangular inferior y A;, B; son matrices de tamano kxk.

Basado en la parametrizacion simétrica del modelo, 34 es al menos definida positiva seguramente,
probado que AA’ es definida positiva. Este modelo también permite dependencias dindmicas entre
series de volatilidad.

Este modelo también tiene ciertas desventajas como:

» La parametrizacién A; y B; no tienen interpretacién directa en cuanto a valores de retraso
o choques.

» El niimero de pardmetros empleados es k?(m + s) + k(k + 1)/2 el cual incrementa rapida-

mente con m y s. Esto muestra una experiencia limitada ya que muchos de los parametros
estimados son estadisticamente insignificantes.
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2.8.3. Reparametrizacion

Un paso 1til en el modelado de volatilidad es reparameterizar 3; haciendo uso de su propiedad
simétrica.

Uso de correlacion

La primera reparametrizacién de X; es el uso de los coeficientes condicionales de correlacién y
varianza de ﬁ) Especificamente escribimos ¥; como

Yt = [oiji] = DipeDy, (2.20)

donde p; es la matriz condicional de correlacién de Ft), D; es una matriz diagonal de tamano
kxk que consiste de desviacién estandar condicional de los elementos de E), es decir D; =

diag{\/o11,t; - s \/Okk,t}-

Como p; es simétrica con 1’s en la diagonal, la evolucion del tiempo de ¥ es gobernado por la
varianza condicional o;;; y los elementos p;;; de p; donde j < ¢y 1 < ¢ < k. Por lo tanto, para
modelar la volatilidad de ﬁ, es suficiente considerar las varianzas condicionales y coeficientes de
correlaciéon de 7.

Definimos el vector de dimensién k(k + 1)/2

—_

Er = (011 - s Okits 0}); (2.21)

donde g; es un vector de dimensién k(k—1)/2 obtenido por la apilacién de columnas de la matriz
de correlacién p; pero usando uUnicamente elementos abajo de la diagonal principal, esto para
una serie de retornos de dimension k.

0t = (P21,t5 s PELE| P32,85 5 P2t | PR(k—1)t) (2.22)

Descomposiciéon de Cholesky

La segunda forma de reparametrizar >; es con la descomposiciéon de Cholesky, este enfoque tiene
algunas ventajas en la estimacién, ya que este no requiere de restricciones en los pardmetros para
definir positivamente a ;. La reparametrizacion es una transformacion ortogonal.

Como 3; es definida positiva, existe una matriz triangular inferior L;, con 1> en su diagonal y
una matriz Gy con elementos positivos en su diagonal tal que
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S = LiGyiL;. (2.23)

A esta se le conoce como la descomposicién de Cholesky de la matriz ;.

Tomemos como ejemplo el caso bivariado, es decir k = 2.

o114 0124 0 gty 0 }
$, = |7 T2 g, Gy = | .
! [021715 U22,t] ! th,t 1} ! [ 0 g2

Usando la descomposicién de Cholesky (2.24), tenemos

Y, — O11,t 012t _ 911t q21,t911,t
t — - 2 .
021t 0922t Q21,9116 922,t + 431 4911,

De esta manera obtenemos los elementos de X;

2
it = gilt, 021t = Q21,t911¢, 022t = 9§22t + 421 1911t (2.24)

es decir

2
o1t = Q11 @1t = 021¢/911t, G224 = 022t — O914/0114- (2.25)

Sin embargo, consideramos la regresion lineal simple

ror = Briz + ba, (2.26)
donde by; denota el término de error, de la conocida teoria de minimos cuadrados, tenemos
_ Cov(ry, ra) 0921t

8 = Var(my) = Ull,t7 Var(by) = Var(ry) — ﬁQVar(rlt = 022 — oglyt/an,t.

Por lo tanto, el término de error bs; no esta correlacionado con el regresor r1;. Consecuentemente,
usando la ecuacion (2.26), obtenemos

g1t = O, @1 = By gaop = Var(ba).

En resumen, la descomposicion de Cholesky en el caso bivariado equivale a realizar una trans-
formacién ortogonal de ry a by = (b1, bat), tal que
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biy = r1p Yy by = T2t — q21.4711,

donde g21,; = B que es obtenido por la regresion lineal (2.27).

2.9. Modelos GARCH para retornos bivariados

Para una serie de retornos 77 de dimensién k, un modelo multivariado GARC H utiliza ecuaciones
exactas para describir la evolucién de un vector de dimensién k(k 4+ 1)/2 a través del tiempo.

Modelos de correlacién constante

Para tener un nimero bajo de ecuaciones de volatilidad, Bollerslev considero el caso especial en
el cual el coeficiente de correlacion pa1; = p21, es decir, es invariante en el tiempo.

Donde |p21| < 1. Asumiendo esto, pa; es un pardmetro constante y el modelo de volatalidad
consiste de dos ecuaciones para =f, el cual es definido como Zj = (o114, 022¢). Un modelo
GARCH(1,1) para =f se convierte en

Bf = a0 + auriy +AiE (2.27)

2 o 2 2 . .7 oy .
donde iy = (r{;_1, r5;_1), @0 es un vector de dimensién dos positivo, aq y B1 son matrices
definidas no negativas de tamano 2x2. El modelo puede ser expresado como

2
[Ull,t] _ [010] n [0411 a12] [réjt_l} n [511 512] [011,1:—1}7 (2.28)
022, Q20 Qo1 Q2] |15 4 Ba1 Poz] |022,0—1

donde ajg > 0 para i = 1,2. Definimos 7; = r? — =}, podemos escribir el modelo anterior como

2 = ap + (o + B)riy + m — Bime—1,

el cual es un modelo ARM A(1,1) bivariado para el proceso 2. Consecuentemente algunas pro-
piedades del modelo (2.29) estan facilmente disponibles de los modelos ARM A(1,1) del caso
bivariado. En particular tenemos los siguientes resultados:

= Si todos los valores propios de a1 + (51 son positivos y menores que uno, entonces el modelo
ARM A(1,1) bivariado para r? es débilmente estacionario y E[r?] existe. Esto implica que
el proceso r; de retornos tiene una matriz positiva definida de covarianza.
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= Si ajg = P12 = 0, entonces la volatilidad de r1;, no depende de la volatilidad del pasado
de r9;. Analogamente si a1 = P21 = 0, entonces la volatilidad de r9¢, no depende de la
volatilidad del pasado de 7.

» Siqy y (1 son matrices diagonales, entonces el modelo se reduce a dos modelos GARCH (1,1)
univariados, en este caso los dos procesos de volatilidad no estan relacionados dindmica-
mente.

= El pronéstico de volatilidad del modelo puede ser obtenido usando métodos de prondstico
similares a un vector del modelo ARM A(1,1).

Modelos de correlacion dinamica

Usamos la parametrizacién (2.21), varios autores proponen modelos parsimoniosos para p; para
describir las correlaciones variantes en el tiempo. Nos referimos a estos modelos como modelos
de correlacién condicional dindmica o modelos DC'C por sus siglas en inglés.

Para retornos de dimensién k, Tse y Tsui asumen que la matriz de correlacién dinamica p; sigue
el modelo

pr = (1—01—62)p + bipi—1 + 6294,

donde 6 y 02 son pardametros escalares, p es una matriz de tamano kxk definida positiva con 1's
en su diagonal, y ¥;_; es una matriz de tamafio kxk de correlacién de muestra usando choques
det—m, ..., t — 1 para un m preespecificado. Tipicamente, uno asume que 0 < 6; < 1y 01 + 0o
< 1, asf resultando que la matriz de correlacion p; es definida positiva para todo t.

Engle propone el modelo

pe = JQiJ},

donde Q¢ = [ij t][kzk) € una matriz definida positiva, J; = diag{ql_lljtﬂ, ,q;klf}, y Q; satisface

Qr = (1—01—02)Q + O1et-16,_; + 02Q4_1,

donde ¢; es el vector de innovacién estandarizada con elementos e;; = 7/ VTiits Q es la matriz
de covarianza no condicional de ¢, y 81 y 02 son parametros escalares no negativos que satisfacen
01 + 02 < 1. La matriz J; es una matriz de normalizacidn para garantizar que p; sea una matriz
de correlacién.
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Capitulo 3

Aplicacion a series financieras

En el presente capitulo se presentan los resultados numéricos en la que se expone la modelacién
de series de tiempo de dos series de rendimientos de activos financieros.

Tomamos las series de 2 activos: Fix y Cemex. Estas series de rendimientos comprenden 753
observaciones desde el afio 2016 al ano 2018.

3.1. Estadistica descriptiva

En esta seccién mostramos los datos mas relevantes de nuestras series de rendimientos de ambos

activos.
Activo Media Varianza Asimetria | Curtosis | Valor minimo | Valor maximo
Fix 9.183434e-05 | 4.952832e-05 1.621803 20.61101 -0.02985432 0.07372353
Cemex | 0.000156986 | 0.0004271714 | 0.1434037 | 5.934349 -0.09579201 0.1146038

Los datos del Fix tienen una media muestral de 9.183434e —05 y un nivel de curtosis de 20.61101,
para que su distribucién sea Normal, las observaciones de la serie del Fix tienen que tener un nivel
de curtosis de 3, es decir, tenemos un exceso de curtosis de 17.61101, sin embargo supondremos
que su distribucién es Normal.

Por su parte, la serie de rendimientos de la accién de Cemex tiene una media muestral de
0.000156986 y un nivel de curtosis de 5.934349, observamos que no es el mismo que el de una
distribuciéon Normal ya que tenemos un exceso de curtosis de 2.934349, sin embargo seguiremos
el mismo camino que el realizado en el Fix.

Realizamos las gréaficas de los rendimientos de ambos activos, tanto del Fix como de Cemex.
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Rendimientos

Rendimientos

Ahora obtenemos el histograma, la funcién de densidad empirica y su funciéon de autocorrelacién
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Histograma Cemex

Densidad de Cemex
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En los histogramas y en las funciones de densidad empirica de cada activo, podemos notar la
diferencia que existe en cada uno de ellos, ya que los rendimientos de la accién de Cemex asemejan

més una distribucién Normal que los rendimientos del Fix.

Utilizamos los gqqg — norms para explicar mejor el supuesto de normalidad.

Nuevamente se nota que el supuesto de normalidad se aplica mejor a la serie de rendimientos de
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3.2. Modelacion de la volatilidad

En esta seccién realizamos el ajuste del modelo de volatilidad para cada una de las series de
nuestros activos financieros Fix y Cemex.

Comenzamos con el ajuste del activo Fix:

FAC de los rendimientos al cuadrado Fix

ACF
0.05
1 I

-005

Partial ACF
005
! !

-005

En las gréficas anteriores podemos notar que el posible mejor ajuste del modelo GARCH para
la serie del Fix se obtendria con el orden (1,1), sin embargo, obtendremos el ajuste también de
los ordenes (1,2), (2,1) y (2,2).

GARCH(1,1)

Coeficiente Valor Valor-p
a0 8.364e-06 | 7.18e-05
al 1.127e-01 | <2e-16
b1l 7.196e-01 | <2e-16

Con un valor de prueba Akaike de —5383.165.
GARCH(1,2)
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Coeficiente Valor Valor-p
a0 2.534e-05 | 1.91e-13
al 4.547¢-02 | 0.169914
a2 1.453e-01 | <2e-16
bl 2.771e-01 | 0.000344

El ajuste anterior tiene un valor de prueba Akaike de —5382.977. Ademds notemos que por el

valor — p del parametro al el modelo no es parsimonioso.

GARCH(2,1)
Coeficiente Valor Valor-p
a0 1.242e-05 | 0.000287
al 1.596e-01 | 0.008696
bl 6.009e-01 | 0.014972
b2 2.284e-08 | 1.000000

Este ajuste tiene un valor de prueba Akaike de —5371.002, y al igual que en el ajuste anterior,

el modelo GARCH(2,1) para el activo del Fix no es parsimonioso.

GARCH (2,2)
Coeficiente Valor Valor-p
a0 2.675e-05 | 4.51e-05
al 5.473e-02 | 0.1539
a2 1.062e-01 | 2.22e-16
b1l 7.197e-07 | 1.0000
b2 2.521e-01 | 0.0984

Este dltimo ajuste tiene un valor de prueba Akaike de —5379.715. Ademads solo contiene a los
parametros a0 y a2 como parametros significativos.

Por lo tanto, dado que el modelo tiene que ser parsimonioso y tomando el valor de la prueba
Akaike, concluimos que el mejor ajuste del modelo GARCH para la serie del Fix es el modelo

GARCH(1,1).

Gréaficamente asi se observan los resultados:
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Ajuste de volatilidad Fix
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Grafiquemos los ggnorm de los residuales estandarizados de la serie del Fix, los resultados tienen
que aproximarse mas a la linea central del grafico.
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Figura 3.1: QQ-plot con residuales Normalesestandarizados
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Analogamente procedemos de igual manera con los residuales obtenidos del activo de Cemex:
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En las graficas anteriores obtenemos que los posibles ordenes del modelo GARCH para Cemex
son (1,1), (1,2), (2,1) 0 (2,2).

GARCH(1,1)
Coeficiente Valor Valor-p
a0 1.544e-05 | 0.00914
al 1.044e-01 | 5.82e-06
bl 8.576e-01 | <2e-16

Con un valor de prueba Akaike de —3807.982.

GARCH(1,2)
Coeficiente Valor Valor-p
a0 2.438e-05 | 0.002078
al 2.044e-01 | 0.000369
a2 6.995e-07 | 0.999992
bl 7.618e-01 | <2e-16

El ajuste anterior tiene un valor de prueba Akaike de —3792.328. Este ajuste de modelo no sigue
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la parsimonia por el valor — p en el parametro a2.

GARCH(2,1)

Coeficiente Valor Valor-p
a0 2.286e-05 | 0.010027
al 1.542e-01 | 1.25e-06
bl 2.631e-01 | 0.049166
b2 5.263e-01 | 0.000443

Este ajuste tiene un valor de prueba Akaike de —3801.632.
GARCH (2,2)

Coeficiente Valor Valor-p
a0 2.541e-05 | 0.03289
al 1.383e-01 | 0.00133
a2 3.183e-02 | 0.64390
bl 1.477e-01 | 0.67055
b2 6.193e-01 | 0.03714

Este ajuste tiene un valor de prueba Akaike de —3558.81, v no es un ajuste parsimonioso.

Podemos notar que en el ajuste del modelo de volatilidad para el activo de Cemex, tenemos dos
ajustes buenos, el modelo GARCH (1,1) y el modelo GARCH (2,1). Graficamos sus qgnorms
estandarizados de ambos modelos para saber cual de los dos se ajusta mejor con el supuesto de
normalidad.
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Normal Q-Q Plot
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Figura 3.2: QQ-plot de los residuales Normales estandarizados del modelo GARCH (1,1)
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Figura 3.3: QQ-plot de los residuales Normales estandarizados del modelo GARCH (2,1)
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Siguiendo la convencion del valor de la prueba Akaike, la parsimonia que existe en los ajustes de

los modelos y ademés en los qgnorms anteriores, podemos observar que el mejor ajuste obtenido
es el modelo GARCH (2,1).

Gréaficamente asi se observan los resultados:

Ajuste de volatilidad Cemex

0.05
I

volatilidad

T T T T
0 200 400 600

fiempo

3.3. Modelacion de volatilidad multivariada

En esta seccion presentamos el modelo de volatilidad multivariada asociado a nuestro portafolio
constituido por los activos Fix y Cemex.

Se hizo uso de un modelo DCC — GARCH con el supuesto en el que los rendimientos siguen
una distribucién Normal. Los resultados numéricos obtenidos son los siguientes:

El mejor ajuste obtenido es un modelo DCC — GARCH de orden (1,1).
En la préctica, los resultados obtenidos no siguen un modelo parsimonioso.

Los resultados numéricos del ajuste DCC' — GARCH son los siguientes:
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Parametro Valor del coeficiente | Probabilidad de rechazo
mu del Fix 0.000122 0.68201
alpha 0 del Fix 0.000008 0.00000
alpha 1 del Fix 0.117894 0.00000
beta 1 del Fix 0.716040 0.00000
mu de Cemex 0.000288 0.67207
alpha 0 de Cemex 0.000016 0.50454
alpha 1 de Cemex 0.122976 0.17091
beta 1 de Cemex 0.838869 0.00000
DCC al conjunta 0.000000 0.99929
DCC bl conjunta 0.902440 0.00000

Obtenemos las graficas de la volatilidad de cada activo y la grafica de covarianza y de volatilidad
del portafolio generado por ambos activos.
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Notemos que la volatilidad de la accién de Cemex y del Fix son similares a las obtenidas con el
ajuste del modelo GARC H univariado.

Sin embargo con el modelo DCC' — GARCH que es un modelo multivariado estamos obteniendo
también la covarianza entre los dos activos y la volatilidad del portafolio construido con las
acciones del Fix y de Cemex, es decir, tenemos mayor informacion con este modelo.

Es necesario tener la volatilidad y la covarianza de un portafolio de inversiéon para obtener el
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VaR, ya que las volatilidades y la covarianza juegan un papel funadamental en el calculo del
valor en riesgo.
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Capitulo 4

Valor en Riesgo de un portafolio de
inversion

Una de las aplicaciones del modelo GARCH en su versién univariada es obtener el Valor en
Riesgo (VaR) de un activo, mientras que el modelo GARC H multivariado nos ayuda a obtener
el VaR tanto de un activo como también de un portafolio.

Definamos que es el VaR.

Definicion 4.0.1. El wvalor en riesgo es el minimo valor | tal que la probabilidad de que la
variable aleatoria de las pérdidas diarias L € M exceda | no supere (1 — a).

VaR, = inf{l € R: P[L>1] < 1—a} = inf{l € RFL(l) > a}.

Dado que el VaR es una medida de riesgo deseariamos que ésta fuera una medida de riesgo
coherente, es decir que cumpla con los axiomas de coherencia, los cuales son:

» Axioma 1 (Invarianza ante traslacién)
» Axioma 2 (Subaditividad)
» Axioma 3 (Homogeneidad positiva)

(

» Axioma 4 (Monotonicidad)

Lamentablemente el VaR en general no cumple con el axioma 2 de la subaditividad més que
en distribuciones del tipo elipticas, es decir el VaR resulta ser una medida de riesgo coherente
bajo distribuciones elipticas como lo son las distribuciones Normales y t — Student. Para casos

47



generales se toma el VaR condicional (Expected Short fall). Para mayor informacién del VaR
condicional, medidas de riesgo coherentes y de los axiomas que tiene que seguir una medida de
riesgo coherente, consultar [9].

El VaR representa la pérdida potencial maxima que un portafolio de inversién puede sufrir en
un resultado adverso.

La varianza de un portafolio de inversiéon que consta de dos activos X y Y con volatilidades ox
y oy, respectivamente, coeficiente de correlacion p y pesos de porcentaje de inversién wy y wy
se calcula de la siguiente manera [8]:

2 2 2 2 2
Oportafolio — WXIX +wyoy + 2wxwy poxoy.

En caso en general el VaR de un portafolio de inversion se calcula de la siguiente forma:

VCLR[k] = O'portafolio(bMa

donde VaR|[k] representa el VaR al tiempo k, 0portafolio €s la volatilidad del portafolio, ¢ es el
cuantil de una funcién de distribucion y M el monto de inversién en el portafolio.

En este capitulo mostramos una aplicacién del modelo GARC H multivariado y univariado que
es obtener el Valor en Riesgo (VaR) del portafolio creado con ambos activos.

Para el caso univariado, se construyo el vector de portafolio definido como z que resulta ser la
semisuma negativa de los dos activos, se le ajusto un modelo GARCH univariado y por tdltimo
se le obtuvo el VaR al 95 % como se muestra a continuacion.

Zportafolio = —0.5(Activocemer + Activopiy)
Portafolio
3
o
o
N © -
o
5 |
2
T T T T
0 200 400 500

Index

A nuestro vector de portafolio z le obtenemos las funciones: parcial de correlacién y de autoco-
rrelaciéon para obtenerle su posible nimero de pardmetros al ajustarle un modelo GARCH.
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Con ello observamos que posiblemente el mejor ajuste que tenemos es el modelo GARCH (1,1).

GARCH(1,1)

Coeficiente Valor Valor-p
a0 1.252e-05 | 3.04e-05
al 2.227e-01 | 4.66e-08
bl 6.928e-01 | <2e-16

Notamos que este modelo sigue parsimonia y tiene una prueba AIC' = —4729.382.
GARCH(1,2)

Coeficiente Valor Valor-p
a0 1.149e-05 | 8.88e-05
al 1.752e-01 | 0.000834
a2 6.249e-02 | 0.298733
bl 6.895e-01 | <2e-16

El ajuste anterior tiene un valor de prueba Akaike de —4721.455. Ademds notemos que por el

valor — p del pardametro a2 el modelo no es parsimonioso.
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GARCH(2,1)

Coeficiente Valor Valor-p
a0 8.161e-06 | 0.0103
al 1.480e-01 | 6.96e-05
b1l 3.590e-01 | 0.0920
b2 4.219e-01 | 0.0319

Este ajuste tiene un valor de prueba Akaike de —4731.6, y al igual que en el ajuste anterior, el
ajuste del modelo GARCH(2,1) para el portafolio no es parsimonioso.

No se le pudo ajustar numéricamente un modelo GARCH (2,2) a la serie del portafolio de
inversion.

Por lo tanto el mejor ajuste obtenido para la serie del portafolio es el modelo GARCH (1,1). Sus
residuales estandarizados son los siguientes:

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Obtengamos el VaR los iltimos 10 dias suponiendo normalidad tomando ¢ = 1.644854, o como
la volatilidad y M = 1 peso para la siguiente férmula.

VGR[k] = Uportafolio¢M>
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VaR Monto
VaR 1 | 0.01954512
VaR 2 | 0.01899101
VaR 3 | 0.01966610
VaR 4 | 0.01784561
VaR 5 | 0.01941417
VaR 6 | 0.01718483
VaR 7 | 0.01848730
VaR 8 | 0.01658032
VaR 9 | 0.01630813
VaR 10 | 0.01528533

Para el caso multivariado, se le ajusto un modelo GARC H multivariado a las pérdidas de los
dos activos financieros como se mostrd en la seccién ”Modelacién de volatilidad multivariada”.

Ajustamos un modelo DCCGARCH(1,1) a las series de rendimientos obteniendo los siguientes
resultados:

Parametro Valor del coeficiente | Probabilidad de rechazo
mu del Fix -0.000020 0.934246
alpha 0 del Fix 0.000010 0.00000
alpha 1 del Fix 0.193605 0.116412
beta 1 del Fix 0.684074 0.00000
mu de Cemex 0.000179 0.791988
alpha 0 de Cemex 0.000011 0.000080
alpha 1 de Cemex 0.134553 0.000000
beta 1 de Cemex 0.883733 0.000000
DCC al conjunta 0.000000 0.996898
DCC bl conjunta 0.908772 0.000000

Sus resultados graficos son los siguientes:
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Ahora obtendremos el VaR del portafolio con la siguiente férmulas:

VaR[k] = ¢ x M x (wiok + wioy + 2wxwypoxoy)'/?,

Suponemos que en el portafolio se invertird un total de $1 tomando cantidades equitativas, es
decir w = 50 % para cada activo. Los resultados son los siguientes:

VaR Monto
VaR 1 | 0.02274582
VaR 2 | 0.02166130
VaR 3 | 0.02116822
VaR 4 | 0.02100115
VaR 5 | 0.02086078
VaR 6 | 0.01977069
VaR 7 | 0.01947038
VaR 8 | 0.01847224
VaR 9 | 0.01755346
VaR 10 | 0.01672015

La decision del mejor VaR la tomaremos méas adelante con el Backtesting VaR.
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4.0.1. Backtesting VaR

Para nosotros es de suma importancia saber que tipo de funcién de distribucién para predecir
el VaR utilizaremos, ya que es el modelo indicador que nos determinara el monto de pérdida en
nuestro portafolio de inversion.

Para saber cual modelacién del VaR es mejor realizamos el backtesting VaR. Como ya se
menciono a inicios del capitulo 4, nosotros tomamos el tltimo trimestre del ano 2018, dado que
estos valores ya son pasados, nosotros tenemos el monto real de pérdidas en ese ultimo trimestre.

Si la pérdida real es mayor que el VaR en un cierto dia k, nosotros estamos subestimando el valor
en las pérdidas, sin embargo, si nosotros obtenemos que el valor del VaR estimado es mayor que
el valor real de la pérdida nosotros estamos sobreestimando el valor en riesgo de inversion en el
portafolio.

Tenemos que la probabilidad de que la variable L;y; (valor real de las pérdidas) supere el VaR
estimado es de 1 —a, donde o = .95. Para verificar la eficacia del modelo, no nos interesara el valor
exacto de L;y1 o el de la estimacién del VaR, solamente nos interesa si la pérdida real supero
nuestra aproximacion, este experimento lo podemos modelar como una variable indicadora [9].

I,,1>var-

Es decir, tomara el valor de 1 si L; 11 superd el valor estimado del VaR, en caso contrario tomara
el valor de cero.

Este experimento es un proceso de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
Bernoullicon pardmetro de éxito 1—a. Este ejercicio lo realizaremos 56 veces. Entonces definamos:

56
T =% "211L1>VaR-

Dado que estamos haciendo la suma de 56 variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas Bernoulli con p = .05, entonces T ~ Bernoulli(56,0.05).

Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente tabla:

Funcién de Distribucién . Porcentaje de precision
del VaR Fallos obtenidos | Fallos esperados del modelo
Modelo univariado 9 3 83.92%
Multivariado 6 3 89.28 %

Con lo que podemos concluir que en efectos de estimacién del VaR en nuestro portafolio conviene
utilizar un modelo multivariado en lugar de un modelo univariado ya que estamos obteniendo
més fallos con la primera modelacién que con la segunda.
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Cabe mencionar que si se toma un modelo univariado no tomamos muchas cosas en consideracién
que a su vez en el modelo multivariado si notamos, tal es el caso de la covarianza y la correlacién.
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Conclusiones

El estudio de las series de tiempo es algo muy importante en el sector financiero, mientras que los
modelos de series de tiempo clésicas nos ayudan a modelar el comportamiento de los rendimientos
de un activo, los modelos GARC H nos ayudan a la modelacién de la volatilidad de la serie de
rendimientos.

Para tener resultados eficientes en la practica es necesario contar al menos con un total de 300
rendimientos por cada serie de activos, sino logramos recavar dicha informacion los resultados
obtenidos seran deficientes por falta de estadistica.

Algo que es bastante interesente del andlisis de series de tiempo es la prediccion de futuros valores
de rendimientos de una serie, sin embargo, tenemos que considerar que tenemos un cierto nivel
de prediccion de rendimientos, ya que entre mas nos vayamos alejando de los datos reales, los
valores futuros serdn cada vez menos precisos.

Lo que méas me impacto es la facilidad de calcular el VaR tanto de los activos financieros como
del portafolio de inversién, ya que el modelo GARCH multivariado ya nos entrega todos los
resultados necesarios para el calculo del VaR, en este caso, lo mas importante es la obtencién de
la volatilidad de los rendimientos y la covarianza entre cada serie de rendimientos existente en
el portafolio.

Las series de tiempo aplicadas en el sector financiero son una fuerte arma tanto de modelado,
como de prediccion asi como también nos ayudan a modelar la volatilidad de los rendimientos,
algo que no podemos observar con precisién en una serie, pero que impacta demasiado en la
inversion tanto de un activo como de un portafolio.

R es una fuerte herramienta que tenemos para la modelaciéon de series financieras haciendo uso
de ciertos paquetes como lo son rmgarch, rugarch, fgarchy tseries, ademas de que son de libre
descarga.

Me agrad6 demasiado el tema, sin embargo me ocurrié que al estudiar y profundizar mas de
fondo en los diferentes tipos de series de tiempo sentia que esto no tenia fin. Me queda la gran
experiencia de que esto sélo es el inicio de un camino largo en el estudio de series de tiempo, ya
que cada vez se estan revolucionando mas la modelacion de series de tiempo. Existen diferentes
tipos de modelos de series de tiempo y de cada uno de ellos, existen variaciones particulares para
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problemas en especifico.

El tema de series de tiempo atin no se termina y la muestra clara es que por la dificultad de
implementacién de los modelos GARC H multivariados, los expertos estan realizando la creacién
de modelos de copulas GARCH para encontrar con mayor facilidad y precisién la volatilidad en
un portafolio de inversién con un nimero de activos grande.
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