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Prefacio

El problema del trafico vehicular ha sido objeto de estudio desde el siglo XX
debido al incremento del nimero de autos que transitan por las vialidades.
Esto ha provocado un impacto negativo en el ambiente, pérdidas econémicas
y hasta accidentes fatales. El incremento desmedido de la cantidad de autos
que transitan en el mundo agrava cada vez més este problema y la falta de
soluciones ha provocado una serie de diferentes estudios buscando respuestas
a preguntas tales como ;Cuando se producen embotellamientos vehiculares?
L Qué infraestructura vial es ideal para una mejor circulacion del tréfico?
LA qué velocidad deberian los conductores ir para evitar congestionamientos
vehiculares?

Con base en datos experimentales, los cuales han sido tomados alrededor del
mundo, se han formulado dos teorias. Una de estas considera que el flujo
vehicular se puede encontrar en dos fases tnicamente; flujo libre o trafico
congestionado. El flujo libre se define como aquel flujo vehicular en donde
los autos pueden transitar hasta la velocidad permitida en una autopista [7].
El trafico congestionado se refiere cuando los automovilistas se ven obliga-
dos a reducir su velocidad, incluso hasta cero, debido a que la cantidad de
autos por kilémetro es muy grande. La segunda teoria fue propuesta tiempo
después cuando cientificos encuentran que existe un estado donde los au-
tomovilistas se encuentran oscilando entre los estados del flujo libre y flujo
congestionado en cortos periodos de tiempo. Esta teoria se le conoce como
teorfa de tres fases (Kerner et al., 1997, 2006) en la cual se establece que el
trafico congestionado se divide a su vez en dos fases a las cuales se les llama
flujo sincronizado y cimulos de densidad moviles.

Para estudiar el problema del trafico vehicular se han propuesto varios mode-
los cuyo desarrollo a lo largo del tiempo ha sido justificado por la necesidad
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de explicar diferentes patrones emergentes descritos en las teorias de dos y
tres fases. Los modelos se han desarrollado desde un punto de vista heuristico
hasta ser basados en principios de la teoria de fluidos o por medio de la teoria
de cinética de gases. En este trabajo se expone el desarrollo de algunos mo-
delos hasta formular aquel descrito por Kerner y Konhauser que es uno de los
mas utilizados hoy en dia dentro de la teoria de dos fases. Ademas se describe
un modelo reciente propuesto por R.M. Velasco y A.R Méndez [17] basado
en la teoria cinética de gases el cual tiene la capacidad de describir las tres
fases del trafico vehicular y sus transiciones. Estos modelos macroscépicos se
plantean como un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales en su forma
conservativa y se resuelven numéricamente con el método de Lax-Wendroff,
un método robusto basado en un esquema de diferencias finitas.

El objetivo de este trabajo es comprender los modelos del trafico vehicular
y las necesidades que se requieren para modelar fenémenos de este tipo, re-
plicando resultados encontrados en la literatura y proponiendo experimentos
numéricos para explorar sus capacidades y limitaciones. Este trabajo se ha
dividido en cuatro capitulos que son descritos a continuacién:

En el primer capitulo se hace un breve recorrido histérico de los principios
en el estudio del trafico vehicular y se describe la importancia de la relacion
fundamental, que es la base heuristica de los datos reales, descrita por fun-
ciones matematicas y con las cuales se dictamina la correlacion entre el flujo
vehicular y la velocidad local de los autos.

En el segundo capitulo se introducen los primeros modelos macroscépicos de
primer orden: modelos con una sola funcién desconocida. Después se describe
la evolucion de modelos de segundo orden, aquellos donde la densidad y la
velocidad local son funciones desconocidas, hasta desarrollar el modelo pro-
puesto por Kerner y Konhauser en un circuito homogéneo. Mas adelante se
describe la estabilidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales par-
ciales por medio de un marco tedrico. Al finalizar el capitulo, se muestran
algunos esquemas numéricos para resolver este tipo de ecuaciones en su for-
ma conservativa y se reproducen varios ejemplos encontrados en la literatura
y se proponen algunos experimentos para poner en evidencia numérica los
resultados tedricos de estabilidad de las soluciones.

En el tercer capitulo se introducen términos para describir el flujo de los
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automoviles para el modelo de segundo orden cuando se consideran rampas
de entrada y salida de autos como cuando el nimero de carriles varia en
alguna region. Finalmente se propone un modelo con el cual se consideran
las rampas y una reduccién en el nimero de carriles al mismo tiempo para
después resolver las ecuaciones bajo ciertos experimentos propuestos con el
proposito de observar las capacidades y limitaciones del modelo en si.

En el cuarto capitulo se expone y describe el modelo propuesto por R.M.
Velasco y A.R Méndez con el cual se pueden modelar el flujo libre, el flujo
sincronizado y los cimulos méviles descritos en la teoria de tres fases. Para
finalizar este capitulo se replican los resultados que obtuvieron para describir
las tres fases del flujo vehicular como sus transiciones entre estas por medio
de varios ejemplos citados en el articulo [17].

Para cerrar este trabajo se exponen algunas conclusiones y el trabajo a fu-
turo.
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Capitulo 1

Trafico Vehicular

1.1. EIl primer modelo del trafico vehicular

Los primeros estudios sobre el trafico vehicular se remontan al ano de 1935.
Bruce D. Greenshields, ingeniero civil, fue de las primeras personas en reco-
pilar datos para medir el flujo vehicular (Q[Veh/Hr|) utilizando el método
fotografico. Debido al estudio que realizé en una autopista, descubrié que
a cierta cantidad de autos por kilémetro, definido como densidad vehicular
promedio (p[Veh/Km]), la velocidad promedio (V[Km/Hr|) empieza a dis-
minuir forméndose una congestiéon vehicular. La cantidad de autos minima
para desencadenar un congestionamiento vehicular se le llama punto critico
y se le denomina como la capacidad de trabajo de la autopista. De los datos
que obtuvo, Greenshields formul6 la velocidad promedio de los automoviles
en funcion de la densidad promedio

%(p) = Vma:v<1 - p/pmam)7

donde py,q. es la densidad maxima que es aproximadamente de 140[Veh/Km)|
Y Vinaz[IKm/Hr] estd delimitado por el limite de velocidad de cada autopista.
Por otro lado, fisicamente el flujo se expresa como () = pV y entonces,

Q(p) = Vinazp(1 = p/ prmaz)- (1.1)

Esta relacion, flujo-densidad, se le conoce como relaciéon fundamental de
Greenshields. En este primer modelo heuristico se observa que el flujo es
cero siempre y cuando la densidad sea p =0 6 p = piaz-
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1.2. Un primer modelo analitico

A partir del trabajo de Greenshields, otros cientificos como M.J. Lighthill y G.
Whitham (1955) introdujeron la analogia del flujo vehicular con la dindmi-
ca de fluidos. Més adelante, Harold Greenberg (1959) realizé una serie de
experimentos a mayor escala que Greenshields y a partir de los datos obteni-
dos, formulé tedricamente una relacion fundamental basada en la dinamica
unidimensional de un fluido [1]. Para esta deduccién primero se considera
como hip6tesis que el flujo vehicular Q(z,t) se puede considerar como un
flujo unidimensional y unidireccional cuando el niimero de autos N es su-
ficientemente grande. Por medio de un balance de masas a lo largo de una
carretera, obtenemos que

N = /,o(x,t)dx = cte, (1.2)

donde p es la densidad vehicular. La tasa de cambio en la densidad en un
tramo de la autopista [ly, 5] estd dado por
l2
o ),
donde @ = Q(x,t). Por el Teorema Fundamental del Célculo

o [P 2 0Q
E/zl plx, t)de = — A %(:E,t)dl’.

plx,t)dx = Q(lh,t) — Q(la, 1),

Debido a que el resultado es vélido para cualquier tramo de la autopista
y para cualquier tiempo, y si ademas la funciéon de densidad es suave, se
concluye que la ecuacion de conservacion de masa o ecuaciéon de continuidad
esta dada por

dp  0Q
—+—=0. 1.3
ot " oa (1:3)
Sustituyendo la relacion de flujo
Q(z,1) = p(z, 1)V (z,1), (1.4)

en la ecuacion (1.3) se tiene que

L= +vL =0 (1.5)
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Por otro lado, la tasa de cambio de la velocidad de un fluido ideal (incom-
presible y carente de friccién) en una dimensién® estd dada por:

w_ 2o
dt  p oz’
donde ¢ es un pardmetro de estado. Desarrollando la derivada total dV//dt
ov i oVdx 0_2 Ip
ot ' dxdt  pox
ov v 2 op
oy T _y. 1.6
ot * Ox * p Ox (16)
Para cerrar el sistema, Greenberg utiliza la ecuacién (1.5) por lo que se tiene
ov ov p
a2
ot * Ox T p Oz
0
0 ov Vap
Ox
Suponiendo que la velocidad depende de la densidad V(x,t) = V(p),

=0,

0.

dp Op 0p
stV ot s

dp ,0p dp
o TPV Voo =0,

Si V' es distinto de cero
dp 2\ dp
1% — =0
ar " ( - pV! ) ox 7

8p , dp
n + (pV +V)8:v 0.

Para que el sistema no tenga la solucion trivial es necesario que

v/

2
c /

oV =pV’,

L“Para un flujo ideal no viscoso, k = du/dt = —Vp, para un gas ideal pV = nRT,

siendo V el volumen y p la presién, n el nimero de moles. Luego p = RTk, donde k es la
densidad molar. Se sigue que Vp = RTVE.”[1]
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por lo tanto

Se puede demostrar que si V' se toma con signo positivo, entonces la tasa de
cambio de la velocidad debe ser cero y por esto se considera el signo negativo
para obtener resultados mas interesantes. Resolviendo la ecuacion diferencial

ordinaria tenemos:
fre-I;
p )

V = —cLn(p) + cte,

donde
cte = cLn(pmaz ),

y asi, la relaciéon fundamental de Greenberg esta dado por

V =cLn (pmaaz) ,
p

6 utilizando la relacién del flujo,

V= Q =clLn (pmaz> )
p p

Si V' = 0 entonces p = P donde ppq. es la densidad maxima y por lo tanto
el flujo es cero.

1.3. Relacion fundamental

La importancia de la relacién fundamental es evidente y en la actualidad,
con instrumentos de mayor precision para obtener datos del flujo vehicular
en autopistas, se han hecho mediciones a mucha mayor escala y, basandose en
la idea de Greenshields, se encontrd que las relaciones de flujo-densidad para
todas las autopistas son muy similares. El diagrama descrito por la relacion
flujo-densidad, se le conoce como diagrama fundamental (Fig.1.2).

La teoria de dos fases del flujo vehicular nos dice que la dinamica del trafi-
co vehicular puede separarse en flujo libre y trafico congestionado. El flujo
libre se produce cuando se tiene una cantidad relativamente baja de autos
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aQ Relacion flujo-densidad
0.40 —

0.35

0.30

0.25

0.20 /

0.15 4

Flujo

0.10
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0.00 T T T T 1 p
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Densidad

Figura 1.1: Diagrama de la relacién fundamental de Greenberg normalizada

por kilémetro, permitiendo que los automovilistas puedan acelerar hasta la
velocidad méxima permitida y, en términos de la relacién fundamental, esto
se interpreta como el aumento casi lineal del flujo de automaéviles con respec-
to a la densidad de autos. Esto es hasta cierta cantidad promedio de autos
por kilémetro conocido como capacidad de trabajo de una autopista y se le
denota como punto critico. Los datos empiricos que corresponden después
del punto critico muestran discontinuidades y son dispersos en el flujo de la
relacion fundamental ocasionando una caida abrupta de la velocidad prome-
dio. El trafico congestionado se define como el estado del trafico en el cual
la velocidad promedio es menor a la velocidad promedio minima posible en
el flujo libre [7]. Se destacan a continuacién las siguientes caracteristicas que
debe presentar una relacién fundamental:

= El flujo depende cuasi-linealmente de la densidad antes del punto criti-

002 .

= Para densidades mayores al punto critico existe una discontinuidad en
el flujo.

2El punto critico, o capacidad de trabajo, de una autopista, estd definido como aquel
punto donde el flujo presenta patrones correspondientes al tréfico congestionado.
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250 =

0  Puto g5y 100 150

critico

Figura 1.2: Diagrama fundamental heuristico

= Existe una region alrededor de la capacidad de trabajo de la autopista
donde puede haber tanto trafico congestionado como flujo libre.

= Los datos que corresponden a regiones de trafico congestionado son
dispersos.

Para la modelacién de trafico vehicular, es necesario ajustar los modelos de
forma que nos sea posible inferir el comportamiento del flujo vehicular en una
autopista, como las relaciones fundamentales empiricas lo hacen. Las corre-
laciones entre el flujo, velocidad y densidad, deberan mostrar las siguientes
caracteristicas importantes del comportamiento del trafico vehicular:

1. Para densidades pequenas la velocidad promedio de los autos tiene un
maximo, reflejo de los limites de velocidad.

2. La velocidad promedio disminuye al aumentar la densidad.

dV (p)
dp

<0.

3. Para densidades grandes la velocidad promedio tiende a cero.
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4. Existe una densidad maxima para la cual la velocidad promedio es cero.

Cabe senalar que las relaciones fundamentales tedricas propuestas por Greens-
hields y Greenberg cumplen con las propiedades mencionadas, sin embargo, es
evidente que estos modelos no representan del todo los datos experimentales.
Debido a la dificultad para describir una relacién fundamental empirica por
medio de una expresion matemadtica, se utilizan las relaciones fundamentales
analiticas anteriores en ciertos problemas de modelacién de trafico vehicular.
Sin embargo, basado en un ajuste de datos empiricos en carreteras alemanas,
la relacién fundamental tedrica mas utilizada hoy en dia fue desarrollada por
Kerner y Konhauser (Fig.1.3).

Ve(p) i P/ Pmaz — 025\
=-372x1 1+ F —_ . 1.
(Vmax) 3021077+ | 1+ Bap 0.06 (1.7)

Modelo de Kerner Konhauser

Flujo [Veh/h]

0 T T T T T T T T 7 T T T T 1P
0 20 40 60 80 100 120 140
Densidad [Veh/km]

Figura 1.3: Ajuste del diagrama fundamental con pyqe = 140[Veh/Km|, Ve =
120[K'm/Hr]
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1.4. Modelos macroscopicos

El estudio de fenémenos por medio de modelos matematicos pueden ser abor-
dados de diferentes formas resaltando propiedades o caracteristicas del siste-
ma de interés. El estudio del flujo vehicular puede abordarse desde un enfoque
macroscépico, tal como Greenberg lo hizo, basado en una analogia entre el
flujo vehicular y el flujo compresible. Es necesario considerar un gran ntime-
ro de autos circulando por una autopista o carretera para definir variables
como densidad o velocidad promedio. Este tipo de enfoques ofrecen ciertas
ventajas:

= Descripcion cualitativa del comportamiento del fenémeno.
» Inferir resultados de forma analitica.

» Ofrece la posibilidad de introducir rampas de entrada y salida en una
carretera o autopista en el estudio del flujo vehicular.

= Computacionalmente suelen ser mas eficientes que otros enfoques, como
los microscépicos, siempre y cuando no se utilicen autématas celulares|1].



Capitulo 2

Modelacion del flujo vehicular

2.1. Antecedentes

Los primeros intentos de modelar el flujo vehicular utilizando datos reales,
ajustes empiricos y analogias con el flujo de fluidos compresibles presentados
en el capitulo anterior, fueron desarrollados a lo largo de casi una década
[1]. Lighthill-Whitham proponen en 1955 utilizar la ecuacién de conservacién
de masa (1.3) junto con la ecuacién de Greenshields (1.1), como ecuacién
constitutiva, para plantear un modelo con la capacidad de modelar el flujo
vehicular basado en los datos experimentales que se tenian en aquel momento.
Los modelos que tienen una séla variable, como es el caso del modelo de
Lighthill-Whitham, se les llaman modelos de primer orden y usualmente no
son deseables debido a que presentan soluciones del tipo de onda de choque
cuya formacion puede ser interpretada como colisiones de vehiculos en una
region, lo cual no se considera. Con el objetivo de encontrar un modelo que no
presente ondas de choque y se ajuste mas a la realidad, Kerner y Konh&auser
proponen el suyo basado en las ecuaciones de Navier-Stokes considerando una
gran cantidad de autos circulando en una autopista, cuya velocidad promedio
se calcula por medio de una dinamica independiente, es decir, se considera
como otra variable. Los modelos en dos variables se les conocen como modelos
de segundo orden. La ventaja de utilizar modelos de segundo orden es que
éstos no presentan soluciones del tipo de onda de choque debido a que se
introduce un término difusivo, ademaés de ser capaces de modelar situaciones
de embotellamientos en el flujo vehicular como otros patrones que existen en
el trafico congestionado.
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2.2. Modelo de Lighthill-Whitham

El modelo macroscépico mas popular, a pesar de ser el mas viejo, fue pro-
puesto por Lighthill y Whitham (1955) [10]. Su modelo esta basado en un
escenario donde la cantidad de autos en un circuito homogéneo se conserva.
Dada la ecuacién de continuidad:

o 00 _

ot Ox
Lighthill y Whitham cierran el sistema proponiendo la relaciéon fundamental
de Greenshields, que ain se sigue utilizando para investigaciones analiticas
[10], como la ecuacién constitutiva de manera que

0, (2.1)

Q(ﬁat) = QE(p(Ivt)) = p(xvt)ve(p(xvt)))
V;(,O) = Vmax(l - p/pma:c)'

Sustituyendo la relacién fundamental de Greenshields en la ecuacién de con-
tinuidad y desarrollando la derivada parcial se obtiene

@4_ dQe% —
ot dp 0x

0, (2.2)

donde,

dQe. dVe

P (Ve(p)ﬂ)dp)-
Considerando que dV,/dp < 0 entonces dQ./dp < V.(p), por lo que la solu-
cién de tipo de onda siempre se propaga en direccion opuesta a la velocidad
promedio V.(p). La derivada total dQ)./dp determina la velocidad de pro-
pagacién de la onda que viaja por las curvas caracteristicas de la EDP. El
modelo de Lighthill-Whitham ha sido utilizado como base para la teoria de
ondas de choque y, a pesar de ser académicamente muy ilustrativo, su uso
en la modelacion de trafico vehicular tiene sus desventajas. La formacion
de ondas de choque no son deseables debido a que no representan los datos
empiricos y consecuentemente no reflejan la realidad. Para evitar la forma-
cién de ondas de choque, Whitham (1974) sugirié en su modelo introducir
un término difusivo [10],

dp

V:‘/e(p)_D%a
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de esta forma se tiene que el modelo de Lighthill-Whitham modificado es:

dp dv,\ Op 0 dp
a. ‘/e — =+ |\D4 )
8t+< (p)+pdp>8:x 81:( Ox
donde D > 0 pertenece al término difusivo. Esta ecuacién se puede resolver de

forma analitica utilizando la transformacién de Cole-Hopf (2.3) debido a que

estd relacionada a una ecuacién lineal de transferencia de calor (Whitham,
1974).

2D Ow(z,t)
p(l’,t) - _’lU(iIZ',t) or >

(2.3)

donde,

1 e —(z—¢)2
e~ 3D Joo P(8:0)ds = 5oy d¢.

w(zx, t) =

1 o0
2D/t /—oo
2.3. Modelos de segundo orden

Los modelos de segundo orden, a diferencia de los modelos de primer orden,
consideran la densidad y la velocidad como incognitas. A partir del modelo
de Lighthill-Whitham se empezaron a proponer una serie de modelos donde
cada uno de estos aporta nuevos términos y ecuaciones con la finalidad de
aproximarse mejor a las situaciones de la vida real. Estos modelos fueron
planteados en diferentes marcos tedricos como por ejemplo el modelo de “car
following”, teoria de dinamica de fluidos incompresibles, teoria de dinamica
de gases [10]. Los modelos que se presentan a continuacién fueron base para
el desarrollo del modelo més utilizado hoy en dia propuesto por Kerner-
Konhéauser.

2.3.1. Modelo de Payne

El modelo introducido por Payne (1971) complementa la ecuacién de conser-
vacién por medio de una dinamica de velocidades basada en un modelo de
“car following” propuesto por Newell G.F. (1961).

ov ov 1 D(p) 0p
8t+V8x_At(Ve()_ o or ')

en el cual el término difusivo es dependiente de la densidad

(2.4)
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D(p) = 0.5dV.(p)/dp.

Este modelo introduce un término de relajacion (V.(p) — V') /At que descri-
be un ajuste en la velocidad de los conductores gobernado por la relacion
fundamental lo que provoca un aumento o disminucién en su velocidad pro-
medio dependiendo de la densidad local. También se introduce un término
de advecciéon VOV /dz que describe la propagacién del perfil de velocidad
con respecto al gradiente de la velocidad de los autos. Este modelo a pe-
sar de poder describir varios de los patrones del congestionamiento vehicular
desafortunadamente es inestable para un cierto rango de densidades [10].

2.3.2. Modelo de Prigogine y Phillips

Como alternativa al modelo de Payne, Phillips (1979a, 1979b) propone el
suyo, derivado del modelo de trafico vehicular de Prigogine, el cual se com-
pone por la ecuacion de continuidad y la siguiente ecuacién que describe la
dinamica de la velocidad para los autos

VOV LOP L )y, (2.5)

ot - or  pdx  T(p)

donde 7(p) es un término de relajacion y P(x,t) = p(x,t)0(x,t) es un término
andlogo a la presién en la teoria cinética de los gases donde 0(x,t) es la
varianza de la velocidad de los autos en movimiento. Este modelo es capaz
de modelar algunos patrones del congestionamiento vehicular como son los
cumulos de densidad que se detienen y avanzan de forma intermitente. Sin
embargo no es numéricamente robusto y presenta inestabilidades como el
modelo de Payne, ademas, en regiones de alta densidad, la presion del trafico
que disminuye con respecto a p provocando que los vehiculos aceleren hacia
regiones congestionadas lo cual no es realista [10].

2.3.3. Modelo de Kerner-Konhauser

A partir del modelo de Prigogine, basado en la teoria del flujo vehicular
cinético donde los automdviles se consideran como particulas [3], Kerner y
Konhauser plantean que en escenarios donde la densidad es alta dentro de
una autopista o carretera, los conductores empiezan a perder libertad en el



Modelacion del flujo vehicular 13

movimiento y necesitan adaptarse a las circunstancias en las que se encuen-
tran, viéndose obligados a reducir su velocidad y mantenerse casi siempre en
un mismo carril. Esto da lugar a una analogia con fluidos compresibles en
una dimensién de modo que las variables como densidad promedio p(z,t) y
velocidad promedio V' (z,t) tienen sentido. El modelo propuesto por Kerner-
Konhéuser utiliza la ecuacion de continuidad y, para cerrar el sistema, se
propone una dindmica para la velocidad local de los automoéviles (o ecuacién
de velocidad) que en su forma conservativa se expresa como una ecuacién
para el flujo.

G (e =Lo-v. e

ot  Ox
donde V,(p) es la velocidad dada por el diagrama fundamental (1.7), n > 0
y pertenece al término analogo a la viscosidad de un fluido compresible, ©
es la varianza de la velocidad y 7 [seg] es un pardmetro de amortiguamiento
para la aceleracién promedio de los automovilistas. Ademas, el término

(Velp) = V),

describe localmente el comportamiento del trafico, simulando la capacidad de
los conductores para ajustar su velocidad dependiendo de las circunstancias
locales en las que se encuentra. Por otro lado, la presion del flujo vehicular
se expresa como

oV
Pzp@—n%,

y, debido al término difusivo, se tiene un problema del tipo parabdlico no
lineal. Es facil ver que si p = p. donde 0 < p. < pnae €S Una constante y
Q = pV(p) = pVe(pe) dado por la relacién fundamental, se tiene una infi-
nidad de soluciones homogéneas del sistema (2.1) y (2.6). En los resultados
que obtuvieron en su trabajo, Kerner y Konhauser concluyeron que en una
autopista, sin rampas ni cambio en el nimero de carriles, bastan pequenas
perturbaciones de densidad no homogéneas en un flujo vehicular inicialmen-
te homogéneo para generar uno o varios cumulos de automéviles al paso del
tiempo los cuales se propagan como soluciones de tipo onda viajera a veloci-
dad constante. Ademas existe la posibilidad de la unién entre varios ctimulos
hasta formar uno sélo de mayor tamaro [3]. Cabe senalar que Sugiyama et al.
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(2005) recrean de manera experimental con conductores reales y un circuito
circular los resultados tedricos obtenidos por Kerner y Konhauser.

2.4. Marco Tedrico

Debido a que el modelo propuesto por Kerner-Konhauser es uno de los mas
estudiados en la literatura por su capacidad de replicar varios fenémenos ob-
servados en el trafico vehicular, es importante hacer un analisis de estabilidad
lineal para tener conocimiento del comportamiento de las soluciones que son
de tipo onda viajera. Para el andlisis, se puede observar que el sistema dado
por (2.1) y (2.6) satisface la soluciéon homogénea,

p(l’,t) = Pe, Pe € [07 pmax]a

p(x, )V (x,t) = p.Ve donde V(p.) = V..

A continuacién se introduce una pequena perturbacién a la solucién ho-
mogénea en términos de una onda plana,

p(x,t) = pe + p(k,v) Exp(ikz + 1), (2.7)

V(x,t) = V. + V(k,~v)Exp(ikz + ), (2.8)

donde k es el ntimero de onda, p(k, ) y V(k, ) no necesariamente son cons-
tantes y la parte real de v nos permite determinar la estabilidad de la so-
lucion. Sustituyendo la solucién homogénea perturbada en la ecuacién de
conservacién (2.1) y considerando sélo los términos lineales tenemos que

A

(7 + ikV.)p + ikpV = 0. (2.9)

Por otro lado, para la ecuacion de la dinamica de velocidad local

ov oV dp *V  p

P (E +V%> = =G0y Fmpg + - (Velp) = V),

se desarrolla la funcién V,(p) como serie de Taylor alrededor de p = p..

Ve(p) = Velpe) + V. (pe)(p — pe) + O(p?).
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Utilizando (2.7) en la ecuacién anterior,

= Ve(pe) + V. (pe)pe + V. (pe) pExp(ika + vt) — pV. (pe) + O(p?),

= V.(pe) + V! (pe)pExp(ikx + ~vt) + O(p?). (2.10)

Para simplificar los términos denotamos Exp(ikz + vt) = . La sustitucién
directa de las ecuaciones (2.7),(2.8) y (2.10) en la ecuacién de la dindmica de
velocidad local obtenemos

(e + pe”) (Ve + (Ve + Ve)) (ikVe?) ) =

= —ikOype® — K*nyVe’ + ...

o + Aeﬂ . ~
o P (Vilpe) + Vipo)pe” = Vo= Ve + O(%))

Reduciendo términos semejantes, dividiendo entre e’ y tomando en cuenta
s6lo los términos lineales se tiene que,

kO, V! K21\ -
(2 D)o (e B oen

Se plantea entonces el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

( (Zp—@j:l—vg) (v+¢kvzkfe”°p—’f+$) ) ( é ) - < 8 ) (2.12)

Para que el sistema admita una soluciéon no trivial, se toma en cuenta que
det(A) = 0 y entonces

o1 k0, V!
(v +iV.k) (V+ikVe + 10— + ;> — ikpe (’ 0 _ —€> =0. (2.13)

e Pe T

Desarrollando la ecuacién anterior en términos de y(k) y definiendo las si-
guientes variables:

1 k?
T:__|_770 ’
T Pe

. = /{32@0,
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kp:V,
a; = — )
T
se tiene que,
1
A(k) = 3 (—(T +2ikV,) £ /T2 — 4oy, + i(4ai)> (2.14)

Teorema 1 Sea & = & + i, r =| £ |. La solucién de la ecuacién 2% = &
estd dado por +w donde,

z24+r
|z+7r]|

w =T
y ademdas,

@+ G+ Va+E+iIG
V2 gt graVaET g

Utilizando el teorema anterior, la parte real de (2.14) estd dado por:

T, (T? - 4a,)? + aH)VHT? — da, + /(T2 — 4a, )2 + a2)
'.)/(k‘l):l: =——= ;
23/ (T — 40, )2 + a2 + (T2 — da,) /(T2 — da, )2 + a2

2

y debido a que —T'/2 es negativo, observamos que solo la raiz positiva de (k)
puede ser mayor o igual que cero. Para hacer un andlisis local con respecto
a las raices reales de (k) se hace un desarrollo en serie de Taylor. Primero,
para la ecuacién (2.13) evaluada k = 0 se tiene que,

~(0) (7(0) + %) 0. (2.15)

Se considera la raiz v, (0) = 0 y derivando implicitamente (2.13),

472 (/0 + V24 225 ) i) (0 + kv 2 4 1)

e Pe T

” , .
e — 1P (Z S — E) — ikpe (Z@0> = 0.
Pe T Pe

Evaluando en k£ = 0,
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) +iv) (3) + 2 o,

T T

V(0) = —i(peV, + Vo). (2.16)

Derivando nuevamente de forma implicita (2.13),

(V(k) +iVek) (v”(k) + 2@) + (' (k) +iVe) <7’(/~c) +iV, + QQZok) +,

K21
++" (k) (’y(k) 1 ikV, + 77(;) + ;) +,

e

k
+(+' (k) +14V,) (7’(1@) +1V, + P ) + 20y = 0.
Evaluando en k = 0,
7"(0) = —27(90 — p2(V))?). (2.17)

Utilizando las expresiones anteriores en la serie de Taylor

11 (B) = 9(0) + 7/ (O)k + 370 + O,

Se obtiene que
V4 (k) = =i(peV! + Ve)k — 7k (00 — p2(V])?) + O(K?).
Asi,
Re(v4) = =7k*(00 — p2(V))*) + O(K?). (2.18)

Dado 7 > 0, para que R.(7+) < 0 se deduce la condicién de estabilidad (fig.
2.1) establecida por:

V0o = pe | VI (2.19)

Es decir, para aquellos valores de ©g y p. que cumplan con la condicion de
estabilidad, la solucion perturbada tiende a la solucién homogénea. De no
ser el caso, entonces se producen soluciones de tipo de onda viajera.
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Andlisis de estabilidad lineal

Vo,
140
120
100
N 80
S ] Estable
3
> 60 -
40
Inestable
20
0 T T T T T T T T T I v I T 1 p
0 20 40 60 80 100 120 140
Densidad

Figura 2.1: Perfil de la condicién de estabilidad (2.19)

2.5. Solucién numérica

Para este trabajo utilizaremos principalmente el modelo de primer orden de
Lighthill- Whitham (2.1) y el modelo de segundo orden de Kerner-Konhé&user,
el cual esté conformado por la ecuacion de continuidad (1.3) y la ecuacién que
describe la dindmica de la velocidad (2.6), en un circuito circular con o sin
rampas de entrada/salida de autos o con un cambio en el nimero de carriles
para cierta region. Las condiciones de frontera para el flujo incompresible en
una dimension junto con la condicién inicial se propone como:

p(0,8) = p(L,t) t>0,

p(z,0) =p(zr) 0<z<L.

donde L es la longitud de la periferia del circuito. Dentro del conjunto de
esquemas de diferencias finitas para aproximar soluciones de EDP, es necesa-
rio hacer una discretizacion del dominio (después de haber acotado de forma
adecuada la region de estudio) y proponer condiciones de frontera segun el
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requerimiento del sistema asociado al problema. Dado un tiempo T > 0,
sean N y M dos numeros naturales tales que, la discretizacion en el tiempo
y espacio respectivamente estd dado como t; = jAt para j = 0,1,... M y
x; =a+thparai=0,1,...,N,donde, At =T/M y h = (b—a)/N, x € (a,b).

2.5.1. Esquemas conservativos

Los modelos expuestos en las secciones anteriores fueron propuestos bajo la
hipdtesis de conservacion de la densidad de autos en una regién y es por esto
que es preferible hacer uso de esquemas conservativos en diferencias finitas.
Para el caso de las ecuaciones de primer orden tenemos

ou n Of (u)

ot oz

=0 xz€(—o0,00), t>0,

u(z,0) = p(x) x € (—o00,00).

Aproximar la solucién al problema anterior, consiste en determinar Uf ~
u(x;, ;). De todos los esquemas conservativos que se han desarrollado, se
presentan dos con los cuales se resolveran algunos ejemplos y experimentos
propuestos.

1. Upwind

R RO R

(2

S(fa—1) s p(ul)<o.
2. Lax-Wendroff

= % (Uzj + Uz‘j+1 - % ( ,j+1 — ff)) . (predictor),

Uy = g (U7 UL - S - L),

T L1
J+1 j At [ pIt3 Jt3
U; = U -5 <f¢+; — fl._g ., (corrector),

donde fij =f (UZ ). Para ver el comportamiento de estos dos esquemas, se re-
solverd el modelo de Lighthill-Whitham en un circuito homogéneo sin entrada
ni salida de autos.
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Ejemplo 1 Modelo de Lighthill-Whitham aplicado a la modelacion de flujo
vehicular en un circuito homogéneo. Se utiliza la relacion fundamental de

Greenshields (1.1) para el flujo Q(p).

9p , 9Q(p)
ot ox

=0, O<z<L, t>0,
2rx
p(m,O):pe(l—i—CSen(T)), 0<x<L,
p(0,t) = p(L,t), t>0,

donde p. = 28[veh/km|, C' = 0.1, L = 12[km|, vmaee = 120[km/hr] ¥ pmaes =
140[veh/km).

Perfil de densidad a diferentes tiempos
P - - -UpWind
314

Lax-Wendroff

Densidad [Veh/Km]

1| Tiempo: 13.1 min

23 1 Tiempo: 25.2 min

22 y T y T T T T T T T N 1 X

Posicion [Km]

Figura 2.2: Solucién numérica con p. = 28[veh/km] (Ejemplo 1)

al resolver este ejemplo a diferentes tiempos y por medio de los esquemas
de UP-wind y Lax-Wendroff (Fig. 2.2), se puede apreciar la apariciéon de
una onda de choque en t = 25.2[min|. Se observa que la solucién numérica
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obtenida por el esquema de Lax-Wendroff presenta oscilaciones en donde se
encuentra la onda de choque debido a la dispersién' del método. Por otro
lado, el esquema de Up-Wind suaviza la solucion y esto es debido a que este
esquema presenta difusién numérica®. La aparicién de ondas de choque no
corresponden a los datos empiricos y esto es reflejo de que los conductores
no chocan entre si al momento de haber una congestién vehicular sino que
deben de frenar gradualmente y la forma para representar este cambio de
velocidad es introduciendo un término de difusion.

2.5.2. Solucion numérica de ecuaciones vectoriales con-
servativas

Los modelos de segundo orden se caracterizan por tener dos variables desco-
nocidas, es decir, se tiene un sistema de EDP de dos incégnitas. El modelo
propuesto por Kerner-Konhéauser es un modelo de segundo orden que inclu-
ye un término de difusion (77%—‘;) con el cual se evitan las ondas de choque
y también se introduce un término de relajacion para simular el tiempo de
reaccion de los conductores para acelerar o frenar dependiendo de sus circuns-
tancias locales. Para resolver este sistema de EDP se utilizara el esquema de
Lax-Wendroff en su forma vectorial. Supongamos que se tiene el siguiente
problema:

T s
ot or o\

u(z,0) = up(z),
u(0,t) =u(L,t),

donde f y s son funciones vectoriales de clase C'([0, L] x [0,T]) y ug(z) €
[0, L)

ILa dispersiéon numérica se debe a un factor de amplitud introducido por errores numéri-
cos en la solucién aproximada. [1]

2La difusién numérica se debe al error relativo en el 4ngulo de fase provocando que la
solucién numérica se rezague o se propague mas répido de la solucién exacta. [1]
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1. Lax-Wendroff vectorial
Ul o= 3 (Ul + UL, = G (B — ) + 5 (sl +£)

L1 . .

U2 = LU+ UL, -2 () + 4 (s, + 1)),

Koo}

Uit = Ui A (f“*% - f“f) + 4t <sj+% + sj.*%) :
2

t
i i ho \Vit3 iti i-1

donde s] = s(U}). Se resuelve el siguiente ejemplo para observar la evolucién
de la aparicion y propagacion de un cumulo de densidad en un circuito con
un flujo continuo de autos sin obstéculos.

Ejemplo 2 Supongamos que se tiene el siguiente problema:

al o )t a (whir) = (e v ) wec2a2

en donde la presion del trafico P para este modelo es de la forma:

oV
P=pO—ng",

con © = (45[km/hr))?, n = 600[km/hr| y T = 30[seg] como tiempo de
relajacion. El término V.(p) es como se describe en el diagrama fundamental
propuesto por Kerner-Konhduser (1.7) con pmae = 140[veh/km] y Viar =
120[km/hr]. La condicién inicial estd dada por:

p(x,0) = p. +8Cosh™?(2(x — x¢)) — 4Cosh™2(2(x — 1)),
p(z, 0)V(x,0) = peVe(pe),
donde, p. = 28[veh/km|, xo = —6 y x1 = 6.
Este ejemplo se resolvié utilizando el método numérico mencionado y debido

a que el problema es del tipo parabdlico, por el término difusivo 77%—‘;, se tomo
como condicién que At = h? con h = 0.07. Se presentan varios perfiles de
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densidad para distintos tiempos (ver Figura 2.3): en el caso para el tiempo
t = 15[min] se observa la formacién de cuatro cimulos de densidad de dife-
rentes tamanos; cuando el tiempo ¢ = 27[min], muchos de estos cimulos se
han unido para formar uno que es méas ancho que los anteriores. Este per-
fil de densidad presenta la union de los dos ultimos cumulos que aparecen.
Finalmente para t = 72[min|, todos los cimulos de densidad se han unido
y se ha generado un ctimulo de densidad aun cuando no existen obstaculos
en el circuito. Es importante senalar que este patron emerge a partir de una
pequena perturbacién no homogénea en la condicion inicial. Debido a ella
se forman varios cimulos de densidad en el flujo vehicular y los cimulos se
unen hasta formar uno sélo que se propaga sin cambiar su forma a velocidad
constante el cual se le conoce como onda viajera.

Perfil de densidad a diferentes tiempos

140 F
--------- 15 [min]
------ 27 [min]
120
0 —— 72 [min]
100 - -

80

Densidad [veh/km]

20+

Posicién [km]

Figura 2.3: Solucién numérica por el esquema de Lax-Wendroff (Ejemplo 2)

Para verificar los resultados obtenidos en el andlisis de estabilidad lineal se
proponen a continuacion dos experimentos cuyo objetivo es corroborar el
resultado analitico. En el problema anterior se pudo observar la apariciéon de
un cimulo de densidad debido a que los parametros © y p. se encuentran en
la regién dénde la solucién es inestable segin la relacién (2.19).
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Experimento 1 Considere el problema anterior con p. = 22[veh/km| y la
sigutente condicion inicial:

p(x,0) = p. + 45in (%) ,

p(x,0)V(z,0) = pcVe(pe).
Para este experimento se puede observar que los cimulos de densidad gene-

rados por la condicion inicial se desvanecen a lo largo del tiempo hasta que
la solucién tiende a la solucién homogénea (ver Figura 2.4).

-10 \
5
ul
5
10 \
0 10 20 30 40 50 50 70

Tiermpo [min]

Posicidn [Kim)

Figura 2.4: Perfil de densidad cuando p, = 22[veh/km] (Experimento 1)

Experimento 2 Se considera el problema anterior con p. = 60[veh/km] y
la siguiente condicion inicial:

p(x,0) = pe + 4Sin (%) ,

p(JU, O)V(l‘, 0) = pe‘/;(pe)'

Cabe senalar que para estos experimentos se consideran valores especificos

de p., dado que © = (45[km/hr])? es fijo, los cuales pertenecen a la regién
de estabilidad de la solucién (ver Figura (2.1)).
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Pasician [Km)

0 10 20 30 40 a0 50 70
Tiempo [min)

Figura 2.5: Perfil de densidad para p. = 60[veh/km| (Experimento 2)

Nuevamente podemos observar que los ciumulos de densidad que existen a

lo largo del dominio se desvanecen al pasar el tiempo hasta que la solucion
tiende a la soluciéon homogénea.
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Capitulo 3

Flujo vehicular con rampas de
entrada y salida de autos

En el capitulo anterior se mostraron diferentes tipos de modelos con los cuales
se ha estudiado el flujo vehicular en un circuito homogéneo. Debido a que
este escenario no es realista, en este capitulo se modifican los modelos usuales
para adaptarlos a un circuito donde existen rampas de entrada y salida de
autos o un cuello de botella ocasionado por el cambio en el niimero de carriles
en un cierto tramo. Para el modelo de primer orden de Lighthill-Whitham
se anade un término en la ecuacién de continuidad que deberda cumplir con
ciertas caracteristicas. En el modelo de segundo orden descrito por Kerner-
Konh&user, ademéas de modificar la ecuacién de continuidad, se deduce la
ecuacion de balance que describe la dindmica de velocidades de los autos.

3.1. Flujo de rampas de entrada y salida

Los efectos debidos a las rampas de entrada y salida de autos, como al cambio
de numero de carriles, se han estudiado con las primeras simulaciones del
trafico; sin embargo, no se realizaron para ese entonces estudios sistematicos
de los fendmenos que se producen ni las condiciones en las que se producen
[10]. Varios experimentos se han llevado a cabo a lo largo del tiempo con
el objetivo de modelar algunos fenémenos del trafico vehicular cuando se
tienen rampas de autos, como lo es el flujo libre y también algunos patrones
del flujo congestionado. En los trabajos de Kerner et al. (1995) se logrd
simular la formacién de un congestionamiento vehicular dentro de un circuito
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con rampas de entrada y salida de autos, junto con una condicién inicial
homogénea, cuando el flujo de la rampa de salida era un poco mayor que
el flujo de la rampa de entrada. En 1998, bajo el mismo escenario, H.Y.
Lee reproduce un patréon del trafico congestionado al cual le llama “recurring
hump” (por la comparacién de osciladores quimicos [10] ) utilizando el modelo
de Kerner-Konhauser, pero a diferencia del modelo original, Lee utiliza otra
relacién fundamental V,(p) = (1 — p/pm)/(1 + E(p/pm)*), donde E es una
constante. De manera independiente, Helbing y Treiber publican su modelo
del trafico vehicular cuando se tienen rampas a partir de la siguiente ecuacion
de balance

% - Qin(x, t) - Qout(xv t) + 627"77113(‘%‘7 t)

Siguiendo los mismos pasos en la ecuacion (1.2), cuando se dedujo la ecuacién
de continuidad se obtiene

op(z,t)  0Q(z,t)
o T o vt

donde v(z,t) representa el flujo vehicular en las rampas. Esta funcién debera
ser cero en todo punto donde no exista ninguna forma de que los vehiculos
ingresen o salgan del circuito. En la literatura se consideran las rampas como
secciones de las carreteras que cuentan con mas carriles con el fin de que los
conductores aceleren (desaceleren) para ingresar (salir) del flujo de autos. Es
claro que en México este tipo de rampas pueden o no existir. En muchos casos
las rampas son pequenas entradas y salidas por las cuales los conductores
deberan ingresar o salir del flujo vehicular de manera casi inmediata. Con la
motivacién de modelar este tipo de entradas en este trabajo, se propone el
término fuente v(z,t) en la ecuacién de continuidad de la siguiente forma,

v(2,t) = G Bap (—W) — G ETp (_(x—a—x)Q) , (3.1)

donde el flujo de las rampas es constante. Ademas ¢,,, > 0, representa el
flujo de entrada en la posicién x. y g;,,, > 0 representa el flujo de salida en
xs. Ademas, el parametro o > 0 es lo suficientemente pequeno para que la
funcién v(x,t) represente la entrada y salida de autos de forma casi puntual.
El modelo de Lighthill-Whitham en un circuito de periferia L con rampas de
entrada y salida casi puntuales se plantea como:
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dp | 0Q(p)
ot + Ox

=v(z,t), 0<zx<L, t>0, (3.2)

p(z,0) = f(x), 0<z<L,

p(0,t) = p(L,t), t>0,

3.2. Solucién numérica del modelo de primer
orden con rampas de entrada y salida de
autos.

Se considera el modelo de Lighthill-Whitham con rampas de entrada y salida
de autos con el propdsito de realizar una serie de simulaciones en diferentes
escenarios de un modelo simplificado del periférico de la ciudad de Méxi-
co. Esto es para observar los distintos comportamientos de las soluciones
numéricas que se pueden obtener variando la condicién inicial junto con la
relacién fundamental propuesta por Greenshields (1.1) o la propuesta por
Kerner-Konhéuser (1.7). Los experimentos en esta seccion tienen la finalidad
de obtener conclusiones ttiles para un primer acercamiento en la modelacién
del trafico vehicular en México.

Ejemplo 3 Se considera un circuito cerrado de longitud L que consta de
un solo carril. En este problema se comparan las soluciones obtenidas por el
método de Lax-Wendroff para un circuito con rampas y sin rampas (ver ejems-
plo del capitulo anterior) para observar las diferencias entre los resultados.
Se considera un circuito con rampas de entrada y salida con flujo constante
Qrmp = 600[veh/hr]. La ecuacion de primer orden a resolver es

9p , 9Q(p)
ot ox

v(@,t) = Grmp (Exp (—@_0—”“2) — Exp (—@)) . p>0,

=v(x,t), O<zx<L, t>0, (3.3)
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p(x,0) = pe (1+CSen <27TTI>), 0<zxz<lL,

p(0,t) = p(L,1), t>0,

donde x, = 4[km], xs = 8lkm], C' = 0.1, L = 12[km]|, e = 120[km/hr],
Pmaz = 140[veh/km] y o = 0.005.

Para resolver este problema se utilizé el esquema numérico de Lax-Wendroft
con h = 0.01 y At = h% Primero se muestran los resultados utilizando
la relacién fundamental de Greenshields (1.1) variando el pardmetro de la
condicién inicial p.

Perfil de densidad a diferentes tiempos
sin entradas y salidas

p
50

Min. 55
45 -

40
354
30

25 -\J\

20

Densidad [Veh/Km]

Posicion [km]

Figura 3.1: Perfil de densidad con p, = 28[veh/km]. (Ejemplo 1)

Las soluciones fueron obtenidas con el pardmetro p, = 28[veh/km]|. La Fi-
gura (3.1) corresponde al ejemplo del capitulo anterior donde el circuito es
homogéneo. Se puede apreciar la formacion de una onda de choque para
t = 55[min] y representa un aumento instantdneo en la densidad. En la fi-
gura (3.2) se observa claramente el mismo patrén cuando se consideran las
rampas de entrada y salida de autos. Sin embargo, en el intervalo 4 < x <8,
es evidente un aumento en la densidad debido la entrada de autos en el punto
xr = x. v la salida de autos en el punto z = x;.
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Perfil de densidad a diferentes tiempos
50 - con entradas y salidas

—— 55 min
45
40 4
35 4

25
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Figura 3.2: Perfil de densidad con p. = 28[veh/km]. (Ejemplo 3)

3.3. Dinamica de velocidad para modelos de
segundo orden con rampas

En los modelos de segundo orden, ademas de modificar la ecuacién de conti-
nuidad, es necesario incluir un término de aceleracién A(x,t) que represente
unicamente la velocidad promedio con la cual los vehiculos entran o salen de
un circuito. De esta forma, la ecuacién de movimiento descrita por Navier-
Stokes para fluidos incompresibles en una dimension, base de la dinamica de
velocidad en el modelo de Kerner-Konh&user, se establece como:

ov. . OV Vip)-V ©dp nd’V

donde A(z,t) describe el cambio de la velocidad local V' (z,t) donde existen
rampas. Treiber et al. (2013) calcula A(z,t) suponiendo que la velocidad
de aquellos autos que ingresan a la autopista es menor a la velocidad local
Vimp <V, donde V,,,,;, es constante. Por otro lado, aquellos autos que quieran
abandonar del circuito deberan desacelerar en promedio hasta alcanzar la
velocidad V,.,,, antes de salir [6]. Treiber propone entonces el término A(z,t)
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de la siguiente forma:

lv(z,t)]. (3.5)

Az, t) =

Es preferible trabajar el modelo de segundo orden en su forma conservativa
debido a que existen métodos numéricos rigurosos para resolver numérica-
mente este tipo de problemas como lo es el esquema conservativo de Lax-
Wendroff. Observemos lo siguiente:

8V
=0 —n5-
or _ 0p 0%V
or  or ox?
donde © y 7 son constantes y representa la varianza de la velocidad promedio
y 1 es un término difusivo. Partiendo de la ecuacién (3.4) se tiene,

(3.6)

ov oV _pVelp) =V 10P 1
oV av. p OP
Par TPV 5 ;(Ve(/))—V)—%+(Vrmp—v)|V($,t)|,
oV 5 Op oV oV ,0p 0P
Va Va -FVI/(m,t)—i-p8 +2p V@ +V8:U e
= L (Vlp) = V) + (Vo = V)l )] + Vir(a, ).
Por la ecuacién de continuidad (% + 85;/ v(x,t)) tenemos lo siguiente:
dp opV ov 5 0p
V@ =Vu(x,t) — Vaa: = Vu(x,t) Vpé?:v V@a:
Asi,
dp OV oV 28p oP p
V0tV v L I8 D () V) (Vo V), DV (),
opV. 0 9 P
5 + % (pV?+P) = . (Velp) = V) + (Vimp — V) v (2, t)| + Vv (2, 1),
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y finalmente,

dpV 0 9 B
W + % (pV + P) = z(x,t), (37)

2(@,1) = £ (Velp) = V) + Vo = V)l D] + Ve, ).

De esta manera se obtiene la dindmica de velocidades en su forma conserva-
tiva.

3.3.1. Solucién numérica del modelo de segundo orden
con rampas de entrada y salida de autos

Se considera el mismo escenario descrito en el ejemplo anterior, el cual consta
de un circuito con un soélo carril de periferia L con rampas de entrada y salida
de autos. Para analizar la sensibilidad de los pardmetros p. y gy, se proponen
varios experimentos cuyas soluciones deberéan satisfacer lo que intuitivamente
se esperaria al variar la cantidad de autos que entran con respecto a los que
salen.

Ejemplo 4 En este problema se observan las soluciones obtenidas por el
método de Lax-Wendroff para un circuito con rampas haciendo uso de la
relacion fundamental propuesta por Kerner-Kornhauser. FEs de utilidad com-
parar los resultados obtenidos en el Egemplo 2 del capitulo anterior para el
cual se resuelve el mismo problema pero sin rampas de autos. Se considera
inictalmente el mismo flujo para la rampa de entrada como la de salida de
autos y estd dado por gy, = Grmp = 600[veh/hr]. Se resolverd a continuacion
la siguiente ecuacion:

%(;;>+%(pﬁzp>:(2$g>,afc4zm) (3.8)

donde,
o () iy (L))

(Velp) = V) + (Vemp = V) (, )| + Vv(z, ).

=
8
N

Il
=2
3
ks

VR

RERS
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Perfil de densidad sin rampas al tiempo t=72 min.
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Figura 3.3: Perfil de densidad para p. = 28[veh/km] (Ejemplo 2)

Se consideran las condiciones de frontera periddicas,
p(—=12,t) = p(12,t), V(=12,t) =V (12,t),

con © = (45[km/hr])?, n = 600[km/hr], Vip, = 15[km/hr], o = 0.015 y
7 = 30[seg] como tiempo de relajacion. Las rampas de entrada y salida de
autos estan localizadas en x, = —8, x5 = 8. El término V.(p) es como se
describe en el diagrama fundamental propuesto por Kerner-Konhduser con
Pmaz = 140[veh/km] y Viae = 120[km/hr]. La condicion inicial estd dada
por:

p(x,0) = p. +8Cosh™?(2(x — x¢)) — 4Cosh™2(2(x — 1)),

,0(1’, O)V(I7 0) - pe‘/e(pe)a
donde, o = —6,11 = 6 y p. = 28[veh/km)].

Dada la existencia de un término difusivo se seleccion6 h = 0.03 y At = h?/5.
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Perfil de densidad con rampas al tiempo t=72 [min]
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Figura 3.4: Perfil de densidad para p. = 28[veh/km]. (Ejemplo 4)

Se puede observar (ver Figura (3.4)) que las soluciones para el modelo de
segundo orden con rampas y sin rampas cualitativamente son casi idénticas.
Las diferencias se encuentran en el ligero aumento en la densidad dentro del
intervalo —8 < x < &.

Para observar si las soluciones cualitativamente se preservan en problemas
con rampas y sin rampas de automdviles, se propone aumentar la densidad
inicial y perturbar una condicién inicial constante como se puede ver en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5 Se considera el ejemplo planteado inicialmente con la siguiente
condicion inicial:

p(x,0) = p. + 4Sen (%) ,

p(ZL’, O)V(CL’, 0) = p(:)?, O)‘/e(p(xv 0)):

Es notable ver con este ejercicio (ver Figura 3.5) que la solucién es estable
para p. = 20[veh/km] cuando se consideran los pardmetros propuestos en
el ejemplo anterior. A diferencia de cuando no se consideran las rampas
(ver Figura 2.4), se observa un ligero aumento en la densidad dentro de
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Figura 3.5: Perfil de densidad para p. = 20[veh/km]. (Ejemplo 5)

estas, donde —8 < z < 8, sin embargo no es suficiente para formar un
cumulo de densidad. Es posible verificar que el resultado es similiar cuando
pe = 65[veh/km].

3.3.2. Experimentos

Con el propésito de encontrar mas evidencia numérica de la formacién de
cumulos de densidad utilizando este modelo con rampas y para observar
diferentes comportamientos de las soluciones, a continuacién se propone una
serie de experimentos en los cuales se varia la densidad p. y el flujo de entrada
y salida de autos a diferentes tasas. Considere el siguiente problema cuya
condicién inicial para la densidad es constante.

Problema 1

204 ) () (). e

p(—12,1) = p(12,1), V(—12,t) = V(12,1),

v(2,t) = G Bap (—M) — QoD (—@) :

g

A t) = L (Va(p) = V) + (Vi — V)l £)] + V(o 8).

T
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p([lf, 0) = pe, p(ilf, O)V(.ﬁlf, O) = ,Oe‘/e(pe),

O = (45[km/hr])?, n = 600[km/hr], Vimp = 15[km/hr], o0 = 0.015 y 7 =
30[seg].

Los resultados se presentan conforme cada experimento, variando tiinicamen-
te la densidad inicial p. y los flujos en las rampas ¢;;,,. Los problemas se

resuelven utilizando el esquema numérico de Lax-Wendroff con A = 0.03 y
At = h?/5.

Experimento 3 Se considera el problema planteado anteriormente cuya con-
dicion inicial es:

p(l’, 0) = Pe = 28[veh/km], qﬁmp = Qimp = 600[U€h/h7‘]

Perfil de densidad a diferentes tiempos con rampas
1401_) de entrada y salida de autos

1200y e 00.0 [min]

-------- 13.5 [min]
————— 22.5 [min]
——72.0 [min]

100

Densidad [veh/km]

Posicién [km]

Figura 3.6: Perfil de densidad. p, = 28[veh/km| (Exp. 3)

En un escenario donde no existieran rampas de autos, se tiene que la solucién
de este problema estd dado por p = p. y pV = p.V.(pe). Sin embargo, en este
ejercicio se demuestra que el hecho de considerar las rampas de entrada y sa-
lida de autos perturba el flujo vehicular de manera suficiente para ocasionar,
en este experimento, dos cimulos de densidad.
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Experimento 4 Se considera el problema planteado anteriormente con los
siguientes pardmetros:

p(r,0) = p. = 28[veh/km], q;,,, = 1800[veh/hr| q;,,, = Olveh/hr]

Perfil de densidad a diferentes tiempos.

PFIujo de entrada 1800 [veh/hr] y flujo de salida O [veh/hr]
140

1204 oY\ e 00.00 [min]

04.50 [min]
———————— 67.00 [min]
--e=-162.9 [min]
——257.4 [min]

100 Y

Densidad [Veh/km]

Posicion [km]

Figura 3.7: Perfil de densidad. p. = 28[veh/km]. (Exp. 4)

Debido a que el flujo en la rampa de entrada es mayor que el flujo de salida,
existe un aumento en la densidad total del sistema con el paso del tiempo.
Se puede observar tanto la formacién del ciimulo de densidad como el creci-
miento constante del mismo debido a que es mayor el nimero de autos que
ingresan de los que salen (ver Figura 3.7).

Experimento 5 Se considera el problema planteado anteriormente con la
condicion inicial homogénea y rampas de entrada y salida de autos

p(x,0) = pe = 60[veh/km],  q;,., = @y = 450[veh/hr]
En este experimento no se presenta ninguna formacién de cimulos de densi-
dad y la solucién se mantiene casi homogénea salvo en los puntos donde se
encuentran las rampas de entrada y de salida. Esto indica que las condiciones
para formarse un ciimulo de densidad no son las adecuadas a pesar de existir
una perturbacion en el flujo homogéneo y es probablemente debido a que los

conductores no tienen espacio suficiente para acelerar o frenar por lo que se
mantienen en velocidad casi constante.
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Perfil de densidad a diferentes tiempos con rampas

p de entrada y salida de autos
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Figura 3.8: Perfil de densidad. p. = 60[veh/km]. (Exp. 5)

Perfil de densidad a diferentes tiempos.
Flujo de entrada 0 [veh/hr] y flujo de salida 1800 [veh/hr]
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Figura 3.9: Perfil de densidad. p. = 60[veh/km]|. (Exp. 6)

Experimento 6 Se considera el problema planteado anteriormente con la
condicion inicial homogénea y solamente una rampa de salida.

p(z,0) = p. = 60[veh/km],  q;,,, = O[veh/hr] = 1800[veh/hr]

s
Qrmp
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Con este experimento resulta evidente (ver Figura (3.9)) que existen condi-
ciones necesarias para formacion del cimulo de densidad y que no sélo se
basan en la perturbacion en la densidad homogénea. El efecto de sélo con-
siderar la salida de autos se refleja en la alteracion en la velocidad local de
aquellos conductores que atin permanecen dentro del circuito provocando una
formacion de un cimulo de densidad y, aunque este disminuye con respecto
el tiempo, se mantiene en el circuito por varias horas.

3.4. Cambio en el niumero de carriles de un
circuito

Los cuellos de botella en una autopista pueden ser generados por varias si-
tuaciones: rampas de autos, accidentes, construcciones, etc., por lo que existe
un interés en modelar los efectos en el flujo vehicular debido al cambio en el
nimero de carriles. Para modelar este tipo de escenarios se utiliza el modelo
de Kerner-Konhauser, el cual se modifica para cuando existe un cambio en
el nimero de carriles para después estudiar numéricamente la sensibilidad de
los parametros iniciales en las soluciones obtenidas. En general se considera
un circuito de varios carriles sin rampas de autos con una reduccién en el
nimero de carriles en una cierta regién. Matematicamente podemos repre-
sentar esta situacion en la ecuacion de continuidad como lo propone Treiber
et al. [6] de la siguiente manera:

DProt n 0Q10t
ot ox
donde el subindice tot se refiere a la densidad total como a flujo total que se

definen por

=0, (3.9)

_ Prot = Qtot

@) T (@)
donde I(x) es una funcién diferenciable que describe la transicién en el niime-
ro de carriles en ciertas secciones del circuito. Sustituyendo esta expresion en
la ecuacién de continuidad (3.9) se obtiene

oI(z)p N 0I(z)Q

ot ox =9,
dp oQ dl(x
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entonces, la densidad y el flujo por carril satisfacen

Op  9pV _ pV dl(z)
ot or  I(z) dv

Para el modelo de segundo orden, utilizando la ecuacién de continuidad an-
terior, se tiene que la ecuacion de velocidad se escribe como:

ap_v+g( V2+P)=§(Ve(,o)—\/)—

pV? dI(z)
ot oz '

I(x) dz

Una vez planteado el modelo consideramos, para el siguiente problema y
los experimentos que se mencionan a continuacién, un circuito de 24[km)|
de periferia el cual consta de un sélo carril y en cierta regién supondremos
que existe una ampliacién a dos carriles por unos cuantos kilémetros para
después reducirse nuevamente a un solo carril. Para no afectar la regulari-
dad del problema, proponemos usar una funcién I(x) que sea continuamente
diferenciable y consistente de la siguiente manera:

1 si ze[-12,-2]U[2,12]
f@) = § 16084 —144r =9 si e [-2, -5
2 si ze[-15,1.5]
1623 — 842 4+ 1442 — 79  si z € [1.5,2]

Problema 2 Para el modelo de sequndo orden con variacion en el nimero
de carriles, se consideran distintas densidades iniciales:

_pV dI(x)
2( P )—|—2< é)v ): I(z) d=x V2 dl(z) ’
ot \ pV dz \ pV-+ P E(Velp) =V) = % da

p(—12,1) = p(12,1), V(—12,t) = V(12,1),

con © = (45km/hr)*, n = 600[km/hr] y T = 30[seg] como tiempo de re-
lajacion. El término V.(p) es como se describe en el diagrama fundamental
propuesto por Kerner-Konhduser (1.7) con pmaz = 140[veh/km] y Ve =
120[km/hr|. La condicion inicial por carril y la condicion de frontera estin
dadas por,
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Figura 3.10: Perfil de la funcién I(z).

( Pe si oz € [-12,-2]U[2,12]

Pe ; _ _
1625 —84z? —1dda—79 Sl z € [-2,—1.5]

[P

st x € [—1.5,1.5]

Pe ;
\  T6:°—8az?+1ddz—79 ! z € [1.5,2]

p(I’ O)V(l‘, 0) = p(x, O)‘/e(p(xv 0))7

donde la condicién inicial esta propuesta de esta forma para distribuir de
manera uniforme la densidad inicial p. por carril utilizando la funcién de
transiciéon I(x). A continuacién se hicieron una serie de experimentos va-
riando p.. Para el esquema numérico de Lax-Wendroff se utilizé6 h = 0.03 y
At = h?/10.

Experimento 7 Se considera el problema planteado anteriormente con p. =
25[veh/km] y se muestran las grificas obtenidas a diferentes tiempos para
observar la evolucion de la solucion numérica:

En este ejercicio para p, = 25[veh/km| podemos observar un aumento de la
densidad en 1.5 < x < 2 como la disminucién de la cantidad de autos en
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Perfil de densidad para la condicién inicial con
Pe=
[
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Figura 3.11: Perfil de densidad. (Exp. 7)

—2 < x < —1.5. Para t = 60[min| se ha generado un cimulo de densidad
dentro del intervalo x € [—2,2] el cual permanece inmévil indicando que se
ha llegado a una solucién estacionaria.

Perfil de densidad para la condicién inicial con
p Pe=
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Figura 3.12: Perfil de densidad. (Exp. 8)
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Experimento 8 Se considera el problema planteado anteriormente con p. =
28[veh/km] como un ligero aumento para la condicion inicial. Se muestran a
continuacion los resultados obtenidos. Se utiliza h = 0.03 y At = h?/25 para
resolver numéricamente el problema.

Si bien cualitativamente los resultados son muy parecidos para p, = 25[veh/km)|
y pe = 28|veh/km], los resultados muestran un considerable aumento en el
cimulo de densidad el cual permanece estacionario dentro de = € [—2,2].

Fuosicidn [kim]

o 10 20 30 40 50 B0 70
Tiempa [min]

Figura 3.13: Perfil de densidad p. = 28[veh/km]. (Exp. 8)

De manera consecuente, se presentan los distintos perfiles de velocidad (ver
Figura 3.14)para cada experimento donde se observa un decaimiento en la
velocidad promedio en donde se formaron los cimulos de densidad.

Experimento 9 Se pretende sequir aumentando la condicion inicial p, >
28[veh/km] para observar lo que puede llegar a suceder cuando la base del
cumulo de densidad sea mas grande que el intervalo donde se amplian los ca-

rriles. Considere el problema planteado anteriormente con p. = 38[veh/km],
h=0.01 y At = h?/5.

Para p. = 38[veh/km]| se tienen varios cimulos de densidad que se han ge-
nerado de forma casi inmediata, los cuales se propagan en direccion al flujo
y se concentran dentro del intervalo z € [—2,2] (ver Figura 3.15). El cimulo
de densidad central crece al transcurrir el tiempo y se puede observar como
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Velocidad [Veh/km]

140

Perfil de velocidad para diferentes condiciones
iniciales al tiempo t=60[min]
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Figura 3.14: Perfil de velocidad para distintas condiciones iniciales.
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Figura 3.15: Perfil de densidad. (Exp. 9)

se desprende periddicamente otro cimulo de densidad que viaja en senti-
do opuesto al flujo reduciendo su tamano hasta detenerse a cierto tiempo
e inmediatamente comienza a viajar nuevamente en direccion al flujo hasta
unirse al cimulo de densidad en la parte central (ver Figura 3.17). Se con-
cluye que el sistema entra en un ciclo, repitiendo el mismo patron descrito
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Perfil de densidad para la condicién inicial con

P,=38
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Figura 3.16: Perfil de densidad. (Exp. 9)

Posician [km]

| s F. /i
0 S0 100 150 200 250
Tietnpa [rin]

Figura 3.17: Perfil de densidad para p. = 38[veh/km]|. (Exp. 9)

anteriormente. Este tipo de fenémeno fue descrito por Lee et al. (1998) como
“recurring humps”. Lee obtiene este fenémeno bajo el esquema de considerar
una autopista con unicamente una rampa de entrada de autos utilizando el
modelo propuesto por Kerner-Konhéuser junto con condiciones en la frontera
abiertas y la relacién fundamental V.(p) = (1 — p/pm)/(1 + E(p/pm)?). En
este trabajo, considerando el modelo de segundo orden propuesto por Treiber
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et al. para adecuarlo a la modelacion del flujo vehicular con rampas junto
con la relacién fundamental de Kerner-Konh&auser, se pudo replicar el mismo
patrén del trafico congestionado. Més ain, Lee et al. (1998) demuestra que
este tipo de patrones son el origen de transiciéon entre el flujo libre y el flujo
sincronizado descritos en la teoria de tres fases del flujo vehicular.

3.5. Modelo de trafico vehicular en un circui-
to con rampas y cambio en el nimero de
carriles

En este capitulo se han mostrado varios modelos que se han propuesto para
el problema del trafico vehicular. A continuacién se muestra una combinacién
de estos con el objetivo de tener un modelo con la capacidad de simular un
circuito con rampas y con un cambio en el niimero de carriles en un circuito.
Para este modelo se consideran rampas puntuales nuevamente de manera que
se tiene,

T —x.)? . T — xg)?
V(l’,t) = qupEZEp (_%> - QTmpExp <_%)

donde ¢, es el flujo en las rampas. Ademads, considerando un cambio en el
numero de carriles para cierta seccién del circuito, la ecuaciéon de continuidad

se escribe como
oI (z)p N 0I(z)Q
ot ox

Y desarrollando la derivada parcial se tiene que

=v(z,t).

dp 0pV _w(x,t) pV dl(z)

ot or  I(x) I(x) dx

Finalmente bajo hipdtesis de Treiber [6] la ecuacién de la dindmica de velo-
cidad local (utilizando el mismo proceso que en 3.7) se escribe como:

opV 0 9
- 4+ — P) =
5 + g (pV + ) z(x,t)

pV? dI(z)
- I(z) dx

donde,

2(z,1) = é (Velp) = V) + (Vemp = V) (, )| + Vv(z, ).
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La relacién fundamental V,(p) se considera como la propuesta por Kerner y
Konhéuser (1.7) y V., > 0 es un pardmetro de la velocidad en las rampas.

Problema 3
v(zt)  pV di(x)
LAY A (O ) o] we(-12,12)
ot \ pV dx \ pV*+ P 2(z,t) — 25
’ (z) dzx
p(—12,t) = p(12,t), V(=12,t) =V (12,¢),
4y = 1800[veh/hr], © = (45[km/hr])?, n = 600[km/hr], Vim, = 15[km/hr],

o = 0.005 y 7 = 30[seg|. Se considera I(x) y la condicién inicial p(x,0) y
p(x,0)V (z,0) del problema anterior.

Los resultados se presentan conforme cada experimento, variando p, y man-
teniendo la posicion de las rampas de entrada y salida fijas, z. = -8 y s = 8.
Se utiliza el esquema numérico de Lax-Wendroff con h = 0.01 y At = h?/5.

Experimento 10 Considere el problema anterior con p. = 28[veh/km)].

100
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Figura 3.18: Perfil de densidad para p. = 28[veh/km]|. (Exp. 10)

Como se habia visto anteriormente cuando se considera solo el cambio en
el nimero de carriles, se forma un cimulo de densidad dentro de la regién
—2 < x <2 el cual permanece inmévil (ver Figura 3.13).
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Sin embargo, cuando se consideran rampas de entrada y salida de autos, se
puede observar que se forma otro cimulo de densidad el cual se propaga
en direccion a la regién donde se encuentra la ampliacion de carriles para
después ser absorbido.

Experimento 11 Dado que una solucion es perturbada al considerar rampas
de entrada y salida de autos, a continuacion se propone utilizar el problema
anterior con p. = 38[veh/km]. En este experimento se utilizé h = 0.008 y
dt = h*/3 para el esquema de Lax- Wendroff.

Cabe mencionar que para el Experimento 9 se observa la formacion de un
cimulo de densidad aproximadamente en x = —10[km] el cual permanece
casi en la misma posicién por varios minutos (ver Figura 3.17); sin embargo,
si bien el patrén del fenémeno llamado “recurring hump” (Lee et al. (1998))
es emergente tamibén para el experimento 11 , se observa en este escenario la
formacion de un cimulo de densidad que se propaga como una onda viajera
hasta cuando t = 70[min] aproximadamente, pues, a partir de este momento,
aparece el patrén de “recurring hump” (ver Figura 3.19).

Paosicion [km]

Tiempao [min]

Figura 3.19: Perfil de densidad para p. = 38[veh/km]. (Exp. 11)
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Capitulo 4

Modelacion de flujo vehicular:
Teoria de tres fases.

El modelo de segundo orden de Kerner-Konhauser es capaz de reproducir
varios patrones empiricos del trafico congestionado. Sin embargo, el mismo
Kerner (Kerner et al., 1997, 2006) expone que el tréafico congestionado a su
vez se divide en dos fases a las cuales les llama flujo sincronizado! y ctimulos
de densidad méviles?. Como consecuencia, en la literatura se ha propuesto
la teoria del flujo vehicular de tres fases y segiin la teoria moderna del trafi-
co vehicular, los cimulos de densidad son el resultado de una inestabilidad
en el flujo libre (F) y corresponden a los ciimulos de densidad méviles (J)
(ver [20]). Se ha demostrado que modelos basados en el diagrama funda-
mental solo producen la transicion F—J, asi, el modelo de segundo orden
de Kerner-Konhauser esta limitado por su incapacidad de reproducir el flu-
jo sincronizado debido a que estd basado en el diagrama fundamental (1.7).
Otro inconveniente es que este modelo produce soluciones homogéneas para
densidades altas, lo cual no es realista. Es por esto que es necesario tomar
en cuenta nuevos enfoques macroscépicos y proponer nuevos modelos con la
capacidad de reproducir patrones de flujo sincronizado (ver [17]).

En trabajos recientes, A.R Méndez y R.M. Velasco desarrollaron un modelo
a partir de modelos cinéticos utilizados en la teoria de gases. En su propuesta
observaron numéricamente el flujo sincronizado, transiciones entre los tipos

!Ctimulos de densidad que permanecen fijos precedido de una disminucién abrupta de
la velocidad promedio.
2Ctimulos de densidad que se propagan con velocidad promedio constante.
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de flujo y los cimulos de densidad méviles, al trabajar con dos tipos de con-
ductores; uno mas agresivo que el otro.

En este capitulo se expondra el trabajo que han realizado con el objetivo de
replicar los resultados que han obtenido.

4.1. Flujo sincronizado y ciimulos de densi-
dad moéviles.

El flujo sincronizado y los cimulos de densidad méviles son fenémenos defini-
dos con base en criterios macroscopicos de cardcter empirico que se describen
continuacién (ver [7]):

= Camulos de densidad moviles: Este tipo de fenémenos dentro del trafico
congestionado estan delimitados por regiones con cambios bruscos en
el gradiente de la densidad, en los cuales la velocidad promedio de los
conductores disminuye o aumenta dependiendo si estos se incorporan
o se separan del cimulo en si. Un cimulo de densidad movil se define
como aquel cimulo de densidad que se propaga a lo largo del flujo con
velocidad promedio constante.

» Flujo sincronizado: En contraste con los cimulos de densidad movi-
les, el flujo sincronizado se define como aquel cimulo de densidad cuya
velocidad promedio en la regién donde los conductores se separan del
cumulo de densidad es variable. La posicién del cimulo permanece
constante y viene precedido de una disminucion abrupta de la veloci-
dad.

Estas definiciones estan asociadas por el comportamiento en la regién del

cumulo de densidad cuyo gradiente disminuye abruptamente.

4.2. Un modelo del trafico con dos clases de
vehiculos diferentes

Es claro que se han podido simular transiciones del flujo libre al flujo conges-
tionado. Tomando en cuenta la teoria de tres fases propuesta por Kerner se
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presenta el problema de simular transiciones entre flujo libre a flujo sincroni-
zado y del flujo sincronizado a los cimulos de densidad méviles. Los modelos
bajo el enfoque de la teoria cinética de gases se han desarrollado a partir
de 1971 con el trabajo de Prigogine quien plantea una ecuacién cinética,
analoga a la ecuacién cinética en la teoria de gases descrita por Boltzmann,
para describir el comportamiento de una funcién de distribucion vehicular. El
desarrollo de modelos macroscopicos para el trafico vehicular surge a partir
de las ideas del trabajo de Paveri-Fontana [17].

Con base en estas ideas, A.R. Méndez y R.M Velasco, proponen para descri-
bir al flujo sincronizado un modelo donde coexisten dos tipos de conductores
entremezclados, unos més agresivos que otros, en una autopista homogénea
(Velasco y Marques Jr.,2005; Méndez y Velasco 2008; Marques Jr. y Méndez,
2013). El comportamiento de los vehiculos se describe por medio de funciones
de distribucién f;(z,v;,t), = a,b donde f;(x,v;,t)dxdv; describe la canti-
dad de autos de la clase-i en el intervalo (x, x4 dt) con velocidad (v;, v; + dv;)
al tiempo t [17]. Estas funciones satisfacen las ecuaciones cinéticas reduci-
das de Paveri-Fontana (Velasco y Marques Jr., 2005), las cuales describen
la evolucion de las interacciones en las funciones de distribucién a lo largo
del tiempo considerando tanto la velocidad instantanea como la velocidad
deseada por los automéviles [18].

Ofi of; 0 Wiz, v, t) — v; B
ot T or + v, {( T )ﬂ} = Z Qi (4.1)

j=a,b

las interacciones binarias entre las clases de vehiculos se debe al término:

Qi = (1-p) / " R0 ) (w0 — v)d,

donde p es la probabilidad de que los autos de una clase rebasen a los vehicu-
los de la otra o de la misma clase. Por otro lado Wj(x,v;,t) representa la
velocidad individual promedio deseada la cual debe modelarse como funcién
de la velocidad instantdnea de los conductores (v;). Tomando en cuenta la
agresividad de los conductores se propone,

Wi(x,vi,t) = wW;v;, W; > 1,

donde w; es un pardmetro que depende de la agresividad y/o de las condi-
ciones de tréfico a lo largo de la autopista [17]. Las variables macroscépicas
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para este modelo estan definidas de la siguiente manera.
pi = / Jidv;, (4.2)
0

Pz“/;:/ fividv;, (4-4)
0

pV:/ vafadva+/ vy frduy, (4.5)
0 0

donde p,, pp representan las densidades de cada clase de autos con velocidad
promedio V,, V, respectivamente. Ademas, p es la densidad total del sistema y
V es la velocidad baricéntrica. Para las funciones de distribucién se imponen
como condiciones de frontera

h’mo filz,v;,t) =0,

Vi—r

lim fij(z,v;,t) =0, i=a,b.

V;—>00
Si ademds se asume que la probabilidad de rebasar p es la misma para todos
los vehiculos y es independiente de la clase, se pueden simplificar los términos
que representan las interacciones binarias entre los vehiculos. La solucién
homogénea del estado estacionario para el sistema (4.1) estd dada por [17]:

Ozi—l
PieC ;U5 U,
e\Vi) = E - 5 4.6
o) = s (52) B |57 (46)
con
(1 — .
QG = Mpe‘/e 1= a, b

donde T'(c;) es la funcién Gamma y «; es una constante adimensional que
depende de los parametros del modelo (7;, w;, p) y los valores homogéneos del
estado estacionario (p., V¢).
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4.3. Ecuaciones macroscopicas

El modelo macroscépico de trafico vehicular se puede obtener con base en
las ecuaciones de transporte como se describe a continuacién. Sea V(z, v;, t)
una funcion de velocidad, la ecuacién de transporte estd dada por:

P D) ow ov  Wi(v;) —v; 0¥ _
ETAE (W), + P (00); = pi- (W T t—iavi>i a

S -p) / T 0 / " ) £ (w5) (w0 — vy) g,

J

(4.7)

donde,
pl(x7t) ' (\II(I,UZ,Z(:))Z = / \Ij(xﬂviat)fi(xvviyt)dvi'
0

Cuando V(x,v;,t) = 1 se pueden obtener las ecuaciones que describen la
tasa de cambio en las densidades para cada clase de vehiculo. Utilizando las
definiciones (4.2) y (4.4) tenemos,

0 _ Opi 9, _ Op;
&pz : (qj)z ~ o axpz (Uij)i = o

Desarrollando el lado derecho de la ecuacion (4.7),

Z(l —D) /000 /000 filvi) f(w;) (w; — vy)dw;dv; =
(1=p) Z (/OOO filvi)dv, /Ooo fiw;y)dw; — /Doo Fi(vi)vidu; /OOO fj(wj)dwj) _

(1=p) > pipsVs — piVip; = (1 = p)pi (Z piVi — %m) :
J J

Entonces cuando W(z,v;,t) = 1 se tiene que la ecuacién (4.7) es igual a

Op;i  Op;V; .

Ademas,
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D 03Vi = Vipy = paVa = Vipa + Vo = Vi = pV = Vi(pa + py) = p(V = Vi),

Cabe senalar que las ecuaciones (4.8) no son ecuaciones de conservacion,

0pa  0paVa
Po p Z0o2e — (1= p)pap(V = Vi),

ot ox
Opy,  OppVsy
o T Tow (1 =p)pep(V = W),

la fuente (sumidero) de una clase es el sumidero (fuente) de la otra; en cambio,
la densidad total p si satisface la ecuacién de conservacién:

9Vt poVi) = (1= D)(pup(V — Vi) + iV — Vi),

2( + pp) +
Pa Po o

ot
= (1 - p)ﬂ(pav = paVa + ppV — pb%)),

= (1 =p)p(pV = paVa = ppVs)) =0,
es decir,
0 opV
dp OV
ot Ox
Las ecuaciones de movimiento se obtienen cuando ¥ (x,v;,t) = v; conside-
rando las siguientes definiciones:

= 0.

T’L
pz’(ﬂ%t):/ fivZdv;,

pil, )0i(x, 1) /fu )2dvs.

Para el primer término de la ecuacién (4.7) observamos lo siguiente:

Opi - (vi);  OpVi OV, p;
o o oV
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De la ecuacién (4.8) despejamos % y lo sustituimos en la ecuacién anterior.

opi - (v; i ov; opiVi
Op Lo, (1-p)pi (Z piVi = pM) o
j

— 04,
ot Pige T

9

oV, piVi
=pig + (1 —p)piV; (EJ: PiVi— Psz) -V 9

Para el segundo término se tiene,
9pi - (v) _ Opi
or  Ox’
Para el dltimo término del lado izquierdo de la ecuacién (4.7) con ¥ = v; se
deduce que

00
o W;V; — Uz‘d
Vi - fz —————av; |,
3 \I’Z’Ui 0 TZ
w;

—1 [
= - / fividv; = —v;p; V.
i 0

T

De manera similar evaluamos ¥ = v; para el término del lado derecho de la
ecuacion de transporte.

U=uv;

Z(l - D) /OOO W (v;) /0°° fi(vi) fi(w;)(w; — v;)dw;dv;

J

(1-p) Z </Ooo fi(vi)vido; /OOO fi(wj)w;dw; — /OOO fi(vi)vido, /OOO fj(wj)dwj> :

=1 =p)> (pVip;Vi — pip;) -

J

Entonces se tiene que para la ecuacién (4.7),

oV; op;iVi  Op;
o (=i [ S Vi — Vi | - Vi Vi =
pige T (1L=p)p (Zj:m i — p; ) 5 g P



58 Modelacion de flujo vehicular: Teoria de tres fases.

(L=)>_ (piVipsV; — piny)
J
despejando,

oV; dpiV;  Op; -
PiE—Vi o7 + o7 —YipiVi =

(1-p) (Z (piVip;Vi — pipj) — piVi (Z piVi — pj%)> :

J

dividiendo por p;,

Vi ViopVi | 1o
at  p; Ox pi Ox

(1-p) (%Z(WW pip;) (Z Vi )) ,

-7V =

7
J

desarrollando los términos,

—p) (%ij%—%ij—%Zpﬂ/jJrWij),
J b J j

—p><§jjpj(m2—%)>=< n (V- )(Zp)

> pi=p
J

en donde
y finalmente,

Por otro lado tenemos que

ple - / fz U; dez - / (flvz2 - 2fzvz‘/; + fz‘/z2) dviu
0

=pi — 20:V2 + piVZ = pi — piV7,

asi,



Modelacion de flujo vehicular: Teoria de tres fases. 59

pi
Pi

Por lo tanto la ecuacién (4.7) con ¥ = v; se desarrolla como,

- V2

2

91':

ot p; Ox pi Ox

vy VidpVi 1 0p; -
oV L0y g i—ab (49)

Donde p;(x,t) es la presién del trafico y 6;(x,t) es la varianza de la velocidad
de cada clase de vehiculo. Es claro que el conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales dadas por (4.8) y (4.9) no forman un sistema cerrado. Un método
descrito en [17] para cerrar el sistema, y plantearlo sélo con las variables
de densidad y velocidad, consiste en maximizar un funcional que describe
la entropia de informacién propuesta por Shannon utilizando la solucién ho-
mogénea (4.6) como referencia,

Sifl=% | fin (fi) |

El funcional se puede maximizar utilizando multiplicadores de Lagrange [17]

(0) _ pz(l‘7 t)az Q;U; it QG U;
i (z, v, t) = o) Vi, ) <Vi(x,t)) Exp {_—Vi(x,t)} .

Después, bajo ciertas hipotesis comunes en la teoria cinética para considerar
efectos disipativos [17], la solucién de la ecuacién reducida de Paveri-Fontana
se expresa como una expansion infinita de términos, los cuales cuantifican la
desviacién de la distribucion de orden cero por medio de gradientes presen-
tes en el sistema (Chapman y Cownling, 1970). De esta manera podemos
expresar la solucién de (4.1) como

fi(xv Ui7t) = fz‘(O)(x7 Vi, t) [1 + ¢i(x7vi7 t)] )

donde ¢;(z,v;,t) es la desviacién de la funcién de distribucién a partir de
la aproximacién local f©)(x,v;,t). Para expresar la funcién de distribucién
local en términos de las variables de densidad y velocidad, es necesario que
satisfaga ciertas condiciones de compatibilidad [17].

pi(x,t):/ fi(o)(m,v,;,t)dvi:/ filz, v, t)dv;,
0 0
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pz-(x,t)Vi(x,t):/ vifi(o)(x,vi,t)dvi:/ v fi(z, v, t)dv;.
0 0

De esta manera la funcién ¢; se encuentra restringida por

/ ¢ifz‘(0)dvi =0,
0

/ vidifVdv; =0, i=a,b.

0
La primera aproximacion a la desviacion ¢;, se obtiene al suponer interac-
ciones andlogas a la mezcla de gases descritas en (Ferndndez y Marques Jr.
2005) y resolviendo las ecuaciones reducidas de Paveri-Fontana utilizando la
funcién de distribucién local fi(o). Esta primera aproximacién se denota por
fi(l) (x,v;,t) y describe la presion del tréfico y la varianza de la velocidad con
respecto las variables de densidad, velocidad promedio y el gradiente de la
velocidad promedio [17].

pgl) =pVi + Pi9£1)7

o) _ piVi | 2ai+1)0V;
e i 0,0 ox

donde o; es un parametro de relajacién colectiva. Desarrollando los términos
en la ecuacion (4.9) y utilizando las ecuaciones anteriores obtenemos que

Vi 0piV; Vi [ 0V Ipi
A~
pi Ox Pi (,0 O i 8x)
=-V,— -+ 4.10
ox  p; Ox (4.10)
Ademas
1 Op; 10

pi O _p23x< V2+p19(1)>,

1 oV Opi apﬂ?”
— 2 2 [
i ( Vi o Vi 895 Ox ’

OV v2 Opi , 1 dpib
895 pi O0r  p; Ox
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Sustituyendo en (4.9),

v AV, V2o,

AN oV, , V2 opi , 10pit"
ot "“Or  p; Ox

Ox +Eax pi Ox

+2V

=V — (1= p)pbt”,

y finalmente,

v Vi 10p6Y"
+Vie—+ — PiT
ot Jdx  p; Ox
De esta manera se tiene el siguiente sistema de EDP utilizando las ecuaciones

(4.8) y (4.11).

=3V — (1= p)p6L”. (4.11)

0pa  0paVa

8t + 8([5 = (1 _p)papb (%_Va);

dpy, . OppVyy
815 + (933 - (1 - p)ﬂaﬂb (Va - ‘/b) 3

oV, oV, 1 0p,08
V. —
ot - Ox - pa  Ox

=7.Va — (1 — p)pdt),

Vy OV, 1 0pHY
Vi R
ot A ox * pp Ox

Para reducir la cantidad de ecuaciones se utiliza un método iterativo pro-
puesto por (Medeiros-Kremer, 2010). Este proceso asume que la funcién de
distribucion fl-(o) hace contribuciones directas en las variables macroscopicas
de manera que pgo) = piVi(c; + 1)/ y 91(0) = V?/a; [17]. Partiendo de la
ecuacion (4.9), observamos lo siguiente:

pi Or  p; Ox (pZ(V ) ’

= Vs — (1 - p)pbs".

a; + 1 (0) aVi(O) (Vi(O))2 a; + 1Y\ Op;
—o (%) v .
YO Pi «; ox

Sustituyendo en (4.9) y utilizando la relacién 4.10,
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av;(o) B V(O) a‘/;(o) B (Vi(o))2 dp; o + 1) V(O) av;(o)

ot Y O pi Oz 2 ( o, Y Ox

(‘/;(0))2 (ai + 1) ap; ’)/'V»(O) _

Di Q; or ! Q;

.+

entonces,

RIAR (2% 49 )
+ 1
ot a;

% + 1
Ox Pi Q

y finalmente,

V2 (419

8‘/;(0) a; + 2 ) 8‘/;(0) (‘/;(0))2 % B
5T v +

o, ‘' Ox a;p;  Ox Q;

Sin embargo, se tiene conocimiento que este tipo de ecuaciones no descri-
ben de manera suficiente a un sistema y por eso es necesario calcular las
desviaciones correspondientes en la velocidad [17].

y la varianza de la velocidad se propone como,
o = Y2 (1 _p, 2%
! o "o )’

donde «; y I'; = 2(cv; + 1) /0;cr; son consideradas como constantes. Utilizando
la ecuacion (4.13) en las ecuaciones (4.11) y (4.12).

ov, oV, 109p6Y
‘/;:_ _ 3
ot * Ox - pi Ox

Por un lado se tiene que,

=V — (1 = p)pb]”

TR O
(Vs :;tVz ) 4 (Vi + V)

7

O(Vi+ V")
—— 4
Ow
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10p; [ (Vi + V) v, .
i (G890

T p Oz o " Oz

o
Ot

OVi+ Vi)
Ox

+ (ViJrV;(O)) + o

L (0] ¢ oV, v

v, /- aV; + v 1 9p; (Vi + V02
— + (VL + V(0)> ( i ) + P ( i )
ox PiCy; ox

I, 0 . (Vi + V02 v
. - (Pi(‘/i+V(0))2 ( gxl ) > + Z;t = Vi _‘/i(O)%u

)

ox

L Vit VP (ait2) oV (V) op

o Y Oz ap; O
(0)y2

% — Vi — Vi(o)%’

7

VY = (1= p)p

Entonces, utilizando la relacién (4.13) en la ecuacién (4.11) tenemos que

Vi T 9 o e 0Wi+ V2 Lo+ V) | 0oV
ot pic; 0T <'01(V1 Vi) ox Vi ox +Vi ox te
1| 9pi(Vi + V)2 (0)\29pi 00V, - (1)
i O 2R 9p v O | Vi (1—p) | 6 —
+:0iC¥i Ox (Vi) o Vi T on i () o,

Desarrollando uno de los términos de la ecuacion anterior,

ov, T, 0 . AV, + V02 . oV, + v
= o (m(Vi + V(O))QM)J{VZ- + V(O)) WitVi),

V;(O) 2
p( )

)

|
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Dpi(Vi + V.2
or

1

PiC;

, (0)
/ © _6(‘/; +Vi) ) (0)y2 9P (0)\29pi (0)
= 2V + VO, A Vs , —20.V.
Py Vit Vi dpi——p =+ (it V)" = (Vi) 5~ = 20V,
1 ~ 8‘7 ~ OV(O) (0) 8‘7 ~ 8p N ap
= 2Vipim— + 2Vipi 2V, V22l | oy 0 2P
PiC; P ox +evip ox + 6$ + (Vi) ox + Oz

Observamos lo siguiente:

1 ap(V7 4+ 2019

QG p; Ox
1 ov; 00 | 20p; RIATAR
= 2V i 2VV V 2 7 : )
iy L. ox * O + ox p ox
y ademas,
v, v© v, . oVl
2 i Lt — 2V i 2‘/1 i L .
P o iPigy TP,

En consecuencia tenemos que,

, r, 24 (0) 2 R “r (0) 7.
80‘? prs ai: (pz(Vz +yopdh —g;/z ) >+V—6(VZ+V; )y %

~ 9 ~
1 9p;(V; +2V2Vi(0) R Vi(O) 2
pi( ):Vm—(l—p)p 951)_( )
Qi p; Ox 0%

Del lado derecho de la ecuacién se obtiene lo siguiente

0
Vi% —(1—=p)p [91(1) — —(V’( ))2] = ...

(%)

=V — (1 —p)p

a; Ox o ’

(Vi + V)2 (1 A vi“”)) AL
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y desarrollando como agrupando términos se puede concluir que

~

o(Vi + ;)
ox

~ 1 —
= Vivi— L

p@f+ﬂﬂw@)1—Fi +—L oy,
Q; ox

i
Finalmente se obtiene la siguiente ecuacién

8‘;; Iy 0 y (0)\2
2 pVi+v,
ot p;a; Ox (p (Vi + V)

oW+ ViR |
Oz

) % (0)
+%m%+m)
ox

oV 1 op(V + 20

v
Y or  w;p; ox

AV + V")
ox

. 1—
=Vivi — L

p (V420 ) -1

)

VRTO)
©y2p Vi + Vi) 114
o PV T = (4.14)

Utilizando el proceso de iteracién de Maxwell, se puede obtener a partir de
la ecuacion (4.14) lo siguiente [17]

T, oV

a; Ox

) N 1
0="V;— 2(1 — p)p‘/;vz.(o)_ 4 (1 _ p)P(V(O))2

7 )
7

de tal manera que podemos despejar la desviacién de la velocidad de orden
cero

V(O) 2Fi av(o)
p( 2 ) 1 , (415)

A
[m&2—2me) ou

donde la velocidad promedio para cada clase de automovilista esta dada por
(4.13), ademaés V;(O) = V.(p;) debido a que es el término que mas aporta la
dindmica de velocidad [17] y se obtiene por medio de la relaciéon fundamental
de Kerner-Konhéauser. Por otro lado, «; y I'; son parametros libres del modelo
donde I'; es un parametro de relajacion y «; esta relacionada con el parametro

de agresividad w;.
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4.4. Resultados numeéricos

Para presentar la capacidad de este modelo para describir la transicién de las
tres fases se presentan los siguientes ejemplos [17]. Dado un circuito cerrado
homogéneo de longitud fija sin rampas de entrada y salida de autos, el modelo
que describe el flujo vehicular para dos tipos de conductores con distinta
agresividad al conducir, en su forma dimensional, esta dado por:

ou N 0Q(u)

ot ox

= S(u), x€(0,L)

donde,

_ Pa . Qa _ (1 - p)npapb(% - V;z)

‘T ( P ) 0= ( Q ) Vo= ( (1= p)npaps(Ve = Vi) )
donde Q; = p;V; para v = a,b. Las variables adimensionales del problema
son: t = t/7, 2 = 2/ (VipaaT), p = p/Pmac ¥ V = V/Vinaz- Para este ejer-
cicio se considera ppa, = 140[veh/km], Ve = 120[veh/km|, 7 = 30[seg],
N = TPmazVimaz, Lo = 0.012, Ty = 0.05, L = 12[km], o, = 120, a3, = 100. Se
resuelve numéricamente la ecuacién anterior por medio del esquema numéri-

co de Lax-Wendroff, utilizando h = L/950 y At = h/10, con diferentes
condiciones iniciales para simular las tres fases del flujo vehicular.

4.4.1. Flujo libre

Como primer ejemplo, se expone este ejercicio para verificar que el modelo
es capaz de representar el flujo libre dados ciertas condiciones. Considerando
el problema planteado anteriormente con p. = 0.2 junto con la siguiente
condicién inicial:

2
pa(,0) = e (0.45 +0.05sin (%””)) ,
. . [ 2nx
pu(2,0) = pe (0.55 + 0.05sin (T)) :

Debido a que el parametro I'y, > I',, esto nos indica que los conductores de
9

la clase b son méas agresivos que aquellos de la clase a. La condicién inicial

propone que las densidades de los conductores de las dos clases sean casi
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p 1 ‘
!

30 -
\/

25 L

Autos de la clase (a)
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Densidad [Veh/Km]

Posicion [Km]

Figura 4.1: Perfil de densidad. p, = 0.2

iguales en un principio. Sin embargo se observa que la clase de conductores
menos agresiva disminuye en su densidad con el paso del tiempo, hasta que la
totalidad de conductores pertenece a la clase mas agresiva. Bajo estas condi-
ciones se tiene flujo libre debido a la ausencia de cimulos de densidad en todo
el circuito a partir del tiempo ¢t = 30[min]. Con base en otras simulaciones,
intercambiando la densidad de autos de las distintas clases, se demuestra que
solamente una de estas prevalece y que ademas la agresividad no juega un
papel importante en la adaptacion de los automovilistas sino la cantidad de
autos por cada clase al inicio de la simulacién (ver [17]).

4.4.2. Transicion del flujo libre al flujo sincronizado

Para simular este tipo de transicion, es necesario utilizar condiciones espe-
ciales cuyo andlisis detallado se puede encontrar en [17]. Consideremos el
problema anterior con la siguiente condicion inicial:

P
pa(,0) = e <O.85 +0.1sin (%)) ,

2
pu(z,0) = pe (0.15 + 0.1sin (% + g)) :
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ad 20 min
- - -25min
—— 30 min

324 -

30+ -

Densidad [Veh/Km]

Posicion [Km]

Figura 4.2: Gradiente de densidad. p, = 0.2

Se puede observar la formacion de un cimulo de densidad alrededor del punto
x = 11[km] que se mantiene a lo largo del tiempo. El cambio brusco de la
densidad afecta directamente a la velocidad promedio en esa region y asi se
concluye que, bajo las condiciones que se establecieron previamente, se tiene
la presencia de flujo sincronizado a partir del flujo libre.

Transicién del flujo libre al flujo sincrenizado

k2]
45
40
35 a
30
28
26
20
15 24
10
5
20
L]
o 2 4 ] k] 0 12

Tiempo [min]
&
[

5]

Posicion [Km]

Figura 4.3: Gradiente de densidad. p, = 0.2



Modelacién de flujo vehicular: Teoria de tres fases. 69

4.4.3. Transicion del flujo sincronizado al flujo conges-
tionado

El modelo también tiene la capacidad de reproducir el flujo congestionado
a partir del flujo sincronizado. Para observar esta transicion se considera la

siguiente condicion inicial con p, = 0.22,

! 45
w
»
»
>
»

0 i2

Figura 4.4: Gradiente de densidad. p. = 0.2
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El perfil de densidad para la condicién inicial tiene dos cumulos a diferentes
densidades. Aquel cuya densidad es mayor se propaga como una solucién de
tipo de onda viajera mientras el otro, de densidad menor, permanece fijo en
los primeros dos minutos de simulaciéon lo cual indica la presencia de flujo
sincronizado. Para ¢ = 18[min] finalmente se observa la transicién del flujo
sincronizado al flujo congestionado.
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4.4.4. Flujo congestionado

Para mostrar la capacidad del modelo de simular el trafico congestionado se
propone la siguiente condicién inicial con p, = 0.32

 on o6\ o f(x—T
pa(x,0) = 0.80, [1 +0.05 <Cosh <—0.5 ) Cosh ( 0F )>] ,
—6 x—7
=024, |140. W2 (22 = Cosh2 .
po(x,0) = 0.2p, { +0.05 (C’os ( G ) Cos ( G ))]

Flujo congestionado

30

Tiempo [min]
- r
8

=)

a 2 4 a 10 12

[
Paosicion [Km]

Figura 4.5: Gradiente de densidad. p, = 0.32

Es evidente que para este ejercicio existe la presencia de un cimulo de den-
sidad movil el cual se propaga como solucién de tipo de onda viajera.



Conclusiones

Es evidente la importancia del uso de datos experimentales para el estudio
del trafico vehicular. Desafortunadamente este tipo de datos no siempre pue-
den ser inferidos solamente bajo hipotesis y formulaciones matematicas, pero
el uso de ajustes numéricos es suficiente para comenzar a desarrollar modelos
y entender los diversos patrones emergentes del trafico vehicular.

De las diferentes maneras de abordar problemas de este tipo, la modelacién
por medio del uso de ecuaciones diferenciales parciales resulta una herra-
mienta util por su capacidad de describir cualitativamente fenémenos junto
con la facilidad para ajustar términos necesarios en las ecuaciones y mejorar
el desempeno de un modelo. El analisis de Fourier para el modelo de tréfico
vehicular propuesto por Kerner y Konhauser, uno de los més utilizados en
la actualidad, brinda informacion valiosa para determinar la estabilidad de
soluciones por medio de una correlacién entre la varianza promedio y la den-
sidad del sistema. De esta manera es posible inferir el comportamiento local
para determinados parametros, aportando un claro panorama al momento de
proponer experimentos y observar las diferentes capacidades que este modelo
ofrece.

Los efectos que se producen en las autopistas cuando se consideran rampas
de entradas y salidas de autos, como un cambio en el nimero de carriles,
enriquecen los modelos de manera que es posible formular hipdtesis nuevas
y disenar autopistas para evitar problemas de trafico congestionado. Sin em-
bargo, numéricamente se ha demostrado que incluir rampas o cambiar el
nimero de carriles o combinar estas dos propiedades en un circuito, las solu-
ciones pueden ser muy complejas e incluso cabe la posibilidad de la aparicién
de patrones emergentes locales como se expone en el iltimo experimento del
capitulo 3. La interpretacion de este tipo de fendémenos se debe de hacer
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con suma cautela ya que no se cuentan con experimentos reales que puedan
corroborar las simulaciones. Como por ejemplo, de la simulacién del modelo
de segundo orden de Kerner y Konhauser en un circuito homogéneo con una
densidad alta de autos por kilometro se puede concluir que la distribucién
de los autos es homogénea, lo cual no es realista (ver [20]).

El modelo propuesto por Kerner y Konhauser, analogo a la teoria de flujos
compresibles, ha tenido resultados satisfactorios cuando se consideran sola-
mente dos posibles fases del tréfico vehicular. Pero su incapacidad de modelar
el flujo sincronizado, debido a que estd limitado por el diagrama fundamen-
tal (1.7) (ver [20]), y algunas transiciones del trafico cuando el circuito es
homogéneo, ha dado lugar a la investigacién de nuevos modelos, que si bien
siguen siendo macroscopicos, estos son basados en la teoria cinética de gases.

En el trabajo reciente de R.M. Velasco y A.R Méndez, se ha propuesto un
modelo con la capacidad de describir los tres diferentes estados y sus dife-
rentes transiciones descritas en la teoria de tres fases del trafico vehicular
dentro de un circuito homogéneo. Esto es posible debido a que se consideran
dos grupos de conductores con diferente agresividad al conducir, a diferencia
de considerar los conductores como un fluido compresible. La complejidad
de este modelo resulta en un sistema con cuatro ecuaciones diferenciales par-
ciales, que determinan las interacciones y la densidad relativa entre los dos
grupos al paso del tiempo, las cuales al ser tratadas bajo un proceso iterati-
vo (Medeiros-Kremer,2010) se reducen a tan solo dos ecuaciones diferenciales
parciales en su forma conservativa que pueden resolverse utilizando el método
numeérico de Lax-Wendroff. Sin embargo, atiin con las capacidades que ofrece
este modelo, es necesario trabajar para incluir términos para que dentro de
un circuito este considere rampas de entrada y salida de autos como cuando
el niimero de carriles es variable.
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