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Introduccion

El problema de seleccién del portafolio 6ptimo consiste en asignar cier-
to capital inicial en un conjunto de activos disponibles con el propédsito de
maximizar el "rendimiento” de la inversiéon mientras se minimiza el "ries-
go”. El primer modelo matematico para obtener el portafolio éptimo fue
introducido por Markowitz (1952-1959). En este modelo el "rendimiento”
de la inversion es medido mediante el valor esperado del rendimiento del
portafolio y el "riesgo” asociado se calcula mediante la varianza del ren-
dimiento del portafolio. Este modelo (media-varianza) ha tenido un gran
impacto en la modelacién de mercados financieros, sin embargo muchos
investigadores lo han dejado de lado debido a que es bastante susceptible
a perturbaciones en los pardametros del modelo ya que estos estdan sujetos a
errores estadisticos, por tanto los resultados del problema de optimizacion
no es muy confiable.

Para ejemplificar esto suponga que usted es un inversionistas y que
le interesa constituir un portafolio de inversiéon para la semana del 12 de
noviembre usando datos del periodo del 2 de enero al 31 de octubre del
2017. Con esa informacién determina el portafolio. Después de dos semanas
cuando conoce los datos reales observa que el portafolio que selecciono
quedo fuera de la frontera eficiente que hubiera obtenido con los datos
reales, ;qué se puede hacer ante esta situacion en la que no conocemos con
certeza el comportamiento que tendran los datos a futuro? Simplemente
no hay manera de predecir sin error dicho comportamiento. En la Figura
1 se ejemplifica esto, como podemos observar el portafolio obtenido con
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los datos del primer periodo (W;) queda totalmente fuera de la frontera
eficiente obtenida con los datos reales al 12 de noviembre (frontera eficiente
2).

Frontera Eficiznts 2

Figura 1

En esta tésis se propone una metodologia alternativa que es robusta
respecto a la incertidumbre en los parametros, en particular se estudia
a detalle la metodologia desarrollada en el articulo Robust selection pro-
blems de Goldfarb e Iyengar [6], aunque en este articulo se hace énfasis
en el modelo factorial sus ideas resultaran ttiles para desarrollar nuestra
propuesta.

Las perturbaciones en los parametros son modelados como desconocidos
pero acotados por ciertas regiones de confianza que resultan ser elipsoides
en R"™. Basados en este hecho los problemas de optimizacion se resuelven
asumiendo el peor caso del comportamiento de estas perturbaciones. Este
tipo de problemas son conocidos como problemas mini-max los cuales bajo
ciertas condiciones pueden ser transformados en problemas de optimizacion
c6nica de segundo orden (SOCP), los cuales tienen un costo computacional
similar al de un problema lineal con restricciones cuadraticas (QP).
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Objetivo:

El objetivo principal de esta tesis es desarrollar la metodologia necesa-
ria para resolver problemas de optimizacion robusta aplicados a portafolios
de inversién.

El contenido de esta tesis es el siguiente: En el Capitulo 1 se presentan
ciertos conceptos importantes en la teoria de optimizacion de portafolios,
tales como, portafolio de inversion, riesgo y rendimiento de un portafo-
lio y modelo clasico de Markowitz. De igual manera se explica el modelo
factorial. En el Capitulo 2 se desarrollan algunos temas de optimizacién
convexa que son necesarios para el entendimiento del problema que se
pretende resolver. En el capitulo 3 se desarrollan tres problemas de op-
timizacion robusta de portafolios: Problema robusto de minima varianza,
problema robusto de maximo rendimiento y el problema robusto desde el
enfoque del modelo factorial. Ademas se plantean algunas técnicas para
calcular los conjuntos de incertidumbre de los parametros del modelo. En
el Capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos al resolver algunos pro-
blemas robustos numéricamente. Finalmente, se presentan las conclusiones
del trabajo y la bibliografia empleada.



INDICE GENERAL



Capitulo 1

Antecedentes teodricos

1.1. Optimizacion de portafolios

1.1.1. Portafolio de inversion

En esta secciéon se definird un portafolio de inversion, pero antes es ne-
cesario explicar el concepto de accion. Una acciéon es una proporcién del
capital econémico de una institucion y puede ser comprada o vendida a
aquellos que desean obtener beneficios de las ganancias obtenidas por la
empresa o institucién que emite las acciones.

Un portafolio de inversion se compone de activos financieros que pueden
ser acciones, bonos, etcetera. En particular en este trabajo nos ocuparemos
de portafolios de acciones sin dividendos con los cuales se busca tener un
mayor rendimiento y reducir el riesgo de una pérdida, en particular, de
aquellas que tengan una magnitud grande. A continuacion se explica el
concepto de riesgo y las diversas formas en que éste se mide.
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1.1.2. Riesgo

En el ambito financiero existen diversos sucesos que pueden afectar los
precios de las acciones que integran un portafolio de inversién, estos eventos
conducen al concepto de riesgo. Un factor de riesgo es aquel que influye
en la variaciéon del precio de un activo. El problema principal al que se
enfrenta un inversionista es el de conocer el peor escenario posible al que
se expone cuando invierte en un instrumento de inversiéon con riesgo. Al
invertir en un portafolio de activos el inversionista debe tomar en cuenta
que hay gran cantidad de factores que afectan el precio de los activos y que
ademds algunos activos son mas riesgosos que otros.Un posible objetivo al
invertir en un portafolio es obtener aquel que tenga menor riesgo con la
mayor ganancia posible.

1.1.3. Rendimiento de un portafolio

Para abordar el problema de un portafolio de inversién es necesario
estudiar el concepto de rendimiento. Supongamos que a un tiempo inicial
to deseamos invertir un monto inicial M en un portafolio con n activos.
Los precios diarios de los activos en un periodo de tiempo previo a ty son
conocidos. El conjunto de activos que se pretende comprar debe ser tal que
minimice el riesgo del portafolio y produzca un rendimiento mayor o igual
a una r* dada. Para ejemplificar estos conceptos, estudiemos el problema
de invertir en algtin instrumento de inversion con una tasa de interés fija .
Supongamos que invertimos un monto M, al finalizar el periodo de inver-
sion se tendrda un monto final M, el cual se puede calcular de la siguiente
forma

MY = M+ rM° = (1 +r)M°.
Al despejar r en la ecuacion anterior obtenemos una expresién para el
calculo del rendimiento de la inversion
MY — MO
MO

T =
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Cuando se trabaja con acciones, el rendimiento esta relacionado con el
cambio que hay en el precio de los activos y puede expresarse como
pt—po
r=—7p
donde Py y P; representan el precio del activo al inicio y al final del pe-
riodo, respectivamente. Es claro que el rendimiento que definimos para un
instrumento de inversion con tasa fija coincide con el que se define para
una accién. El rendimiento que se obtiene al invertir en un instrumento
con tasa fija es una cantidad determinista ya que siempre sabremos la can-
tidad que vamos a obtener al finalizar el periodo. Al invertir en acciones el
rendimiento obtenido es una cantidad aleatoria pues esta sujeta a variacio-
nes causadas por distintos factores. Por ser el rendimiento de una accién
una variable aleatoria, es posible estimarlo mediante el valor esperado. Pa-
ra el estudio de ciertos modelos es necesario asumir que los rendimientos
de una accién son variables aleatorias con distribucion normal. Para tener
una idea de lo que esto significa analicemos el comportamiento historico de
cinco activos; por ejemplo, a través de su histograma de los rendimientos
diarios obtenidos durante un ano.
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GCARSO HOMEX

50

Frequency
30
Frequency
50 100 150

10

[’}
a

T T T T T T 1 r T T T 1
006 -004 -002 000 002 004 006 04 -02 00 02 04

Observemos que en el caso de los histogramas de ICA; GMD y HOMEX
los rendimientos no parecen tener una distribuciéon normal a diferencia de
CEMEX y GCARSO. En la mayoria de los casos no basta con un anali-
sis grafico para saber si los rendimientos de los activos tienen distribucion
normal, por lo que resulta conveniente realizar algiin test de normalidad,
por ejemplo, el test de Shapiro-Wilk. En el desarrollo de esta tesis la nor-
malidad de los datos es un supuesto fuerte pues esto nos permitird asociar
la media y varianza muestrales de los rendimientos al riesgo y rendimiento
de un portafolio de inversion.

1.2. Modelos de portafolio

1.2.1. Modelo de Markowitz

Ahora estamos en posicién de formular un problema matematico que
conduce al portafolio de minima varianza. Nuevamente vamos a supo-
ner que tenemos n activos. Los valores esperados de los rendimientos son
71,72,...,7 ¥ las covarianzas son o;;, para i,j = 1,...,n. Un portafolio
estd definido por n pesos wy, ws, ..., w, que representan el porcentaje del
monto inicial invertido en el activo a;. La suma de los w; es 1 (se permiten
valores negativos los cuales corresponden a las ventas en corto).

Para obtener el portafolio de minima varianza fijamos algun valor ar-
bitrario a y buscamos el portafolio de minima varianza que tenga este
rendimiento. Es importante aclarar que el modelo de Markowitz supone
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que el rendimiento de cada activo tiene una distribucion normal con media
p v varianza o?. La varianza del portafolio se obtiene de la siguiente forma:

o,(w) = Elrr— E(r:)]*

i=1 i=1
= i iwiwj(?ov(ri, ;)

i=1 j=1
n

Z Xn: wiwj%(n, 7’]'),

i=1 j=1

Q

donde C'ov(r;, r;) representa la matriz de varianza-covarianza muestral, la
cual a partir de ahora denotaremos como X .

Ahora que hemos definido la varianza de un portafolio estamos pre-
parados para plantear el problema de obtener un portafolio con varianza
minima, es decir, el de menor riesgo. La forma matricial del problema del
portafolio se formula a continuacion

Min LS

g,

1
2
s.a W

Vv

¥ >,
w-1l=1,
donde 7 es del vector de las medias muestrales de los rendimientos de
los activos. Decimos que un portafolio es factible si es soluciéon de este

problema.
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Solucion del modelo de Markowitz

Se puede encontrar la solucién de este problema (bajo el supuesto que
se permiten las ventas en corto) con los multiplicadores de Lagrange dado
que las restricciones son de igualdad. El Lagrangiano del problema es el
siguiente:

1 ,
L\ p) = @' S0 + (@ - T = 1) + p(d -7~ ).

Para obtener el portafolio 6ptimo se calculan las parciales del Lagrangiano
respecto a w, Ay p. Al igualar las parciales a 0 se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones.

Yw = N+ ur,
at1T=1,
T = a.

Si suponemos que 32 es una matriz positiva definida, el sistema admite una
solucion tnica, asi se obtiene los siguientes valores

_Aa—B C —aB

Ma) = 2502, ) = =

donde A =1'27'1, B=1'S"'F, C=r'2"'7 y A= AC — B2

Puesto que X = ul 4+ A7, entonces

o? = WIS
= @ (ul 4 A7)
= ]+ M
= p+ Ao,

sustituyendo A y u se tiene que

»  Aa*—2Ba+C

g
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Si derivamos esta expresion implicitamente respecto a « e igualamos a 0 se
obtiene que « = B/Ay o(a) = 1/A. El portafolio ,,, asociado a (o(«), @)
se conoce como portafolio de minima varianza. Observemos que para este
portafolio los multiplicadores de Lagrange correspondientes son A = 0 y
W= %. Si tomamos p = 0 se tiene que ag = C//B con B # 0 por tanto

si llamamos wy al portafolio correspondiente se obtiene que o4 = ‘/??. El
teorema de dos fondos nos dice que cualquier portafolio admisible se puede
escribir como una combinacién lineal del portafolio de minima varianza y
el portafolio wy ya que

W = ABWy + AW,

A cada @ dado se puede asociar una volatilidad y un rendimiento
(0w, Tw), respectivamente. El conjunto formado por cada uno de estos pun-
tos es una hiperbola cuyo vértice es justamente el portafolio de minima
varianza y se le conoce como conjunto riesgo-rendimiento. A la parte de
la hipérbola que va de w,,, hacia arriba se le conoce como frontera efi-
ciente, y contiene a aquellos portafolios cuyo rendimiento asociado a cierta
volatilidad es maximo.

Figura 1.1: Conjunto Riesgo-Rendimiento
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1.2.2. Modelos factoriales estadisticos

Un modelo factorial para rendimientos de activos tiene la siguiente for-
ma general

Ry = o+ Brifie + Boifor + .o+ Brifee + i
;B fr + €.

donde

R;; es el rendimiento simple del activo ¢ (i = 1,2,...,N) en un
periodo de tiempo t (t =1,2,...,T).

fre es el k-ésimo factor (k=1,2,..., K).

Bri es la carga factorial o factor [ para el activo ¢ sobre el k-ésimo
factor.

= £, es el error especifico del activo 1.
Supuestos del modelo factorial

1. Los términos de error especifico de un activo €;;, son no correlacio-
nados con cada uno de los factores fi;, es decir,

cov( fre, ) = 0,Vk, i, t.

2. Los términos de error de R;; y R;js son no correlacionados siempre
que i # j, t# s, es decir,

cov (e, €55) = 0.

En los modelos factoriales estadisticos los factores fi; no son directamente
observables por lo que deben extraerse de las observaciones de los rendi-
mientos empleando técnicas estadisticas. Una de las principales técnicas
para obtener los factores es el analisis factorial.
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Analisis factorial

El analisis factorial tradicional asume una estructura ortogonal inva-
riante en el tiempo

Ry =p+ Bfi + e,
var(g;) = D,

donde D es una matriz diagonal con afj sobre la diagonal. Entonces la
matriz de covarianza puede descomponerse como §) = BB! + D.

Estimacion

Realizar una estimacién usando anélisis factorial consiste de tres pasos:

1. Elegir los factores f;

2. Estimar la matriz de carga factorial B y la matriz de residuos D.

Generalmente el problema del portafolio involucra grandes cantidades de
activos por lo que una de las principales ventajas de utilizar esta técnica
estadistica es que nos permite hacer una reduccion en la dimensién del pro-
blema. Es importante aclarar que los factores que se utilizan en el modelo
factorial deben tener la capacidad de explicar gran parte del comporta-
miento de los activos financieros del mercado.
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Capitulo 2

Optimizacion convexa

El objetivo de esta tesis es estudiar problemas de optimizacién aplicados
a la teoria de portafolios, por lo cual es necesario definir ciertos conceptos
que seran de gran utilidad para plantear problemas de optimizacién conve-
xa los cuales se usaran para resolver problemas de seleccion de portafolios
robustos.

2.1. Conjuntos convexos

Un conjunto es llamado convexo si este contiene a cualquier segmento
de recta comprendido entre cualesquiera dos de sus puntos. A continuacion
se da una definicion formal de conjunto convexo la cual resulta ttil para
probar la convexidad de un conjunto.

Definicién 2.1.1 (Conjunto convexo). Un conjunto C' es convexo si para
todo x1,29 € C''y 0 <6 <1 se cumple que
9.7,‘1 + (1 - ‘9).732 c C

Un punto de la forma 6121 +...+0x con 1 +0s+...+0, =1y 6; >
0,2=1,...,k es llamado, combinacion convexa de puntos xq,xs,..., T, €
C. Es posible probar que un conjunto es convexo si y sélo si contiene a
cualquier combinacién convexa de sus puntos.

15
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. A\

Figura 2.1: a) conjunto convexo, b) conjunto no convexo.

Definicién 2.1.2 (Cono). Un conjunto C' es llamado cono si para todo
x € Cy0 >0setiene #x € C. Un conjunto C' es cono convexo si es cono
y es convexo, es decir, para cualquier x1,x9 € C'y 01,05 > 0 se tiene

t91.731 + 821’2 € C

Un punto de la forma 6121 + ... + Opxy con 61,05,...,60, > 0 es una
combinaciéon conica de x1,xs,...,x. Si x; estd en un cono convexo C'
entonces toda combinacion coénica de z; € C. Inversamente, un conjunto
C' es un cono convexo si y sélo si, este contiene a todas las combinaciones
cénicas de sus elementos.

Ejemplos

A continuacién se dan algunos ejemplos importantes de conjuntos con-
Vexos.

= Un segmento de linea es un conjunto convexo.

Un rayo que tiene la forma {zo + 6r|# > 0} donde v # 0, es convexo
y es cono convexo si su base zy = 0.

El semiplano de un hiperplano es convexo.

Una bola euclideana es un conjunto convexo.
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= Un elipsoide, es decir, un conjunto de la forma
E={z|(x — 20)' P (x —x0) < 1}
con P simétrica y positiva definida, es un conjunto convexo.
» El cono "barquillo” asociado a la norma || - || es el conjunto
C={(z,0)|l]z|| <t} S R™.
Este conjunto es convexo.

» Un poliedro se define como el conjunto solucién de un ntmero finito
de igualdades y desigualdades lineales,

P:{x]a?:vgbj, J=12,....m, c?x:dj, j=12,....p}

Este conjunto resulta de la interseccion de un ntimero finito de semi-
plamos e hiperplanos. Es facil probar que un poliedro es un conjunto
COnvexo.

2.1.1. Operaciones que preservan convexidad

Una operacion que juega un papel importante en la teoria de convexi-
dad es la interseccion, debido a que preserva la convexidad de conjuntos
CONVEXOS.

Si S, S5 son conjuntos convexos entonces S; M Sy también lo es. Esta
propiedad se puede extender a un nimero infinito de conjuntos convexos,
es decir, si S, es convexo Va € A, entonces Nye 45, €s convexo, por lo que
los conos convexos también son cerrados bajo interseccion.

Ejemplo 2.1.3. Un poliedro es intersecciéon de hiperplanos y semiplanos los
cuales son conjuntos convexos, por tanto es un conjunto convexo.



18 CAPITULO 2. OPTIMIZACION CONVEXA

En el ejemplo anterior se establecié la convexidad de un conjunto ex-
presando a este como la interseccién de semiplano. Es facil mostrar que
todo conjunto convexo cerrado es una interseccion (usualmente infinita) de
semiplanos. De hecho, un conjunto convexo cerrado S es la intersecciéon de
todos los semiplanos que lo contienen, es decir,

S = N{H|Hes un semiplano, S C H}.

2.2. Funciones convexas

Definicién 2.2.1. Una funcién f: A C R® — R es convexa si A es un
conjunto convexo y si para cada z,y € Ay 0 <0 <1, se tiene que

f0z+ (1 —0)y) <Of(x)+ (1—0)f(y).

Decimos que una funcién es estrictamente convexa si la desigualdad es
estricta, siempre que x # y y 0 < 6 < 1. Decimos que f es concava si — f
es convexa, y estrictamente concava si —f es estrictamente convexa.
Geométricamente una funcién convexa es aquella en la que el segmento de
linea entre los puntos (z, f(z)) y (y, f(y)) esta por encima de la grafica de
f. En la figura 2.3 se da un ejemplo de una funcién convexa en R.

* (v, f(w))

(z, f(x)) =

Figura 2.2: Grafica de una funcién convexa en R.
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Ejemplos
Los siguientes son ejemplos de funciones convexas en R.
1. Funcién exponencial: e** es convexa en R para cualquier a € R.
2. Funcién potencia: % es convexa en R, cuandoa > 10oa < 0.

3. Potencia de valor absoluto: |z|? con p > 1, es convexa en R.

Es facil probar la convexidad de estas funciones usando la definicién 2.2.1
o verificando que la segunda derivada es no negativa.

Lo siguientes son ejemplos de funciones convexas en R"

1. Toda norma en R" es convexa.
2. La funcién f(x) = max{xy,zs,...,x,} es convexa en R".

3. La funcién f(z,y) = log(e™ +e"+...,e") es convexa en R" y puede
interpretarse como una aproximaciéon diferenciable de la funcion max,

ya que

max{zy, o, ..., rn} < f(x) <méx{zry,zs,...,2,} +logn, Vo € R".
La convexidad de estos ejemplos puede ser probada verificando la desigual-
dad de la definicién 2.2.1 o probando que el Hessiano es semidefinido posi-

tivo. Utilizando la definicion de funcién convexa probaremos la convexidad
de los ejemplos 1 y 2.

Convexidad de las normas:
Si f:R" — R esunanormay 0 <# <1, entonces

fOx+ (1 —=0)y) < f(0x) + f((1—0)y)
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=0f(x) +(1-0)f(y),

esto se sigue de la desigualdad del triangulo y de la homogeneidad de una
norma.

Convexidad de la funciéon méx(x):
Para todo 0 < 0 < 1, la funcién f(z) = méx{zy,xs,...,z,} satisface

f(0z+ (1 —0)y) = méx(0z; + (1 — Oy;)
< fmaxzx; + (1 — 0)maxy;

=0f(x) + (1 =0)f(y).

Funciones afines

Una funcién f : R* — R™ es llamada afin si es resultado de una
suma de funciones lineales y una constante, es decir, tiene la forma f(z) =
Ax + b, donde A € R™*" y b € R". Supongamos que S C R" es convexo y
f:R®™ — R™ es una funcién afin. Entonces la imagen de S bajo f

f(9) = {[f(z)|lx € 5}

es convexa. Similarmente, si f : R¥ — R" es una funcién afin, la imagen
inversa de S, bajo f

F7H8) = {zlf(x) € S}

€S convexa.

Epigrafe de una funcion

La gréfica de una funcion f : A C R® — R se define como el conjunto

{(z, f(z))|x € A},
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que es un subconjunto de R"*!. El epigrafe de una funcién se define como
epif = {(z.D)lx € A, f(z) <},

que es también un conjunto de R"*!. “Epi”significa “sobre”, por tanto
epigrafe significa, “sobre la grafica”. Esta definicién se ilustra en la figura
2.4. El concepto que liga a los conjuntos convexos con la funciones convexas
es precisamente el epigrafe de una funcion.

epif

Figura 2.3: Epigrafe de la funcion f.

Proposiciéon 1. Una funcion es convexa si y solo si su epigrafe es un
conjunto convexo.

Muchos resutados sobre funciones convexas son probados geométrica-
mente usando el epigrafe y aplicando resultados para conjuntos convexos.
Como un ejemplo, consideremos la condicién de primer orden para conve-

xidad:
fy) > f2) + V) (y — ),

donde f es convexa y x,y € dom f. Es posible interpretar esta desigualdad
en términos del epigrafe de f. Si (y,t) € epi f, entonces

t> fly) > flx)+ V() (y—x).
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Condiciones de primer orden

Supongamos que f es diferenciable (V f existe en cada punto del domi-
nio de f que es un conjunto abierto). Entonces f es convexa si y sélo si el
dominio de f es convexo y ademéds

fy) = @)+ Vi@)(y - =)

se satisface para todo x,y en el dominio de f. En la figura 2.5 se ilustra
este hecho.

flu)

fla) + V()T (y— )

“lz, f(x))

Figura 2.4

La desigualdad de la definicion muestra que a partir de la informacion
local de una funcién convexa es posible derivar informacién global. Esta
es posiblemente la propiedad mas importante de las funciones convexas
y permite explicar algunas propiedades notables de funciones convexas y
problemas de optimizaciéon convexa.

Condiciones de segundo orden

Supongamos que f: A C R®™ — R es dos veces diferenciable, es decir,
su Hessiano o segunda derivada V2f existe en cada punto de A, que es
un conjunto abierto. Entonces f es convexa si y sélo si A es convexo y su
Hessiano es semidefinido positivo para cualquier x € A, es decir

V2f(a:) = 0Vx e A.
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Ejemplo 2.2.2. Consideremos la funcién cuadrética f : R® — R, definida
por
flz)=(Q1/2)a'Pr +q'z +r,

con P € R™™ ¢geR"yreR Yaque Vif(z) = P, Vx € R", f es
convexa si y sélo si P es una matriz definida positiva.

2.3. Problemas de optimizaciéon convexa

Utilizamos la notacion

min fo(x),
s.a fi(r)<0,i=1,2,...,m
hi(z)=0,i=1,2,...,p.

para describir el problema de encontrar un x que minimice la funcién fo(x)
entre todos aquellos que satisfacen las condiciones

filx) <0y hi(z) =0.

La funcién fy(z) es llamada funcidn objetivo o funcion de costo. Las de-
sigualdades f;(z) < 0 son llamadas restricciones de desigualdad y las ecua-
ciones h;(z) = 0 son llamadas restricciones de igualdad. El conjunto de
puntos

(2.1)

m p
D = ﬂdom fiﬂﬂdom h;,
i=0 i=1
es llamado dominio del problema de optimizacién.

Un punto z es factible si satisface las restricciones de igualdad y de-
sigualdad. El problema 2.1 es factible si existe al menos un punto z factible.
Al conjunto de todos los puntos factibles se le conoce como conjunto fac-
tible.
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El valor 6ptimo del problema 2.1 se define como
p* = min{ fo(x)|fi(z) <0,i=1,2,....,m, hi(z) =0,i=1,2,...,p.}

Decimos que z* es un punto 6ptimo si es factible y fo(z*) = p*. El conjunto
de todos los puntos 6ptimos se denota por,

Xopt = {az\fl(a:) S 0771 = 17' -, Mm, hl(.fﬂ) = Oa Z = 17' -y Dy fo(l‘) :p*}

Si existe un punto 6ptimo para el problema 2.1 decimos que el valor é6ptimo
es alcanzado, por tanto es soluble.

Si x es factible y f;(z) = 0 decimos que la i-ésima restriccion de de-
sigualdad f;(z) < 0 es activa en x. Si f;(z) < 0 decimos que es pasiva. Las
restricciones de igualdad son activas en todos los puntos factibles. Deci-
mos que una restricciéon es redundante si al omitirla el conjunto factible no
cambia.

Una propiedad importante de los problemas de optimizacion convexa
es el hecho de que cualquier 6ptimo local es también un 6ptimo global.

Problemas de optimizacion convexa en forma estandar

Un problema de optimizacién convexa tiene la siguiente forma

min fo(c), (2.2)
s.a fi(r) <0,i=1,2,...,m,
alr=b;,i=1,2...,p.

donde f; es convexa para ¢ = 0,1,...,m. Comparando con el problema
2.1, el problema convexo tiene tres condiciones adicionales:

1. La funcién objetivo debe ser convexa.
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2. Las restricciones de desigualdad deben ser funciones convexas.

3. Las restricciones de igualdad deben ser funciones afines.

El conjunto factible de un problema de optimizaciéon convexa es un
conjunto convexo ya que resulta de la interseccién del dominio del problema

D= ﬁdomfi

1=0

que es un conjunto convexo. Por tanto en un problema de optimizacion
convexa, se minimiza una funcién objetivo convexa sobre un conjunto con-
vexo. Si la funcién objetivo es estrictamente convexa, entonces el conjunto
6ptimo contiene a lo més un punto.

Con un pequeno abuso de notaciéon podemos referirnos al problema
(2.2) como un problema de optimizacién concava si fy es concava y las
restricciones de desigualdad son convexas. El problema de optimizacion
concava es facil de resolver minimizando la funcién objetivo — fo(x).

Problema epigrafe

El problema epigrafe es una variacién del problema estandar (2.1) el
cual se puede expresar de la siguiente forma

minimizar ¢ (2.3)
s.a folz)—t<0,i=1,2,...,m,
hi(x) =0,i=1,2,...,p.

conzx € R"ytelR

Es facil ver que este problema es equivalente al problema original. (x,t)
es un 6ptimo para (2.3) si y sélo si # es un éptimo del problema (2.1)
y t = fo(z). La funcién objetivo del problema epigrafe es una funcién
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linear en las variables z,t. El problema epigrafe puede ser interpretado
geométricamente como un problema en el espacio grdfica (x,t) en el que
se minimiza t sobre el epigrafe de f; sujeto a las restricciones en z. Esto
puede observarse en la figura 2.6.

i

7

epi fi ya

(z*,1%)

Figura 2.5: Interpretacién geométrica del problema (2.3)

Problemas de optimizacién lineal (LP)

Cuando la funcién objetivo y las restricciones son funciones afines el
problema de optimizacién se conoce como problema de programacion lineal.
este tipo de problemas tienen la siguiente forma

minimizar c'z + d (2.4)
sujeto a Gx <X h
Ar = B.

donde G € R™*" y A € RP*™, Este es un ejemplo de problema de optimi-
zacion convexa. La interpretacién geométrica de un problema de progra-
macién lineal se muestra en la figura 2.7.
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Figura 2.6: P representa el conjunto factible. Las curvas de nivel de la
funcién objetivo son planos ortogonales a ¢

Problemas de optimizacién cuadratica(QP)

El problema de optimizacién convexa 2.2 es llamado problema de pro-
gramacion cuadrdtica cuando la funcién objetivo (que es convexa) es una
funcién cuadratica y las restricciones son funciones afines. Un problema de
programacion cuadratica se expresa como sigue

1
minimizar éxtpx + 2tz + 1, (2.5)
sujeto a Gx < h,
Ar = b,

donde P € R*", G € R™" y A € RP*". En un problema de programacién
cuadratica se minimiza una funcién cuadrética sobre un poliedro como se
muestra en la figura 2.7.

Programacién cénica de segundo orden (SOCP)

Un problema relacionado al problema QP es el problema de programa-
cién conica de segundo orden conocido como SOCP por sus siglas en inglés,
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,Violz®)
T*
P
Figura 2.7
el cual se expresa de la siguiente forma
minimizar f'z, (2.6)
sujeto a ||Ayx + bills < cdlx +d;, i =1,2,...,m,

Fr=g.

donde x € R"™ es la variable de optimizacién, A; € R"*" y F € RP*™

Una restriccién de la forma
[|[Ax + bl]y < 'z +d

donde A € R¥*" es conocida como restriccion cénica de sequndo orden ya
)

que es similar a pedir que la funcién afin (Ax + b, c'z + d) se encuentre en

el cono de segundo orden RF*1.

2.3.1. Transformacién de un QCP en un SOCP

Un QCP (problema de optimizacién con restricciones cuadraticas) se
define como sigue
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minimizar c'z (2.7)

sujeto a 2'Qux + 2¢iw +v; < 0,i=1,...,p,

donde la variable de optimizacién es x € R" y los parametros ¢ € R", ~; €
R, ¢ € R" y ); € R"™" definida positiva Vi = 1,...,p. Sin pérdida
de generalidad vamos a asumir que la funcién objetivo es lineal. Como
(); es positiva definida Vi = 1,...,p. entonces podemos escribir ); =
V!V para algin V; € R™*",

Observemos que
7' Qir + 2¢ix + v <0 = 42'Qur < —4(v; + 2¢ix)
= 4a'VVir < (1= (% + 24j2))? — (1 + (v + 2¢j))?

{ Wi ]t[ Wi

< (1 —~; —2¢tx)?
1+ +2¢x 1+’yi+2qf:c}—(1 Vi — 24;%)

2Vix

<1— —2q¢.
=3 e [ 522

Por tanto el problema (2.7) es equivalente al siguiente SOCP

minimizar c'z (2.8)

sujeto a <l—9i—2¢z, i=1,...,p.

2Vix
1+ +2¢x

2.4. Dualidad

Consideremos el problema de optimizacién estandar
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minimizar fo(x) (2.9)
sujeto a fi(x) <0,i=1,2,...,m,
hz(l') :O,izl,,...,p.

Supongamos que el dominio D # ) y denotemos al valor éptimo de (2.7)
por p*. Definimos el Lagrangiano L : R" x R? — R asociado el problema
(2.7) como

Lz, \v) = folz) + Z Aifi(z) + Z vihi(z)

con dom L=D x R™ x RP. Denotemos por )\; al multiplicador de Lagrange
asociado a la i-ésima restriccién de desigualdad f;(z) < 0, similarmente
vamos a denotar por v; al multiplicador asociado a la i-ésima restriccion
de igualdad h;(z) = 0. Los vectores A, v son llamados vectores duales o
multiplicadores vectoriales de Lagrange asociados al problema (2.7).

Funcién dual de Lagrange

Definimos la funcién dual de Lagrange, g : R™ x RP — R como el
valor minimo del Lagrangiano sobre . Para A € R™ y v € R?

g\, v) =infL(x,\ V)

x€D

=inf(fo(z) + Z Aifi(z) + Z vihi(z)).

xz€D

Cuando el Lagrangiano es no acotado inferiormente la funcién dual toma
el valor —oo. La funcién dual produce cotas inferiores para el valor éptimo
p* de (2.7). Para cualquier A = 0y v se cumple que

g(A,v) <p”. (2.10)
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Ejemplo 2.4.1. Consideremos el problema de optimizacién

minimizar 'z,

sujeto a Ar = b.

donde A € RP*"™ Observemos que este problema no tiene restricciones de
desigualdad y tiene p restricciones de igualdad. El Lagrangiano del proble-
ma es

L(z,v) = 2'x + v'(Ax — b),
con dominio R™*P. La funcién dual estd dada por g(v) = infL(x,v), co-

mo L(z,v) es una funcién cuadratica convexa de x podemos encontrar el
minimo de la condicién de optimalidad haciendo

V.L(z,v) =2z + A'v =0,

entonces r = —%Aty. La funcién dual esta dada por
L
g(v) = L(~5 A v)

1
= —Z—lytAAtV — bt

que es una funcién concava cuadratica con dominio R?. La propiedad (2.8)
establece que para cualquier v € R? se tiene

1
—ZVtAAtV — by < inf{xz’| Az = b},

Ejemplo 2.4.2 (Programacion lineal estdandar). Consideremos un LP en
forma estandar

minimizar ¢’z (2.11)
sujeto a Ar = b,
x > 0.
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que tiene tiene restricciones de desigualdad f;(z) = —x;, i =1,2,...,n.

El Lagrangiano de (2.9) es

L(z,\v) =z + V' (Ax — b) — Z)\xz

v+ (c+A+ Nz
por tanto la funcion dual de este problema es
g\ v) = ir;fL(a:, A V)
= —b'v+ inf(c+ A+ P

Una funcién lineal es acotada inferiormente cuando esta es identicamente
cero, entonces g(\,v) = —oo excepto cuando

bty si Al v—MA4+C =0
(A v) =
—00 otro caso

notemos que ¢ es finita solo sobre un conjunto afin propio de R™ x RP. La
propiedad de cota inferior es no trivial sélo cuando A = 0y A'v—A+c =0,
cuando esto ocurre —b'v es una cota inferior del valor éptimo del problema

(2.9).

Problema dual de Lagrange

Para cada par (\,v) con A > 0, la funcién dual de Lagrange nos pro-
porciona una cota inferior para el éptimo p* del problema (2.7). De esta
manera se tiene una cota inferior que depende de los parametros A y v. Una
pregunta natural es ;Cudl es la mejor cota inferior que podemos obtener
de la funcion dual de Lagrange? Esto nos lleva al siguiente problema de
optimizacién

maximizar g(\, v) (2.12)



2.4. DUALIDAD 33

sujeto a A > 0.

Este problema se conoce como Problema dual de Lagrange asociado al
problema (2.7). En este contexto el problema original (2.7) es llamado pro-
blema primal.

El término dual factible para describir a la pareja (A, v) con A = 0y g(\,v) >
oo ahora toma sentido. Esto implica como el nombre lo sugiere que (A, v) es
factible para el problema dual. A partir de ahora nos referiremos a (\*, v*)
como el dual 6ptimo o multiplicadores de Lagrange 6ptimos (si estos exis-
ten) para el problema (2.10).

El problema dual de Lagrange es un problema de optimizacion convexa
ya que la funcién objetivo a maximizar es concava y las restriciones son
funciones convexas. Esto sucede a pesar de que el problema primal no sea
convexo.

FEjemplo 2.4.3 (Lagrangiano dual de un LP). En el ejemplo (2.4.2) se mostré
que la funcién dual de Lagrange para el problema de programacion lineal
estandar

minimizar 'z, (2.13)
sujetoa Ax =0
xz > 0.

estda dado por

—blv si Al v—\+C =0
—00 otro caso.

g\ v) = {

Estrictamente hablando, el problema dual de Lagrange de un LP estandar
es maximizar esta funcion dual g sujeta a A > 0, i.e.,

max g(A, v), (2.14)
sujeto a A = 0.
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aqui g es finita sélo cuando A'v—A+c = 0. Es posible formular un problema
equivalente haciendo estas restricciones de igualdad explicitas.

maximizar — b'v (2.15)
sujeto a A'v — A +¢c=0
A= 0.

Este problema a su vez puede ser expresado como

maximizar — b'v (2.16)
sujeto a A'v — X +¢ > 0.
que es un LP con restricciones de desigualdad. Con un abuso de termino-

logia nos referimos al problema (2.13) o (2.14) como el Lagrangiano dual
de un LP estandar.

Ejemplo 2.4.4 (Lagrangiano dual de un LP con restricciones de desigual-
dad.). De forma similar podemos hallar el problema dual de Lagrange de
un LP con restricciones de desigualdad.

minimizar ¢’z (2.17)

sujeto a Ax = b.

El Lagrangiano de este problema es

L\ v) =ca+ \N(Ax —b)
= —b'A+ (A'z + o)'n,

por lo que

g(\) = igfl)(ac, A)
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= —b'\ + inf(A'x + ¢)'x.

Observemos que el infimo de una funcién lineal es —o0, excepto cuando
es identicamente cero, entonces la funcién dual es

—bv si Al v—A+C =0
—00 otro caso.

g\ v) = {
La variable dual A = 0 es factible si A = 0y A\ + ¢ = 0.
El dual de Lagrange del problema (2.15) es maximizar g sobre todos

los A > 0. De nuevo podemos reformular esto explicitamente incluyendo
las condiciones de factibilidad duales como restricciones

maximizar — b'\, (2.18)
sujeto a AN +¢ =0
A >0,

que es un LP estandar.

Notemos la interesante simetria entre los LP estdandar y estandar con
restricciones y sus respectivos duales. El dual de un LP estandar es un LP
con restricciones de desigualdad y viceversa. Es facil verificar que el dual
de Lagrange de (2.16) es equivalente al primal (2.15).

Dualidad débil

El valor 6ptimo del problema dual de Lagrange es por definicién la
mejor cota inferior que podemos encontrar para la solucién p* del problema
primal de la funcién dual de Lagrange, i.e.,
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que se mantiene incluso cuando la funcién objetivo del problema primal es
no convexa, esta propiedad es llamada Dualidad débil.

La desigualdad de dualidad débil (2.17) se preserva aun cuando d* y p*
son infinitos. Por ejemplo si el problema primal es no acotado inferiormen-
te, es decir, p* = —o00, se tendra que d* = —o0, i.e., el problema dual no es
factible. Inversamente si el problema dual es no acotado superiormente, es
decir, d* = oo entonces, p* = 00, es decir el problema primal no es factible.

La diferencia p* — d* es conocida como brecha de dualidad éptima (op-
timal duality gap en inglés), ya que esta es la diferencia entre el 6ptimo
primal y la mejor cota inferior que se puede obtener de la funcién dual de
Lagrange. La brecha de dualidad éptima siempre es no negativa.

La desigualdad (2.17) en ocasiones es utilizada para encontrar una cota
inferior del valor éptimo cuando el problema primal es dificil de resolver,
ya que el problema dual es siempre convexo y en algunos casos puede ser
resuelto eficientemente para encontrar d*.

Dualidad fuerte y calificacion de restricciéon

Si la igualdad p* = d* se satisface, es decir, la brecha de dualidad es
cero, entonces decimos que la dualidad fuerte se cumple. Esto significa
que la mejor cota que podemos obtener de la funciéon dual de Lagrange es
estrecha. La dualidad fuerte en general no siempre se cumple, pero si el
problema original es convexo, i.e., tiene la forma

minimizar fy(x)
sujeto a f;(x)
Ax =0,

con fy, ..., fm convexas, usualmente (pero no siempre) se tendré dualidad
fuerte.
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Hay algunos resultados que establecen condiciones en el problema, mas
alla de la convexidad, bajo los cuales la dualidad fuerte se cumple. Estas
condiciones son llamadas calificaciones de restriccion.

Una calificacion de restriccion simple es, por ejemplo, la desigualdad de
Slater: Existe un x € Relint D tal que

fi(z) <0y Az =b.

Tal punto es en ocasiones llamado estrictamente factible ya que las restric-
ciones de desigualdad se satisfacen con desigualdad estricta. El teorema de
Slater establece que la dualidad fuerte se mantiene si la condicién de Slater
se cumple y el problema es convexo.

La condicion de Slater puede ser refinada cuando algunas de las restric-
ciones de desigualdad f; son afines, es decir, si las primeras k restricciones
de desigualdad f1, fo, ..., fr son afines, entonces, la dualidad fuerte se cum-
ple siempre que se cumplan las siguientes condiciones que mas débiles:

Existe un x € Relint D con

File) <0,i=0,1,....k filx)<0,i=1,2....,m
Az =b.

En otras palabras las desigualdades afines no necesitan cumplirse con de-
sigualdad estricta.

Ejemplo 2.4.5. Recordemos el problema (2.4.1)

minimizar 2z,

sujeto a Ar = b.

Su dual asociado es el problema de
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o 1
maximizar — ~v'AA'w — by
que es un problema concavo cuadratico sin restricciones.

La condicion de Slater simplemente establece que el problema primal es
factible, i.e., p* = d* siempre que b € R(A), es decir p* < co. De hecho para
este problema siempre tendremos dualidad fuerte, incluso cuando p* = oo.
Este es el caso cuando b ¢ R(A), entonces existe z, con A’z =0, bfz # 0.
Se sigue que la funcion dual es no acotada superiormente a lo largo de la
recta {tz|t € R} entonces d* = oo también.

Condiciones de 6ptimalidad KKT

Supongamos que fo, f1, ..., fm, b1, he, ..., h, son diferenciables (y por
lo tanto tienen dominios abiertos). Sea z* y (A*,v*) los 6ptimos prima-
les y duales respectivamente con brecha igual a cero. Como z* minimiza
L(z, \*,v*) respecto a x se sigue que su gradiente debe anularse en z*, i.e.,

V folw +Z/\ Vfi(x +Zylw (2.20)

Entonces las siguientes

fr)<0i=1,2,...,m,
hi(z*)=0i=1,2,...,p,
Af>0i=1,2,...,m,

A fi(z") =0,

son llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Para un problema convexo se tiene que las condiciones KKT son sufi-
cientes para los puntos que sean 6ptimos primal y dual. En otras palabras,
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si las f; son convexas, las h; son afines, y ademas Z, A, v son puntos que
satisfacen las condiciones de KKT, entonces = y (A, 7) son éptimos primal
y dual respectivamente con brecha de dualidad igual a cero.

En resumen para cualquier problema de optimizacién convexa con fun-
cién objetivo y restricciones diferenciables, cualquier punto que satisfaga
las condiciones de KKT son primal y dual 6ptimos y tienen brecha de dua-
lidad igual a cero.

Si un problema de o6ptimalidad con restricciones y funcién objetivo
diferenciables satisface la condicion de Slater, entonces las condiciones de
KKT proporcionan condiciones necesarias y suficientes para la éptimalidad:
La condicién de Slater implica que si el la brecha es cero y el éptimo dual
es alcanzado, entonces, x es 6ptimo si y sélo si hay (A, v) que junto con
x satisfacen las condiciones de KKT. Las condiciones de KKT juegan un
papel importante en optimizacién. En algunos (muy pocos) casos especiales
es posible resolver las condiciones de KKT analiticamente.
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Capitulo 3

Seleccion de portafolios
robustos

Para comenzar este capitulo vamos a suponer que se tienen n activos,
el vector de rendimientos de los activos sobre un periodo simple es deno-
tado por 7 € R™ donde el activo i retorna (1 + ;) pesos por cada peso
invertido. Asumiremos que los rendimientos de los activos en periodos de
tiempo distintos son variables aleatorias que se distribuyen normales y que
son independientes. Vamos a suponer también que no estan permitias las
ventas en corto, es decir, ¢; > 0Vi =1,2,...,n.

Para poder iniciar con el planteamiento de los problemas de selecion de
portafolios robustos es necesario definir los siguientes conjuntos.

Ss={Z:T=%+A>0, A=A [[N2AN2| <y} (3.1)

con g = 0y N > 0, es decir, g es semidefinida positiva y N es definida
positiva, notacion que utilizaremos de aqui en adelante.

Sm=A{f:i=po+SeR" |G| <, i=1,...,n} (3.2)

41
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Llamamos a Sy, y .S, conjuntos de incertidumbre pues adquieren la es-
tructura de regiones de confianza en torno a los estimadores de los parame-
tros en cuestion.

Como se explico en el primer capitulo, la posiciéon de un inversionista
en el mercado es descrita por un portafolio gg € R” donde la i-ésima compo-
nente ¢; representa el porcentaje de su riqueza inicial invertida en el activo
i, asi el rendimiento 7 del portafolio gz? esta dado por

7y ~ N(u'¢, ¢"S9)
donde ji denota al vector de medias y 3 denota a la matriz de varianza-
covarianza muestral de los rendimientos de los activos.

El objetivo de un inversionista es maximizar el rendimiento de la inver-
sion sujeta a ciertas restricciones sobre el riesgo. Un modelo matematico
para la seleccion de este portafolio fue propuesto por Harry Markowitz en
1952 y asumia que el valor esperado de los rendimientos E[rg], asi como la
covarianza Var[ry] son valores conocidos. En este modelo el rendimiento
de la inversién es el valor esperado del rendimiento del portafolio E[r] y
el riesgo asociado es la varianza Var(ry]. El objetivo del inversionista es
elegir un portafolio gz?* que tenga minima varianza entre todos aquellos que
tienen un valor esperado mayor o igual que cierto valor «, es decir gz;* es la
solucion del problema de optimizacion cuadratico convexo

minimizar Var(ry), (3.3)
sujeto a E[ry] > a,
1'¢ = 1.
un inconveniente del modelo de Markowitz es el hecho de que el por-

tafolio éptimo gg* es demasiado sensible a los parametros del mercado
(E[ry), Var[ry]) puesto que usualmente son obtenidos de datos ruidosos,

frecuentemente ¢* amplifica el ruido. Al introducir “medidas de incertidum-
bre” en los modelos de mercado, intentaremos corregir dicha sensibilidad a
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perturbaciones. Con el objetivo de obtener portafolios que se desempenen
mejor, es necesario representar la incertidumbre de la informacion de los
parametros del mercado mediante los conjuntos S,, y Sx. Estos portafolios
son soluciones de problemas de optimizaciéon min-max apropiadamente de-
finidos, llamados problemas de seleccion de portafolios robustos.

El problema robusto andlogo al modelo de Markowitz es el siguiente:

i wx Varlr, 3.4
min  mix Var(fy], (3.4)

s.a min E[ry] > a,
{aesSm}

1'¢ = 1.

El objetivo del problema robusto de seleccion del portafolio de minima va-
rianza (3.4) es minimizar el peor caso de la varianza del portafolio sujeto
a la restriccion de que el peor caso del rendimiento esperado del portafo-
lio es al menos a. Lo que se espera de esta nueva formulacion es que la
sensibilidad de la solucién éptima del problema sea significativamente mas
pequena que la del problema clasico (3.3).

Un problema estrechamente relacionado es el problema robusto de ren-
dimiento maximo. En este problema el objetivo es maximizar el peor caso
del valor esperado del rendimiento sujeto a una restriccion sobre el peor
caso de la varianza, es decir, se requiere resolver el siguiente problema de
optimizacién
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max min F[ry, 3.5
min B[ (35)
s. a max Var[ry] <A,
{XeSs}
1'¢ = 1.

3.1. Seleccién del portafolio robusto de mini-
ma varianza

En esta seccion se realizara un analisis detallado del problema robusto
de minima varianza (3.4). Se demostrard que para los conjuntos de incer-
tidumbre definidos en (3.1)-(3.2) el problema se reduce a un problema de
programacién coénica de segundo orden (SOCP). En consecuencia, el pro-
blema dual podra ser resuelto de la misma forma.

El problema robusto de minima varianza se define de la siguiente manera

i ix {¢'S¢ 3.6
min max {30} (3.6)
sa min 7'¢ > a,
{ﬁesm}ﬂqs_
' = 1.

Haciendo un cambio de variable podemos plantear (3.6) como

minimizar v (3.7)

s.a & AYHY <
{§£ﬁ¢(ﬂ_v

/. —t ne
min >«
(oin i ¢ > a,

1'¢ = 1.
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Un caso particular de este problema es aquel en el que los conjuntos
de incertidumbre son finitos, es decir, Sy = {¥1,%s,...,5,} v S, =
{p1, 2, . . ., s} entonces el problema se transforma en el siguiente

min v (3.8)
sa ¢Spd<wv, Vk=12,...,p,
,Jktggz a, YVek=1,2,...,s,
' = 1.

Si los conjuntos Sy, y S,, no son finitos, definimos A = N~V/2AN~1/2 de
esta manera

méx{¢'S¢ : T € Sy}
= méx{¢ (Zo+ A)d: A = A!, [[NT2AN"2|| <1, 50+ A = 0}
= méx{¢'Too + (N'20) A(NY24) : ||A]| < 5, Bo + NY2ANY? = 0}
< ¢'0¢ + n(N'/?6)" (N'2g). (3.9)

donde (3.9) se sigue de las propiedades de la norma de una matriz.

Como ||A|| = méx {|N(A)|} y N = 0, la cota (3.9) es alcanzada

1<i<m
cuando

- INSNG)
N2

a no ser que ¢ = 0. Por lo tanto (3.9) estd dado por

¢ (o + 7N)¢ (3.10)
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y es alcanzado cuando
- N¢o'N
A* — %
P'N¢t,

ano ser que ¢ = 0. Ya que o+ NV/2ANY2 = 0, se sigue que la desigualdad
en (3.9) es de hecho una igualdad, por tanto

méx{¢'Sp: B € Sx} = ¢'(Bo + 7N) . (3.11)

Cuando los conjuntos de incertidumbre S, y Sy son definidos como en
(3.1) y (3.2) el peor caso de los rendimientos de un portafolio fijo estd dado
por

min_i'é = pbé — 7'|4; (3.12)
{HeSm}

por tanto de (3.9) y (3.10) el problema (3.7) puede reformularse como

min v
sa ¢'(Zo+nN)g <v
pod —7'1¢l > a, (3.13)
' = 1.
claramente este no es un SOCP, sin embargo, al no permitir las ventas en

corto, el problema se plantea de la siguiente manera

min v

2S¢
1—v
:uf)g_ ,.77552 a,
I'¢ =1,
6:>0Vi=1,...,n. (3.14)

s.a <l+4v
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donde 3y + 7N = S'S.

Claramente este problema es un SOCP y puede ser resuelto de mane-
ra eficiente usando la paqueteria computacional necesaria, ademas el cos-
to computacional es similar al de resolver un problema de programacion
cuadratica.

3.2. Seleccién del portafolio robusto de maxi-
mo rendimiento

El problema robusto de maximo rendimiento estda dado por

maximizar min i'¢ (3.15)
{AeSm}

a. max {o'8e}r <\
5.4 {;ng;}{qﬁ o} <A,

1'¢ =1,
o; > 0.

De (3.2) y (3.10) el problema anterior es equivalente al siguiente pro-
blema

—

maximizar (u — y)'¢ (3.16)
s (S0 + iN)F < A
I'g=1,
¢ > 0.

Al igual que el problema robusto de minima varianza, el problema (3.16)
puede ser planteado como un SOCP de la siguiente manera
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(3.17)

=]
jav]
7.
=]
N
jov)
=
=
|
2

con ¥g + nIN = S'S.

3.3. Conjuntos de incertidumbre

Como se explico en secciones anteriores, dar un tratamiento especial
a los errores estadisticos que povienen de los datos que se utilizan para
calcular el portafolio 6ptimo es de gran importancia para obtener mejo-
res resultados por lo que en esta seccién se construiran teoricamente los
conjuntos de incertidumbre Sy, y S,.Estos resultados seran utilizados en
secciones posteriores para realizar los experimentos numéricos del portafo-
lio robusto.

3.3.1. Conjunto de incertidumbre para X

Cémo se explico en capitulos anteriores el conjunto de incertidumbre
se define como

Sy ={2:2=%+A>0, A=A"|[N2AN"2| <} (3.18)

con 3o = 0y N > 0 y ademds la norma ||A|| estd dada por el maximo de
los eigenvalores de A.

Nuestro nuevo propésito es ”hallar” un método para parametrizar este
conjunto de incertidumbre. Sea ¥ la matriz real de varianza-covarianza
(desconocida) de los rendimientos y sea 3y el estimador de maxima ve-
rosimilitud de X obtenido de los rendimientos. Se sabe que si p < m, es
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decir, el nimero de observaciones es mayor a la dimension de la matriz,
entonces ¥, > 0 con probabilidad 1 y entonces

o ~ Wy ((p - D)

donde W,(A) denota una distribucién Wishart con ¢ grados de libertad
centrada en la matriz A; es decir la funcién de densidad de f(X,|X) estd
dada por

c|(2)—1|(p—1)/2|zml,(p—m—?)/?e—[((p—l)/?)Tr(E*Eml)]7 St = 0,
0, c.0.C.

FSml®) = {

Un argumento muy similar establece que X, pertenece al conjunto

S ={Z:T=N+A%0, A=A ||[Z2AS?| <} (3.19)

con probabilidad w™ si la cota [ es la solucion de la ecuacion

Fr, (L4 B) — Fr,(1— ) =w (3.20)

donde .Zp, denota la funcién de distribucién acumulada de una variable
aleatoria I'((p — 1)/2,(p 4+ 1)/2). Supongamos que § < 1, o equivalente-
mente, W™ < Wmae(p) = (F1,(2))™. Entonces se tiene

1S (E = S S| (3.21)
ST SHYES e SRAT0 YD S M) Shevl Shevls Sl
< S VS 2 [[SYA(E — Sp) B |22
.8

1-p’

donde (3.21) se sigue del hecho de que X, € . por tanto de (3.21) se
tiene que
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S =2 Tm+A =0, A=A |Zn VAL,V < 1i

—p
contienen un w"-regioén de confianza para la matriz de covarianza real X; es
decir, una parametrizacién natural del conjunto de incertidumbre en (3.18)
esYo=N=X,1yn= %, asi el conjunto de incertidumbre en (3.18)
queda completamente parametrizado considerando la regién de confianza
alrededor del estimador de méxima verosimilitud.

}

3.3.2. Conjunto de incertidumbre para i

Recordemos que el conjunto de incertidumbre para el vector de medias
de los rendimientos ji se define como

Spm=Af:li=10+SeR" |G| <, i=1,...,n} (3.22)

El método de estimadores de méaxima verosimilitud establece que a partir
del estadistico de Hotelling se puede obtener una regién de confianza al
(1 — a)100 % para el vector de medias de una normal multivariada con
matriz de varianza-covarianza desconocida (ver Andlisis Multivariante de
César Sanchez [?]) de la siguiente forma:

o n—p, ., N 1/ > N
{iicR": T(uo — )"0 (1o — i) < fon-pal (3.23)

donde ¥4 es la matriz de varianza-covarianza muestral y fig es el vector de
medias calculado de los datos. Esta regién constituye un elipsoide en RP
centrado en (i cuyos ejes van en la direccion de los eigenvalores de ¥g v
la longitud de los radios es

\/)\_z\ / %fp,n—p,a-

Partiendo de lo anterior existen tres métodos diferentes para obtener el
conjunto de incertidumbre S,,.
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T de Student

El método de la T de Student es un método muy eficiente para calcular
intervalos de confianza para las componentes del vector ji el cudl asegura
que los intervalos de confianza para la componentes de (i estan definidos

por
. diag(X . diag(X
<,U/0 - tn—l,a/Qﬂu o + tn—l,a/2ﬂ> .

v v

con t,_14/2 €l cuantil 1 — /2 de la distribucién T de Student con n — 1
grados de libertad. De este modo el conjunto de intervalos contienen a ji con
una proabilidad de 1 — «. El nivel de confianza se refiere a la probabilidad
individual de cada intervalo por lo que la probabilidad de que todos los
intervalos simulteaneamente contengas a la componente correspondiente
de i serd en general menor al nivel de confianza fijado.

Método de Scheffé

Para poder satisfacer el nivel de confianza simultaneo es preciso modi-
ficar la construccién de los intervalos haciendolos mas amplios. Una forma
eficiente de ampliarlos es cambiando el valor ¢,,_; 4/2 por una constante ade-
cuada. El método para obtener estos intervalos es conocido como Método de
Scheffé el cual define los nuevos intervalos de confianza simultaneos como

. p f Vdiag(Zo) + p f V/ diag(3o)
Mo n—op p,n—p,o \/ﬁ y Mo n—op p,n—p,a \/ﬁ

Método de Bonferroni

Otro método para obtener intervalos de confianza simultaneos es el
M¢étodo de Bonferroni. Es una alterativa valida cuando se requieren una
cantidad finita de intervalos simultaneos ya que no esta basado en la na-
turaleza probabilistica del problema en cuestién (a diferencia del mpetodo
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de Scheffé). El fundamento de este mpetodo radica en la subaditividad de
la probabilidad.

En este caso os intervalos de confianza se determinan dela siguiente
manera

. diag(Xo) diag(Xo)
(ﬂo — tnfl,a/QpTa o + tnfl,a/QpT .

3.4. Modelo factorial

En esta seccién se presentara un procedimiento para obtener el porta-
folio robusto de minima varianza desde un enfoque estadistico, planteando
los rendimientos de los activos como un modelo de factores. En este caso
asumiremos nuevamente que el rendimiento 7 en un periodo simple es una
variable aleatoria dada por

F=[i+Bf+¢ (3.24)

donde i € R" es el vector de medias de los rendimientos, f ~N(0,F) e R"
es el vector de factores que explican los rendimientos, B € R™*" es la ma-
triz de carga de los factores y € ~ N(0,D) es el vector de residuos de
los rendimientos. Otro supuesto importante que haremos es que el vec-
tor de residuos € es independiente del vector de factores f La matriz de
covarianza F es positiva definida y la matriz de covarianza D = diag(cf)
es semidefinida positiva. Con lo anterior definido, vamos a suponer que el
vector de rendimientos es una variable aleatoria normal multivariada con

media f{ y matriz de covarianza B'FB + D lo cual se denota como sigue

7~ N(ji, BFB + D).

Supongamos que los elementos diagonales d; de la matriz de covarianzas

D yacen en un intervalo [d;, d;| es decir, el conjunto de incertidumbre Sy
para la matriz D se define como sigue
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Sy ={D: D = diag(d),d; € [d;,d;], i=1,...,n}. (3.25)

Supongamos también que las columnas de la matriz B son conocidas y que
B pertenece al conjunto eliptico de incertidumbre S, dado por

Sy ={B:B=By+W, |[Will, <pii=1,....n}, (3.26)

donde W; es la i-ésima columna de la matriz W y |[|[W]|, = VWIGW
denota la norma eliptica de W con respecto a una matriz simétrica y
positiva definida G.

Asumiremos que el vector de medias de los rendimientos pertenece al
conjunto de incertidumbre S,, dado por

Sw={fi:fi=pn+E|&G| < i=1,...,n} (3.27)

asi cada componente de /i yace dentro de cierto intervalo. La eleccion de los
conjuntos de incertidumbre es motivada por el hecho de que la matriz de
carga factorial y el vector de medias de los rendimientos /i son estimados
por el método de regresion lineal. La justificacién de la estructura de los
conjuntos de incertidumbre asi como la elecciéon adecuada de la matriz G
y las cotas ~;, ps, d;, d;, i=1,...,n serdn discutidos mas adelante.

Puesto que

-

75 ~ N(¢'fi, §'(B'FB + D)),

el problema de minima varianza esta dado por

—, —.

. _’tBtFB tD 3.28
min {g@gsxb}{gb b+ {gleasf}{¢ ¢}, (3.28)

. . —t 7
sujeto a  min fi'¢ > «a,
{aeSm}

1'¢ = 1.
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en este caso las cotas d; < d; < d; implican que gzgthg < qgtﬁgzg, donde
D = diag(d). Como hemos asumido que la matriz de covarianza de f es
estrictamente positiva definida, la funcién ||z||; : © — V2!Fz define una
norma en R™. Asi (3.22) es equivalente al siguiente problema robusto de
minimos cuadrados aumentado

min maz ||Bo|[> + ﬁtﬁ_’, 3.29
maz B3} + 55 (3:29)
sujeto a  min jitd > a,
! {ﬁesm}ﬂ ¢2
¢ = 1.

al introducir variables auxiliares v y ¢, podemos reformular (3.23) como
sigue

minimizar v + 0 (3.30)
s.a maz ||[Bol|2 < v,
ag 1B <
¢'D¢ < 6,
. —t -
mn >,
{ﬁeSm}M ¢2
T'¢ = 1.

Si suponemos que S, y S, son conjuntos finitos, entonces el problema se
transforma en el siguiente

min A +9 (3.31)
. Bio|[2 <\, VE=1,...
5. a {glean}l‘ k’¢||f— ) ) S,
¢'D¢ < 4,
fo>a Vk=1,...,r
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' = 1.

al igual que los problemas anteriores este problema puede transformarse
facilmente en un SOCP.

En el articulo de El Ghaoui and Lebret [4] se demostré que para el
conjunto

Sy ={B:B=Bg+ W, [|[W| =/Tr(WW) < p}

el problema puede ser aun transformado en un SOCP.

Cuando los conjuntos de incertidumbre S,,, y .5, son definidos como en
(3.20) v (3.21) el peor caso de los rendimientos de un portafolio fijo esta
dado por

min 6 = ubd — 71 (3.32)
HESm

y el peor caso de la varianza es el siguiente

maximizar [|(Bo + W)¢|[2, (3.33)
sujeto ||Will, <pii=1,...,n.
Ya que las restricciones ||[W,||, < p;, i =1,..., N implican que
N N N
Wl = 1> 6iWilly < D _1ailllWilly <D _pilodl, (3:34)
i=1 i=1 i=1

el problema de optimizacion se transforma en el siguiente.

maximizar |[Bod + wl[?, (3.35)

sujeto a ||wl|, <,
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donde r = j'|¢| = SN pildil, lo cual implica que el valor éptimo de (3.26)
satisface (3.24).

La funcién objetivo de (3.29) es convexa, por tanto, la solucién éptima
w* yace en la frontera del conjunto admisible, i.e, ||[w*||, = .

Para:=1,2,...,n, definimos
‘d)l‘ r 9 )
W: — (3.36)
ﬁw*, en otro caso.
Es claro que ||W}||, = p;, Vi = 1,..., N, entonces, W* es una solucién

de (3.24), ademéds W*¢ = SN gbZW* = w*. Por tanto el valor éptimo de

(3.27) y (3.29) es el mismo. Asi, para un portafolio fijo qzﬁ, el peor caso de
la varianza es menor que v si y solo si,

max +yl2<wv 3.37
{y:nyuggr}Hyo ¥l (3:37)

donde yo = Bog y = p|¢).

Los siguientes lemas resultan de gran utilidad para transformar la res-
triccién (3.31) en una coleccién de restricciones conicas de segundo orden,
lineales de igualdad y desigualdad.

Lema 3.4.1. Seanr,v >0, yo,y € R" y F, G € R™™ matrices positivas
definidas. Entonces la restriccion

max +yl2<wv 3.38
{y:”yHggr}Hyo vl (3.38)

es equivalente a la siguiente coleccion de restricciones:

Existe 7,0 > 0 yt € R que satisface
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v>T+ Ttt, (3.39)

donde QAQ! es la descomposicion espectral de H = G™Y2FG~1/2, A =
diag(Ni) y w = Q'H'/2G'2y,.

Lema 3.4.2 (Procedimiento .%). Sea Fj(z) = F'AT + 2b/7 + ¢;, i =
L,...,p, funciones cuadrdticas de ¥ € R™. Entonces Fo(Z) > 0 VT tal que
F;(¥)>0,1=1,...,p, si existe 7; > 0 tal que
co bl £ ¢; bt
_ N v 0.
b ]l K=

Ademdas, si p =1 se satisface la contrario si existe Ty tal que F1(Zy) > 0.

La prueba de este lema puede encontrarse en [2] (Convex Optimization
pg. 657 y 658).

Demostracion. (Lema 3.3.1.)
Haciendo 4 = rjj y usando el hecho de que ||Z]|? = 7 - Z se tiene que

max  ||yo+ gl|2 < v
{zzzuzmggr}uyo lly

es equivalente a

7Fij0 — 2rge'Fy — r*y'Fy +v > 0 (3.40)

para toda 3 tal que 1 — Gy > 0.
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Como 3 = 0 es estrictamente factible para 1 — §'Ggy > 0, entonces el
procedimiento . implica que (3.34) se satisface para todo 1 — §'Gy > 0
si y solo si existe 7 > 0 tal que

v—1—45'Fjp —ri'F

M = { —rFyp 7G — r?F

] = 0. (3.41)

Sea H = G™/2FG~/2 y su descomposicién espectral QAQY, con A =
diag()\) y definimos @ = Q'H'2G'/2y; = AV2Q!G /%45, Observemos que
yoFyo = W entonces la matriz M = 0 si y sélo si

M 1 0!
0 QtG 1/2 0 G—l/QQ
v—1 — w0l —rat AY?
—rAw I —1r3A
>~ 0.

El complemento de Schur de los renglones y columnas distintas de cero
de 7I — 72A estd dado por

ot 9 wi; w? (3.42)
v—T—wda—r E — | =v—-T7- E :
. T — TQ)\Z' . 1— U)\i
BT£r2) 1o F#1

donde o = r?/7.

Por tanto la matriz M es semidefinida positivasiT > 72\, Vi =1,...,m, w; =

0 para toda i tal que 7 = r2)\; y

Se sigue que
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max + 2§V
wimaz llyo vl

siy sélo siexisten o, 7>y t € R7* tal que

vVZ>T+ th;
r? =or,
(1—oXi)t;, i1 =1,2 ,
o< !
= Anae(H)

]

Definicién 1. Dado Bg € R™*" y F, G € R™™ positivas deﬁ@idas, se
define ' (Bo,F,G) como el conjunto de todos los vectores (r;v; ¢) € R x
R x R™ tal que (r,v,yo = Bo¢@) satisfacen

v > 14 1, (3.43)
1
/\max(H) ’

L2 =+

< =
Hl_a)‘_t]H l—oX+t,1=1,...,m.

Donde QAQY es la descomposicion espectral de H = G™V2FG~ Y2, A =
diag()\;) yw = QHY2G/%y,

o<

Puesto que no se permiten ventas en corto, de (3.26), (3.32) y la defi-
nicién (1) se sigue que (3.23) puede ser reformulado como sigue

min v + 4, (3.44)
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251/2(;
1—6
(' — 71 > a,
' =1,

-,

(T; v, ¢) S %(B07F7 G)

<149,

este problema es también un SOCP.

La construcciéon de los conjuntos de incertidumbre en el caso del modelo

factorial puede ser consultada en [6] (Robust Selection Problems).



Capitulo 4

Resultados numeéricos

En esta seccion se presentaran los resultados obtenidos al resolver numéri-
camente alguno de los problemas tedricos planteados en el capitulo anterior.
El objetivo principal de estas pruebas computacionales es el de hacer una
comparacion entre el resultado de calcular el portafolio éptimo desde un
enfoque clasico y el de realizarlo desde el enfoque robusto. En la primer
parte se presentardn los resultados de calcular un portafolio robusto en
el que se trabaja con conjuntos de incertidumbre finitos, el caso continuo
se presentara en la segunda parte de este capitulo. En el caso del Modelo
Factorial no fue posible obtener resultados numéricos consistentes debido
a que la tarea de encontrar los factores adecuados no es tan simple, por
tanto se deja este problema planteado para trabajos futuros. Para obtener
los resultados numéricos se utilizé el paquete CVX de Matlab, desarro-
llado por Stephen P. Boyd y Michael C. Grant el cual es un paquete con
un gran alcance diseniado para resolver problemas de optimizacion convexa.

Se tomaron las series financieras correspondientes a los precios diarios
de las acciones de seis empresas que operan en México (Liverpool, Elektra,
Sports World, Walmart, Chedraui y Samborns). Ya que los datos de las se-
ries se tomaron diariamente se decidié construir la matriz de rendimientos
y multiplicarla por 100 para no trabajar con niimeros muy pequenos.
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Con el objeto de tener un portafolio que sirviera de referencia para com-
parar los resultados obtenidos a través de los distintos métodos existentes
para obtener un portafolio 6ptimo se tomo el periodo del 18 de enero al
17 de noviembre del 2017. La matriz de varianza-covarianza asi como el
vector de medias de los rendimientos obtenidos son los siguientes:

22018 —0.2952 —0.2541 01832 03172 0.0037 —0.0372
—.20952 125312 (.0125 030533 —0.2131 (L0758 (1.5222

5 —0.2541  0.0125 31067 —0.0978 —0.0235  0.0375 . 0.0924
n 01832 030523 —0.0978 L2780 0.1102 0.0657 P B 0.1176
03172 —0.2131 —0.0235 01102 21764 —0.1835 (.006S8

[ 00037  0.0758 0.0375 00657  —0.1835 16405 [—[l.[lli’-]

Con estos datos se calculd el portafolio 6ptimo desde el enfoque clési-
co, el cual se muestra a continuacion. Se incluye también su volatilidad y
rendimiento asociados.

—

dr = (0.1021,0.0782,0.1614, 0.3342, 0.1442, 0.1799), o = 0.67, r = 0.09.

Los datos utilizados para probar los modelos propuestos en esta tésis fueron
los de las acciones de las empresas ya mencionadas. El periodo que se tomo
en este caso fue del 2 de enero al 31 octubre (dos semanas antes del periodo
de referencia). La matriz de varianza-covarianza y el vector de medias de
los rendimientos para este periodo son los siguientes:

|' 23565  —0.2080 —0.2279  0.2377  (.4238 n.umH'| |' —tJ.nﬁ‘zﬂ'|
—0.2080 124701 00568 03041 —0.1741  0.0649 0.5020
= —0.2270 00568 34088 —0.0854 —0.0331  0.0480 . 0.0456
T 02377 08041 —0.0854 13310 02462 00819 | T | 0.0649
04238 —0.1741 —0.0334  0.2462 25592 —(.1647 0.0034

(G 1s 0.0649  0.0481 L0820 —0.1647  1.6820 —0.0126
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4.1. Conjuntos de incertidumbre finitos

En esta seccién se realizaron los experimentos numéricos necesarios pa-
ra probar la metodologia propuesta en el caso en que los conjuntos de
incertidumbre se asumen finitos, se resolvié el problema (3.8) planteado
en el capitulo 3. En este caso se calcularon cuatro diferentes portafolios,
en cada uno se plantearon cuatro distintos escenarios para la matriz de
varianza-covarianza 3 y cuatro escenarios para el vector de medias fi, el
valor de a = 0.09 fue elegido tomando la media de las entradas de fip. En
las siguientes tablas se muestran los resultados obtenidos.

(51 (0.0431, 0.1378, 0.1535, 0.3532, 0.1302, 0.1822)
h 2172 = EO +5 X% 10_2, 2475 = 20 +1x ].0_2
0| jhs=fin£5x 107, fia = i £Lx 1077
o 0.8324

r 0.0950

Tabla 4.1

52 (0.0502, 0.1307, 0.1572, 0.3471, 0.1313, 0.1880)
b 2172 = 20 +5 x 10_2, 2475 = EO +1 x 10_2
A firg = fio £ 5 X 1077, jigg = pip £ 1 x 10~
o 0.8172

r 0.0905

Tabla 4.2
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(/;3 (0.0509, 0.1299, 0.1572, 0.3471, 0.1313 0.1880)
h 2172 =oEH X 1074, 2475 =3oE1xX 1074
fi | e =0+ 5x 107 figq = o+ 1 x107°
o 0.7848
r 0.0900
Tabla 4.3
(54 (0, 0.2140, 0.1597, 0.3994, 0.1086, 0.1181)
h 2172 =oEH X 1076, 2475 =3oE1X 1076
fi | flig=pio£5x 1072 figg = o £1x 1077
o 0.9961
r 0.14
Tabla 4.4

En las Tablas 4.1 y 4.2 podemos notar que los portafolios obtenidos
tienen volatilidades similares ya que las perturbaciones realizadas en estos
casos son cercanas. El portafolio 4 tiene el riesgo més alto, esto es resultado
de que la perturbacion realizada en el vector de medias fue muy grande en
relacion a los otros casos. Como podemos notar el portafolio con el mejor
compartamiento fue el portafolio 3 ya que tiene el menor riesgo de los 4 con
un rendimiento de 0.09 que coincide con el que se obtuvo en el portafolio

de referencia.

4.2. Conjuntos de incertidumbre no finitos

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al suponer que
los conjuntos de incertidumbre no son finitos. Los datos utilizados fueron
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los mismos que se presentaron al inicio de este capitulo. Se utilizo el mis-
mo portafolio ¢ de referencia obtenido anteriormente para comparar los
resultados.

4.2.1. Portafolio robusto de minima varianza

En lo sucesivo se presentaran los resultados obtenidos al resolver numéri-
camente el problema robusto de minima varianza (3.14) que se desarrolld
en el capitulo anterior. Para resolver este problema es necesario definir una
matriz N, un vector 7 y un escalar 1. Recordemos que en este caso la ma-
triz N puede ser tomada como la matriz Xg.

En la seccién 3.3 se desarrollé un método para obtener una regién de
confianza para la matriz de varianza-covarianza X lo cual se utiliz6 para ob-
tener el valor de n = 0.3647. En el capitulo 3 se desarrollaron tres métodos
diferentes para calcular el vector 4 (Bonferroni, T de Student y Scheffé),
en la Tabla 4.5 se muestran los resultados obtenidos en cada método

Método ~
Bonferroni (1) | (0.1085, 0.2496,0.1322, 0.0815, 0.1131, 0.09168)
T de Student (2) | (0.2059, 0.4735, 0.2509, 0.1547, 0.2145, 0.1739)
Scheffé (3) (0.3789, 0.8715, 0.4616, 0.2847, 0.3948, 0.3200)

Tabla 4.5

Usando estos resultados para los conjuntos de incertidumbre del vector
de medias se calculé el portafolio robusto en cada caso. En la siguiente tabla
se muestran los portafolios obtenidos asi como el riesgo y el rendimiento
asociado a cada uno.
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=

o r o
C | 0.7844 | 0.0900 | (0.0510 0.1299,0.1527,0.3471, 0.131 0.1880)
B 1.88 0.23 (0, 0.3965, 0, 0.6034, 0, 0)
T 00 0 (0,0,0,0,0,0)
S 00 0 (0, 0,0, 0,0,0)
Tabla 4.6

En la Tabla 4.5 podemos observar que tan grande son los cojuntos de
incertidumbre para el parametro ji. El método de Bonferroni aporta re-
giones mas pequenas. De la tabla 4.6 podemos ver que solo en el caso de
Bonferroni se obtuvo un portafolio diferente del trivial lo cual se debe a que
la perturbacién maxima que se hace al pardmetro es menor que en los otros
dos casos. Como podemos notar el tamano del conjunto de incertidumbre
si es de relevancia en este problema.

En la Figura 4.1 se grafico la frontera eficiente de los datos reales, es
decir, el periodo del 18 de enero al 17 de noviembre del 2017. Se grafico el
riesgo y el rendimiento asociados al portafolio obtenido mediante el método
clasico de Markowitz y el obtenido mediante el método de Bonferroni.
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Figura 4.1: Problema robusto de minima varianza.

4.2.2. Portafolio robusto de maximo rendimiento

En esta seccion se presentaran los resultados obtenidos al resolver el
problema robusto de méaximo rendimiento (3.17) desarrollado en el capitilo
anterior. Los datos utilizados para obtener el portafolio de referencia y el
portafolio robusto son los mismos que en el problema robusto de minima
varianza. Recordemos que en este problema es necesario fijar una cota A
para la varianza de el portafolio, en este caso el valor de A = 3.9830 fue
elegido tomando la media de las varianzas de cada activo. El portafolio de
referencia obtenido en este caso es el siguiente:

—

¢r = (0,0.5403,0.0874,0.3723,0,0), o = 1.9957, r = 0.3340.
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Se calcul6 el problema clasico de méaximo rendimiento asi como tres por-
tafolios robustos distintos correspondientes a los distintos métodos desa-
rrollados para obtener el conjunto de incertidumbre para ji. En la Tabla
4.7 se muestran los resultados obtenidos.

=

o r )

C | 1.9957 | 0.3000 | (0, 0.5421, 0.1101, 0.3478, 0, 0)
B | 1.7083 | 0.0999 (0, 0.4333, 0, 0.5666, 0, 0)
T | 1.7083 | -0.0386 (0, 0.4333, 0, 0.5666, 0, 0)
S | 1.1537 | -0.2199 (0,0,0,0,1,0)
Tabla 4.7

En la tabla 4.7 podemos observar que en este caso el tamano del con-
junto de incertidumbre del parametro fi no trajo problemas ya que en los
tres casos fue posible obtener una solucién diferente de la trivial. A igual
que en el problema anterior el método de Bonferroni dié mejores resulta-
dos, en este caso el riesgo del portafolio obtenido es menor que en el caso
del portafolio de referencia. Notese que los portafolios obtenidos via T de
Student y Bonferroni tienen el mismo riesgo sin embargo tienen distinto
rendimiento. Como se explicé el los problemas anteriores, los resultados
obtenidos dependen de que tanto se perturbe el vector de medias o la ma-
triz de varianza-covarianza. En este caso el resultado nos dice que si somos
mas pesimistas respecto al comportamiento del vector de medias de los
rendimientos, el resultado sera un portafolio con mayor pérdida.
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Frontera eficiente de los datos reales.

Figura 4.2: Problema robusto de maximo rendimiento.

En la Figura 4.2 se grafico la frontera eficiente de los datos reales y
se muestra el riesgo y el rendimiento asociado a cada portafolio obteni-
do.Como podemos ver los portafolios obtenidos usando los conjuntos de
incertidumbre construidos mediante la T de Student y Scheffé no resulta-
ron satisfactorios pues no se ubican en la frontera eficiente de los datos.
El portafolio obtenido mediante el modelo clasico se encuentra cerca de la
frontra eficiente sin embargo su riesgo es mayor que el obtenido resolviendo
el problema robusto de maximo rendimiento.
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Conclusiones

El problema de seleccién de un portafolio éptimo es bastante suscep-
tible a la incertidumbre que proviene de los datos que se utilizan para
resolverlo por tanto es importante darle un tratamiento especial tomando
en cuenta los conjuntos de incertidumbre de los parametros que se utilizan.
Al intentar trabajar este tipo de problemas es necesario replantearlos como
problemas mini-max los cuales bajo ciertas condiciones pueden ser trans-
formados en problemas lineales con restricciones cuadraticas o conicas de
segundo orden. Al realizar los calculos para obtener el portafolio é6ptimo
robusto se constatd que no hay diferencia entre resolverlos como problemas
con restricciones cuadraticas o como SOCP ya que tienen el mismo costo
computacional.

En el caso en el que se asume que los conjuntos de incertidumbre son
finitos se escogieron los distintos escenarios de manera arbitraria pero cabe
mencionar que en los resultados obtenidos se pudo observar que el portafo-
lio que aporté mejores resultados fue aquel en el que se definiero escenarios
con variaciones muy pequenas respecto al escenario original. Es importan-
te mencionar esto ya que como se explicard mas adelante el tamano de la
perturbacion si influye en la solucion del problema.

La construcciéon de los conjuntos de incertidumbre es una parte impor-
tante en este trabajo pues como se explico en la seccién 3.3 existen distintas
maneras de calcular el conjunto de incertidumbre para el vector de medias
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{i, sin embargo como se vio en la seccién de resultados el tamano de es-
tos conjuntos si resulté relevante en la resolucién del problema robusto de
minima varianza. Los conjuntos obtenidos a partir de los métodos de la T
de Student y de Scheffé no fueron del todo ttiles ya que aportaron conuntos
de incertidumbre muy grandes de tal suerte que el problema de optimiza-
cién no pudo ser resuelto. A pesar de lo antes mencionado en el caso del
problema robusto de maximo rendimiento el tamano de los intervalos no
fue problema para poder obtener el portafolio. Cabe mencionar que los
mejores resultados se obtuvieron utilizando el método de Bonferroni.

Resolver el problema del portafolio robusto desde el enfoque del mo-
delo factorial es un problema complejo debido a que conseguir los factores
adecuados es una tarea complicada. Uno de los principales obstaculos es
elegir factores tiles, es decir, factores que expliquen satisfactoriamente el
comportamiento de los rendimientos de las acciones. Otro de los problemas
que se presentaron fue la falta de informacién ya que una vez definidos los
factores nos encontramos con que la informacion con la que se cuenta en las
redes es bastante limitada. Por los anteriores motivos el desarrollo de este
problema de seleccién del portafolio robusto solo se estudié teoricamente
dejando la aplicacion para trabajos futuros.

Como pudo observarse en la seccion 4.2 el portafolio de referencia tuvo
una volatilidad de 0.67 y un rendimiento de 0.09. Sin embargo el portafolio
robusto en el que se calculé el conjunto de incertidumbre de i mediante el
método de Bonferroni arrojé una volatilidad de 1.88 y un rendimiento de
0.23. Esto significa que este es el peor escenario en la inversién al que se
enfrentara el inversionista tomando en cuenta el peor comportamiento de
los parametros del modelo.

El problema de maximo rendimiento no presento los problemas que pre-
sento el problema de minima varianza respecto al tamano de los conjuntos
de incertidumbre obtenidos mediante los diferentes métodos ya menciona-
dos. Como se explico en el parrafo anterior, los resultados obtenidos hablan
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del resultado al que un inversionista puede exponerse si decide tomar en
cuenta un comportamiento demasiado pesimista en los parametros. Esto
se ejemplifica en los resultados del modelo robusto de maximo rendimiento
pues como puede verse en la tabla 4.7 el portafolio obtenido via Bonferroni
tiene la misma volatilidad que el obtenido via T de Student. El rendimiento
en el segundo caso corresponde a una pérdida lo cudl es resultado de haber
tomado un conjunto de incertidumbre mas amplio para el vector de medias

—

Q.
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