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Capitulo 1

Introduccion

El flujo de agua en canales es un fenémeno que tiene una variada aplicacién en problemas
importantes tales como inundaciones, flujos de rios, canales de riego, vaciado de depdsitos,
rotura de presas, etcétera. Especificamente, el tema de inundaciones es una de las motivacio-
nes de esta tesis. Con esto en mente se necesita primero entender el modelo que describa el
movimiento del agua en un cauce y generar una metodologia robusta para simularlo numéri-
camente, lo cual es el propdsito de este trabajo.

En este trabajo utilizamos las ecuaciones de Saint-Venant o de aguas someras unidimen-
sionales para modelar los cambios de caudal y profundidad de un liquido a lo largo de un
canal abierto o de superficie libre. Estas relaciones son un conjunto de ecuaciones diferenciales
hiperbdlicas y pueden interpretar como una contraccién de las ecuaciones de aguas someras
en 2 dimensiones.

Las ecuaciones de aguas poco profundas fueron desarrolladas por el matematico e ingenie-
ro francés Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant en 1871 y vienen de las ecuaciones
de conservacion de masa y de momento lineal. Bajo las suposiciones de que el flujo es incom-
presible y que la presion es hidrostética, se pueden derivar de la integracion vertical de las
ecuaciones de Navier-Stokes.

Cabe mencionar que son extensamente ocupadas en modelos computacionales dado que
son significativamente mas faciles de resolver que la version en dos o tres dimensiones. Su
aplicacién va desde flujo de rios hasta analisis de rotura de presa o salto hidraulico. Por estas
caracteristicas es un modelo adecuado para generar un software robusto en 1D. Sin embargo
en un futuro se emplearan modelos 2D y 3D adaptando la metodologia desarrollada.

Cuando se desea resolver numéricamente una ecuacion diferencial parcial o un sistema
de ellas se puede escoger algiin método de la gran variedad que existen, entre los que se
encuentran diferencias finitas, elementos finitos y voliimenes finitos. Todos estos suelen usarse
en la solucion de la parte espacial. Si ademés se desea resolver un problema no estacionario
existen otra diversidad de técnicas empleadas para tratar esto. Entonces, la pregunta se
reduce a que combinacion de estas técnicas es la adecuada. Como es de esperarse, cada uno
tiene ventajas y desventajas. Ver (Hesthaven y Warburton, 2007; Toro, 2001)
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Por ejemplo, el método de volumen finito (VF) aproxima la solucién sobre un conjunto
de elementos que discretizan el espacio suponiendo que en el centro de cada elemento la so-
lucion es constante. Esto permite que el método sea capaz de trabajar con mallas complejas.
Asi mismo, es necesario el calculo de los flujos numéricos en las interfaces de los elementos,
llevando a distintos tipos de métodos de volimenes finitos. Sin embargo este método no per-
mite que el orden de precisién aumente de manera sencilla; de hacerlo se pierde la flexibilidad
geométrica de la malla.

Otro tipo de esquema es el método de elemento finito (EF), el cual usa la formulacién
variacional del problema original y toma la idea de discretrizar el espacio en elementos, con
la diferencia de que en cada uno de ellos la solucion es aproximada por una base de funciones.
Esto permite un alto orden de precisién simplemente aumentando el nimero de las funciones
base. No obstante, necesita construir un sistema algebraico de ecuaciones que puede ser muy
costoso de resolver.

Por su parte, el método de Galerkin discontinuo (GD) es una clase de método de elemen-
to finito. Al igual que en EF, GD busca una aproximaciéon a la solucién de la formulacion
variacional del problema original. Esta aproximacién se obtiene tomando la proyeccién de
la solucién buscada sobre un espacio de dimension finita, cuya base permite funciones dis-
continuas que generalmente son polinomios a trozos. Por otro lado, la manera de tratar las
interfaces de los elementos estd ligada a los métodos de volumenes finitos, ya que se emplean
los flujos numéricos o solvers de Riemann desarrollados para VF. De esta manera, GD puede
verse como una combinacion de los métodos de EF y VF.

Debido a lo anterior, Galerkin Discontinuo tiene cierta ventaja sobre el método de EF: la
posibilidad de mallados arbitrarios (mallas no conformes), completa libertad de cambiar los
grados de los polinomios en cada elemento independientemente de aquellos en los vecinos,
estructura de datos extremadamente local (estd enfocada en el elemento y sus fronteras),
no es necesario ensamblar una matriz global, liberando la demanda de memoria de disco y
facilidad de paralelizar el método.

Sin embargo, como es de esperarse, también tiene desventajas. Una de ellas es el aumento
de grados de libertad, causada por mantener el esquema local. Por ejemplo, en el caso de
elementos lineales, los grados de libertad se duplican. Ademads, debido a que las funciones
base son discontinuas, los términos que involucran segundas derivadas se deben tratar con
métodos especiales que necesariamente llevan a un aumento del nimero de incognitas. Una
discusion mas amplia sobre las ventajas y desventajas de este método puede consultarse en
(Li, 2005)

Por ultimo, senalamos que la técnica de Galerkin discontinuo se ha escogido para el
desarrollo de esta tesis, debido a que puede capturar ondas de choque y de rarefaccion que
aparecen frecuentemente en la solucién de las ecuaciones de Saint-Venant, asi como posibles
soluciones con discontinuidades o gradientes pronunciados (declives muy marcados). Para
lograr esto y generar un software robusto se prueban los métodos de Euler hacia adelante y
de Runge-Kutta de segundo orden para la integracion en el tiempo. También se reescriben
dichos esquemas para que satisfagan la propiedad de disminuir la variacién total (TVD) y



se compara su desempeno con las versiones originales, al igual que en VF se requiere incluir
limitadores de pendiente para disminuir las oscilaciones espurias que aparecen en zonas no
diferenciables de la solucién. Este trabajo sigue lo expuesto en ((Cockburn et al., 1989;
Cockburn y Shu, 1989; Hesthaven y Warburton, 2007; Khan y Lai, 2014).

Breve historia del método

El método de Galerkin discontinuo se presenté por primera vez en (Reed y Hill, 1973) para
resolver la ecuacién estacionaria de transporte de neutrones. La solucién obtenida se calculd
elemento por elemento y éstos se ordenaron en la direccion de las caracteristicas debida a la
naturaleza lineal del problema.

En (LeSaint y Raviart, 1974) se realizé el primer andlisis numérico del método, donde de-
muestran convergencia O(h™) sobre una malla general con tridngulos y convergencia O(h™ 1)
para una malla con cuadrilateros de tamano h usando una aproximacion local por polinomios
de grado N. M4s tarde en (Johnson y Pitkédranta, 1986) se prob6 que el método tiene una
tasa de convergencia de hV*1/2 para mallas generales. En (Godlewski y Raviart, 1996) y en
(Hesthaven y Warburton, 2007) se establecen cotas para el error en los espacios de Sobolev
particionados.

Las primeras aplicaciones del método involucraron la propagacién de ondas en medios
elasticos (Wellford y Oden, 1975), modelado de ecuaciones parabdlicas (Jamet, 1978) y si-
mulacién de flujos viscoeldsticos (Fortin y Fortin, 1989). En (Chavent y Salzano, 1982) se
aplicé para resolver leyes de conservacién no lineales unidimensionales, con elementos lineales
en el espacio y el método de Euler hacia adelante para la integracién temporal. El esquema
resulto ser inestable a pesar de usar un paso de tiempo muy restrictivo. Para remediar esto,
en (Chavent y Cockburn, 1989) se introdujo un limitador de pendiente adecuado, obteniendo
un esquema que disminuya la variacién total en las medias (TVDM por sus siglas en inglés) y
un esquema con variacion total acotada (TVB). Estos esquemas fueron estables para nime-
ros de Courant-Friedrichs-Lewy menores a 1/2. Pero estos esquemas solo fueron de primer
orden y el limitador afect6 la calidad de la solucion en regiones suaves. Este problema fue
corregido en (Cockburn y Shu, 1991) al utilizar el método de Runge-Kutta de segundo orden
TVD para integrar el tiempo y un limitador de pendiente mejorado. Este esquema resulté ser
linealmente estable para nimeros CFL menores a 1/3, manteniendo la exactitud en regiones
suaves, asegurando soluciones discontinuas sin oscilaciones y convergencia a la solucién de
entropia. Més tarde, en (Cockburn y Shu, 1989) se extendié este resultado a métodos de
Runge-Kutta de mayor orden para leyes de conservacién con limitadores de pendiente gene-
rales. Ademads estos resultados se ampliaron a sistemas unidimensionales, (Cockburn et al.,
1989) y multidimensionales (Cockburn et al., 1990).
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1.1. Objetivos de la tesis

El objetivo general de la tesis es simular el flujo de agua en canales rectangulares con
cama irregular y friccién y seccién transversal homogénea.

1.2. Objetivos especificos

Con el fin de entender el problema y la metodologia se consideran los siguientes objetivos
especificos:

1. Estudio de la teoria de las ecuaciones hiperbélicas, problema de Riemann, condiciones
de Rankine-Hugoniot y condiciones de entropia, sistemas lineales y cuasilineales de
ecuaciones hiperbdlicas y condiciones de frontera.

2. Derivacion de las ecuaciones de Saint-Venant en 1D y 2D.

3. Descripcion del método de Galerkin Discontinuo, de los esquemas TVD y de los limi-
tadores de pendiente.

4. Tratamiento del problema seco-mojado.
5. Realizar diferentes pruebas:

a
b

Rotura de presa sobre cama mojada o seca, con y sin friccion.

Salto hidraulico.

)
)

¢) Flujo de agua sobre un bol parabdlico.

d) Diversos regimenes de flujo de agua sobre un tope.
)

e) Flujo de agua sobre una cama irregular.

1.3. Estructura de la tesis

El presente documento se organiza en 6 capitulos. En el primero se presenta una intro-
duccion al tema de estudio, las ideas principales y una breve historia del método de Galerkin
discontinuo y de los métodos TVD que se utilizaron. Conjuntamente aparecen los objetivos
de la tesis. En el segundo capitulo se derivan las ecuaciones de aguas someras y la solucion
analitica de ellas para el caso homogéneo.

El capitulo tres muestra la discretizacion de los modelos por medio del esquema de Galer-
kin discontinuo, incluyendo las funciones de forma, las transformadas isoparametricas y los
flujos numéricos. Los métodos de integracion en el tiempo se describen en el capitulo cuatro
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junto con las propiedades TVD, TVB y TVBM de los métodos de integracién temporal, asi
como la formula del limitador de pendiente.

El capitulo cinco engloba las simulaciones desarrolladas para las ecuaciones de aguas poco
profundas en varios escenarios. El iltimo capitulo incluye las conclusiones del trabajo y las
posibles ideas para un trabajo futuro.

En los anexos, se presenta el método de las caracteristicas y las propiedades que deben
presentar las condiciones de frontera para ecuaciones hiperbdlicas.






Capitulo 2

Las ecuaciones de aguas someras

En este capitulo se detalla el modelo fisico a resolver, derivandolo a partir de las ecua-
ciones de conservacién de la masa y el momento tridimensional. Se muestra que con el fin de
reducir el nimero de variables, tanto independientes como dependientes, se utilizan algunas
simplificaciones para llegar al problema de flujo en una superficie libre en dos dimensiones.
Finalmente, se presentan las ecuaciones con las que se trabajara en todo este documento, es
decir, las ecuaciones de aguas someras unidimensionales.

Por otro lado, con motivo de comparar las soluciones obtenidas numéricamente en el pro-
blema de rotura de presa, se desarrolla la soluciéon analitica para el problema de Riemann
con estas ecuaciones en el caso homogéneo. Para lograrlo se aplica el método de las carac-
teristicas y las invariantes de Riemann. Mas detalles sobre este método se puede consultar
en el apéndice A y en (Mattheij et al., 2005).

2.1. Derivacién de las ecuaciones de aguas someras

La derivacién de las ecuaciones de aguas someras estd basada en lo expuesto en (Toro,
2001). Este anélisis necesita de las suposiciones siguientes:

a) No hay erosién ni acrecion en el lecho.

=3

La densidad es constante y el fluido incompresible.

(@]

Sélo actua la fuerza de gravedad sobre el agua, es decir, la presién es hidrostatica.

o

@D

La presion atmosférica se considera igual a cero por simplicidad.

f

)
)
)
) La pendiente promedio en el lecho del canal se considera pequena.
)
) La componente vertical de la aceleracion es despreciable.

)

g) Las variables dependientes se consideran continuas y diferenciables.
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2.2. Leyes de conservacion

Primeramente se presentan las ecuaciones para las leyes de conservacion de la masa y el
momento en materiales compresibles; éstas se escriben como sigue:

pr +V - (pV) =0, (2.1a)

%(pV)—i—V- [PV eV +pl -1 = pg.! (2.1b)

Las variables independientes son ¢ el tiempo y x, y, 2z en el espacio. Las dependientes son
p la densidad, p la presién y V = (u, v, w)T la velocidad, con u, v, w las componentes de la
velocidad en las direcciones z, y, z, respectivamente. El vector g = (g1, g2, g3)” representa
las fuerzas que actian sobre el material. Ademas, Il es la matriz de tension viscosa, que se
supondra despreciable. Por ultimo, I es la matriz identidad. A partir de estas ecuaciones se
deduciran las ecuaciones de aguas someras utilizadas en este trabajo.

2.3. Ecuaciones sobre una superficie libre

Al escribir las ecuaciones (2.1) en términos de las variables fisicas, considerando que la
densidad es constante, obtenemos

Uy + vy +w, =0, (2.2a)
1
U + Uy + VU, + WU, F ;pm =g, (2.2b)
1
U + uv, + vuy + wu, + ;py = g9, (2.2¢)
1
wy + uw, + vwy, + ww, + ;pz = gs. (2.2d)

Se considera el flujo de agua con una superficie libre, bajo la gravedad en un dominio
tridimensional. Las variables espaciales x, y denotan el plano horizontal y z la direccion
vertical. El fondo del canal se define por medio de la funcién

z=b(z,y) (2.3)
y la superficie es descrita por
z = s(x,y,t) = b(z,y) + h(z,y,t), (2.4)

donde h(z,y,t) es la profundidad del agua en el punto (x,y) y al tiempo ¢, esto es, la

La divergencia de este tensor se define como sigue: V- [pV @ V] = (V-pV)V + (pV - V) V.
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distancia entre el fondo y la superficie libre. La figura 2.1 muestra estas variables en un corte
longitudinal al canal para cierto valor de y.

: L

Figura 2.1: Flujo sobre una superficie libre.

Suponiendo que el vector de fuerzas que actiian sobre el agua es g = (0,0, —g)” con
g = 9.8 m/s? la aceleracién de la gravedad, las ecuaciones (2.2) se convierten en

Uy + vy +w, =0, (2.5a)

1
U + Uy + VU + WU, = — =Dy, (2.5Db)

p

1
v+ wv, + vy + wo, = —;py, (2.5¢)

1

Wy + UWy + VW, + WW, = —;pz —g. (2.5d)

Este sistema de ecuaciones tendra solucion cuando se impongan condiciones iniciales y de
frontera adecuadas. Sin embargo, su solucién seguird teniendo un alto grado de dificultad.
En especifico porque la frontera correspondiente a la superficie varia con el tiempo.

2.3.1. Condiciones de frontera

Es necesario especificar que forma tienen las condiciones de frontera para el sistema de
ecuaciones (2.5). Para este propdsito, sea V(z,y, z,t) = 0 alguna de las fronteras. Asi, para
la superficie libre del agua

U(z,y,z,t) =2z —s(z,y,t) =0, (2.6)
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y para el fondo
U(x,y,2,t) =2z —b(z,y) =0. (2.7)

A la relacién (2.6) le imponemos dos condiciones, La primera de éstas es la condicién
cinematica

dv
E:\I/t+u\11x+v\11y—l—w\lfzzo,

que indica que las particulas del fluido en la superficie libre siempre permanecen sobre la
superficie libre. Asi
(=81 — usy — vsy + w)|,—s = 0. (2.8)

La segunda es la condiciéon dindmica
p(x,y,z,t)\zzs — Patm = 07 (29)

donde pgsm es la presién atmosférica, e indica que la presion en la superficie libre es hidrostati-
ca. Ademas, por simplicidad, se supondra que pys, = 0.

Para el fondo, inicamente se establece la condicién cinemaética.

(—uby — vby + w)|,— = 0. (2.10)

2.4. Ecuaciones de aguas someras

La primera suposicion para derivar las ecuaciones de aguas someras es que la componente
vertical de la aceleracién es despreciable. Esto es

dw

r = w; + uw, + vwy, + ww, = 0. (2.11)

Entonces, de la ecuacién (2.5d) se concluye que

b= —pg.

Integrando verticalmente desde un punto z a la superficie s

/ pedz = —/ pgdz,

pls — pl: = —pg(s — 2),
Patm — P(2) = —pg(s — 2),
p(z) = pg(s — 2).
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Las dos tltimas lineas son consecuencia de la condicién dindmica p(z,y, z,t)|.—=s = Patm = 0.
Al derivar este resultado respecto a z y y

Pz = PGSz, Py = PGSy-

Notemos que p, y p, no depende de z, de donde las componentes de la aceleracion del
du dv
at ¥ ar . o _
Asi, u, y v, son cero. A partir de este andlisis las ecuaciones (2.5b) y (2.5¢) se reducen a

agua, tampoco son dependientes de z. Por lo tanto, v y v son independientes de z.

U + Uy + VUy = — @Sy, (2.12a)
Uy 4 uvy + vy, = —gs,,. (2.12b)

Estas ecuaciones son las ecuaciones de momento y junto con la ecuacién de continuidad,
(2.5a), forman un sistema con el cual derivamos las ecuaciones de aguas someras.

Integrando la ecuacién de continuidad (2.5a) respecto a z desde el fondo hasta la superficie
del agua

/(ux—}-vy—l—wz)dz:(),

b

w]s—w]b—l—/ (uz + vy) dz = 0. (2.13)
b

Para conocer los primeros dos términos de la izquierda se usan las condiciones de frontera
cinematicas (2.8) y (2.10), de donde

wls = (8¢ +usy +vsy)ls, Wy = (uby + vby)ls. (2.14)

Sustituyendo (2.14) en (2.13),

(8¢ + usy +vsy)|s — (uby + vby)|p + / uydz + / vydz = 0.
b b

Para calcular las integrales se emplea la regla de Leibniz.

d ™ (&) qf (n, €) iy i
@ dn — df(n.€) , dny dny
LUSANE Fom C)a /m(@ ge W fm ) e = S &)

Asi, escribimos la ecuaciéon como

P o [
(514143405, o (a0, ) o+ — / udz— (15, o+ (b o+ = / vdz—(vsy)]o+(vby)]y = 0.
oz J, oy Jy
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Simplificando la expresion anterior

(9 /udz—l——/vdz:o.

Recordando que s = b+ h, que u y v no dependen de z y que b no depende de ¢, podemos
deducir

st + (u(s —b))a + (v(s = b))y =
(b+ h)¢ + (uh)y + (vh), =0,

hi + (uh), + (vh), = 0. (2.15)

La relacién (2.15) es la ecuacién de conservacion de la masa en forma diferencial.

Para llevar las ecuaciones (2.12) a su forma diferencial procedemos de la manera siguiente.
Multiplicamos la ecuacién (2.15) por u y la sumamos con la ecuacién (2.12a) multiplicada
por h, resultando en

u(hy + (uh)y + (vh)y) + h(u + vu, + vuy) = —ghs,,
uhy + huy + u((uh), + (vh),) + huu, + hvuy, = —gh(b+ h),,
(uh); + u(hu, + why + hv, + vhy) + huu, + hvuy, = —gh(by + hy),

(uh): + u(2hug + uhy) + ghhy + (huvy, + uvhy, + hvu,) = —ghb,,

1
(uh); + (hu2 + §gh2> + (huv), = —ghb,. (2.16)

Anélogamente, se obtiene
1
(vh); + (huv), + (hv2 + §gh2> = —ghb,. (2.17)
y

Las ecuaciones (2.16) y (2.17) son las ecuaciones de conservacién de momento en forma
diferencial y junto con la ecuacién (2.15) forman el sistema de ecuaciones de aguas poco
profundas (2.18).

ou 0Of(u) Og(u)

5" or T oy — S(u), (2.18)
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donde
h hul hv 0
u = hu s f(ll) = h,UQ + §gh2 5 g(u) - hU'Ii ) S(U) = _ghbm
hv huv h?)z + §gh2 _ghby

Para finalizar, debido a que en este trabajo se consideran las ecuaciones de aguas someras en
una dimension el sistema utilizado con el que trabajamos es

8_u N of (u)
ot ox

u— (hhu)  f(u) = (mﬂ T%W) . S(u) = <—g?sz> (2.19b)

Otra forma para estas ecuaciones, que considera al caudal o descarga del flujo, ¢ = hu,
en lugar de la velocidad, u, es decir, u = (h, q)”, es presentada en el capitulo siguiente. Esta
ultima es la que se usa en los algoritmos desarrollados en esta trabajo.

— S(u) (2.19a)

con

2.5. Propiedades de las ecuaciones de aguas someras

Se sugiere revisar la definicién de invariantes de Riemann, junto con la metodologia para
calcularlas en el apéndice A antes de leer este apartado. Esto para tener una idea mas clara
de los conceptos utilizados en los siguientes apartados.

Las invariantes de Riemann son funciones asociadas al problema homogéneo

oh  Ohu

— 4+ — = 2.2

Y + o 0, (2.20a)
ohu 0 o, 1 o\
W + % <hu + égh ) =0, (2.20b)

donde x es la longitud a lo largo del canal, h > 0 la profundidad del canal, u la velocidad del
flujo y ¢ la aceleracion de la gravedad. Estas pueden ser reescritas en la forma (2.19),

u= ( hhu ) . f(u) = ( %ghfi o ) _ (2.21)
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Luego, la matriz jacobiana serd

on o
oh  Ohu 0 1

B(u) = = (2.22)
% % gh —u? 2u
oh  Ohu

Para hallar los valores propios, Ax(u), con k = 1,2, calculamos el polinomio caracteristico,
p(A) = A* — 2u\ + (u* — gh), y buscamos sus raices.

2u £ /4u? — 4(u? — gh)

2
= u=x+/gh.
De esta manera, los valores propios son
A(u) =u—+/gh, X(u)=u++/gh.

Notemos que si h > 0, estos valores seran reales y distintos, por lo cual el problema de aguas
someras (2.20) es un sistema hiperbdlico.

(2.23)

Posteriormente, el vector propio derecho asociado a Aj, s; = (s1,52)” es determinado por

(B(u) — Ay (u)I)s; =0,

Dado que
1
vV gh —u 1 1 NI

~ gh—u |,

(gh—u2 u+\/gh> 0 0

entonces

Sg = — (\/gh — u> S1,
asi

S9 = /\181.

Para s; = 1 se encuentra que un vector propio derecho es

si(u) = (1,A)". (2.24)
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Anélogamente se obtiene un vector propio derecho s, asociado a As,

sy(u) = (1,0)" . (2.25)

Para encontrar las invariantes de Riemann de este sistema, ver definicion A.9, se buscan
funciones wy(u) y we(u) que satisfagan la ecuaciones

dw
d—u’“ csp(u) =0, k=12 (2.26)

Para ello, primero necesitamos obtener una matriz de vectores propios izquierdos T, tal
que TB = AT. Como primer intento para determinar esta matriz, podemos utilizar T = S™',
donde S es la matriz cuyas columnas son los de vectores propios derechos s; y so,

1 1
S —
Al A
De esta manera,
1 A2 1 1 A —1
=% "2
2 A= 1 -\ 1

con ¢ = 4/ gh. De donde, se deduce que unos vectores propios izquierdos son

1
t1 = 2_C (/\2 —1) 5 tg

1
T 2

(=M 1) (2.27)

Luego, por medio de las ecuaciones de Pfaff, (A.31), podemos encontrar la variable @, cuyas
componentes seran las invariantes de Riemann,

da = Tdu
B dh
2¢\ a0 1) \ag)
| Aadh — hdu — udh
2¢ \ _\,dh + udh + hdu
cdh — hdu
~ 2

cdh + hdu
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Es decir,
1 h
di = . (2.28)
1 h

La ecuacién (2.28) no es facil de integrar. Sin embargo, si multiplicamos los vectores
propios t; y to por los factores —2c¢/h y 2c¢/h, respectivamente, obtenemos nuevos vectores
propios izquierdos,

1 1
tt==—(=X 1 to==—(=X\1 1 2.29
1= ( 2 ) ) 2=y ( 1 ) , ( )
con los cuales la ecuacion de Pfaff asociada a ellos se escribe como
—%dh 1 du
dii = . (2.30)
%M+m

Observemos que ambas ecuaciones en el sistema (2.30) son EDP exactas y pueden integrarse

facilmente, para dar
Uy =u—2v/gh, Uy=u+2y/gh. (2.31)

Ahora verificaremos que 47 y Uy son las invariantes de Riemann para lo cual empleamos
la definicién (2.26).

Para s; = (1, A1), sea w;(u) = @y, asi

A S
da ' R2 T Jgh T'h
h h
I
h?2 " gh h  h
= 0.

Similarmente, para s, = (1, \2)”, definimos wy(u) = ;.

0
Nota: Observemos que % sy #0,k=1,2.
u
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2.6. El problema de Riemann para las ecuaciones de
aguas someras

El problema de Riemann asociado al sistema de ecuaciones de aguas poco profundas

(2.19) es
oJu N Of (u)

ot ox

=0, z€R, t>0 (2.32a)

uy, x <0,
u(x,())—{ ui x> 0.

Se puede demostrar que los vectores propios (2.24) y (2.25) son genuinamente no lineales,
ver definicién A.8, implicando que la solucién del problema (2.32) consta de a lo més tres
estados constantes, u;, u,, y u,, separados por ondas de rarefaccion o de choque. Los posibles
patrones de las soluciones se muestran en la figura 2.2.

(2.32D)

t d l-onda  , t
e rarefaccién
1—%nda U \ Kl\ \ U,
de choque 2-gnda NN 2-gnda
de (%oque AT de c(floque
N AR
~ W
u; u, L RSN u,
N \\\\\
xr X
te t

/2-onda _,
u dg¢ r;ire?accmn

1-gnda’ 1 ’
i \ m, ’
de (ﬁioque v, 0, = vy VA .
1 7 s A
,I'/,/ R4 S S v A
, < P
1 7 - ~ LR Y 1,7 2 <.
4 d \ / -
u; n,le] - u, U; >~ e | s u,
al IR
X xz

Figura 2.2: Posibles patrones de onda para el problema de Riemann con las ecuaciones de aguas someras. (Las k-ondas de
rarefaccién son las rectas punteadas, las rectas completas son las k-ondas de choque.)

Se necesita analizar bajo que suposiciones se llega a cada uno de estos escenarios. Para
ello, primero suponemos que los estados u; y u,, estan separados por una onda de choque,
llamada 1-onda de choque y se busca una relacion entre u; y u,, por medio de la condicion
de entropia y la condicién de salto de Rankine-Hugoniot. Sea s; la velocidad de choque. Para
realizar este andlisis se definen la siguientes variables:

q:=hu, v :=u-—Sy, = hv, (2.33)

donde v, es la velocidad de flujo relativo al choque. Las condiciones de entropia para la 1-onda

de choque son
S1 < )\1(111), (234&)
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A(uy) < 1< Ae(up), (2.34b)

ver definicién A.10. Consideremos que w; = (hy, ¢;)" v las definiciones (2.33), entonces

S1 < >\1<ul)
w — v < w —/ ghy,
\/ ghl < V1.

Anélogamente, para W, = (hy,, ¢m)’ se obtiene
Al(um) <851 < )‘Q(um)7
U — ghm < 81 < Uy + ghm7

U, — / Ghm < Uy, — V1 < Uy + A/ G,
Vgl < V1 <\ ghim,
- ghm < V1,m < ghm7

[V1m] < A/ Ghum.

Sintetizando, se tiene

Vghi <y, (2.35a)
VL < A/ Ghum. (2.35b)

Las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot, ver ecuacion (A.44), del sistema (2.19) se
escriben en cada componente como

si[h]t = [q]T, (2.36a)
silg)t = {q—; + 97]12} R (2.36b)

donde [a]" = a,, — a;.

Al usar las variables v; y 1y dadas en (2.33) se pueden reescribir estas condiciones como

si1[h]T = [q]T,

$1(hm — i) = qm — q,

S1hm — s1hi = ¢m — qi,

(U — V1m) P — (W = v10) i = G — @5

qm — Ul,mhm —q+ Ul,lhl =4m — 4,
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—01,mhm + 1R = 0,
Him — M1 = 07
]t =0.

De donde 11 = p41,4, = p1,- De la segunda condicién (2.36b),

2 B2 +
s1lq)T = {q—Jrg—} ;

h 2
2 2 2 2
G 9hm @ gl
2 Ql2 9 /19 2
s = LT g2 g2y
2 2
Gm q Qo 9 | 9 (12 2
L LN [ = In T T2 2y,
(hm vy, )q (hl Ul,l)CIz I, hl+2( m l)
2 2 2 2
Om q; 4y 4 9 /19 2
I g g — L =Tn 019 (2, - ),
h V1,mq hl+vll6ﬂ I, hz+2(m l)
Ot v = G (15, 1)
H1m K 9 /12 2
———m == (h: —h7),
como uy = Ik
k hk7
—H1mUm + S1H1,m — S1H1,l + MUy = g (hfn - hlz) )
—pm (Um — $1) + pag (w — 51) = g (h2, — hi),
—H1mUim + K101 = g (ho, — 1F)
Es decir
(]t =0, (2.37a)
+
[ulvl + gfﬂ] ~0. (2.37b)

Combinando las condiciones de salto (2.37) y despejando a ji;,
+
[+ 202" =0,
M1 9 (12 2
——— ] =—=(h,—h
M1 <hm hl) 9 ( m l) 3

o (T — I _ 92 42
Ml( hmhl )_Q(hl hm)?
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_ g 2 19 hmhl

= \/g (hm -+ hl) hohy.

Por otro lado, de la misma ecuacién (2.37), pero ahora despejando vy, — v1,

H1,mV1,m — M1,1V1,0 = g (hl2 - hfn) 3
Nl(Ul,m - ’Ul,l) = g (th - hfn) )
Vi + 81— U1y — $1 = 2%1 (h} —n2,),
g 2 2
Uy — W = —— (hy, — h
l 2/“ ( l)
Resumiendo, se ha llegado a:
[y = \/g (hun + ) B, (2.384)
- 2.38b
Um—ul——Q—ul(m—z)- (2.38b)

R .
Sea z; = —. Para ver como cambia la altura al cruzar la 1-onda de choque se toman la

I
primer condicién de salto (2.37) y las desigualdades (2.35), con vy, > 0.

H1m = M1,
thLm = hlULly
hm vy
v
P, gh
e\ g
1
21 > \/2_17
ho,
Tl > 1,
7 > 1,

esto es, la altura aumenta cuando cruza la 1-onda de choque de izquierda a derecha.

Para analizar el cambio de las velocidades al pasar por la 1-onda de choque se combinan
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las ecuaciones en (2.38)

B2, — h?
VL (B + 1) By

1 hym —h
= _éﬁvhm_hl E_h_l

= —=\2gh|— -1/ — — —
2 gl\/hl W T
1 1 1 22 —1
= —5\/2ghl\/zl—1 Zl—z—=—§\/29h1\/21—1
1 1

U — Uy = _QLm(hzn_hf):_g

z

— —%\/Qghl\/zl—1\/(21_1ile+1>:—% ghl(zl—l)wljtzll

um—ul__iz _ 1
N \/5(1 1)”1+Z1' (2.39)

Dado que z; > 1, se concluye que la velocidad de flujo decrece cuando pasa la 1-onda de
choque de izquierda a derecha.

que implica

Ahora, asumimos que los estados u; y u,, estan separados por una onda de rarefaccién,
llamada 1-onda de rarefaccién o 1-onda simple. En este caso se tiene que A\ (w;) < A;(uy,), y
la onda de rarefaccién consistird de los rayos z/t = A;(u) y es acotada por ambos lados por
una l-caracteristica.

Al(um) > )\1(11[),
Uy, — ghm > U=y ghh
U — U >\ Ghm — \/ ghy. (2.40)

Para encontrar la solucién se ocupa un teorema demostrado en (Godlewski y Raviart,
1996):

Teorema 2.6.1. Sobre una onda de rarefaccion todas las k-invarintes de Riemann son cons-
tantes.

Asi, la invariante de Riemann w; serd constante a través de la 1-onda de rarefaccidn,
dando lugar a

wy(u) = wy (w) = wy(wy,)
u+ 2\/g_h = u; + 2/ gh; = Uy + 24/ ghpm,
U — ;= 2(\/ ghi — \/ ghm),
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m— U =2+/gh; [ 1—

De donde se desprende que
U — W

vV gh
Ademds, de la desigualdad (2.40) se llega a

o1 — E) = YU VI — Vil
' Vv gh Vghi b

= 21— /7). (2.41)

Que implica que /z; < 1. Esto significa que la altura disminuye y la velocidad de flujo
aumenta cuando atraviesa la 1-onda de rarefaccién de izquierda a derecha.

Todo esto se puede expresar en la siguiente funciéon para la 1-onda que conecta los estados
u y Uy,

Uy, — U
=1'(21), 2.42a
h
—_m 2.42b
21 hl ) ( )
donde I'(2) esta definida por
2(1 — v/2), si 0<2z<1,

riz) =4 T (2.43)
E<1_2)”1+;7 si z>1,

ver ecuaciones (2.41) y (2.39). Entonces, se tiene que

1. La altura aumenta y la velocidad disminuye al cruzar la 1-onda de choque.
2. La altura disminuye y la velocidad aumenta al cruzar la 1-onda de rarefaccion.

Haciendo un anadlisis similar para los estados u, y u,,, se llega a que

Uy — Uy

ghy

= —T'(29), (2.444a)

con

hm
Con las propiedades

1. La altura y la velocidad disminuyen al cruzar la 2-onda de choque.
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2. La altura y la velocidad aumentan al cruzar la 2-onda de rarefaccion.

Para hallar la solucion se eliminan los estados intermedios a partir de las ecuaciones
(2.42a) y (2.44a) y de las ecuaciones (2.42b) y (2.44b) para obtener:

Zlhl = Zgh,«, (245&)
w + gl (z1) = up — /gh,I'(22). (2.45b)
Sean "
r Upr — U
A=—, B= .
hl \/ghl
Entonces,
21
Zo = —
T A
y z1 es raiz de la ecuacién
G(z) = D(z) + VAD (%) ~B=0. (2.46)

Es sencillo comprobar que se cumple G(0) = 2(1 +VA) — B, G'(z) < 0y G"(z) > 0;
asi la ecuacion (2.46) tendrd solucién tnica si G(0) > 0 o equivalentemente u, — u; <

2(\/%‘1‘ ghy).

El algoritmo siguiente encuentra la solucion al problema de Riemann:

1. Calcular Ay B.

2. Encontrar la raiz para la ecuacién (2.46). Esto con ayuda de un método iterativo como
Newton-Raphson, donde el punto inicial se elige como G(0) = 2(1 + V'A) — B.

3. Calcular z,.
4. Calcular los valores intermedios u,,.

5. Determinar el patréon que tiene la solucion. Es decir, que tipo de ondas son la que
separan los estados constantes.

Para determinar cuales son los patrones que la solucion tendra en términos de Ay B se
realiza lo siguiente:

Si la 1-onda es una onda de choque se tiene que z; > 1, de donde
F(Zl) < 07

— Uy, + Uy

Vol

0 < —I'(z1)
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VghI(z2) — u, +

0< —

Vah

ghr Uy — Uy
I'(z9) — ,
ghi" )T g

0 < VAT (2 /A) —
B < VAT(z/A)

En caso contrario, la 1-onda es una onda de rarefacciéon cuando B > v AT'(2;/A). Del mismo
modo, la 2-onda serd una onda de choque cuando B < I'(A) y una onda de rarefaccién en caso
contrario. Asi, la solucién podra ser una combinacién entre las siguientes 1-onda y 2-onda

1-onda de choque si B < VAT (%)

uy,
u(z,t) =
uma
con
S1=U — gh

1-onda de rarefaccién si B > F(Z)

p

uy,

Resolver:
u(z,t) = wi(u) = w(w),

A(u) = z/t.
\ Um
2-onda de choque si B < I'(A)

um7

u(z,t) =
u,,

con

s1 = u, ++/gh,

x/t < s,

si z/t> sy,

%(1 + Zl).

si z/t < (),
si /\1(111) < fL‘/t < /\l(um)v

s, x/t > A (u,).

si z/t < s9,

si x/t > so.

1—|—Zz
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2-onda de rarefaccién si B > I'(A)

( U, si z/t < Aa(uy),
Resolver:
u(z,t) = wa(u) = wa(u,), , si Ao(uy) < z/t < A2(u,),
Ao(u) = z/t.
\ u, si [t > do(p,).

Con esto hemos resuelto el problema de Riemann para las ecuaciones de aguas someras.






Capitulo 3

Método de Galerkin discontinuo para
el problema de estudio

En este capitulo detallaremos el método de discretizacion para el espacio en una dimensién
empleado en este trabajo. Presentaremos la formulacién con Galerkin discontinuo de las
ecuaciones de Saint-Venant, las funciones de forma, las transformaciones isoparamétricas, las
formulas de integracion y los flujos numéricos empleados en este trabajo. Un desarrollo mas
amplio de la teoria de Galerkin discontinuo puede consultarse en (Dolejsi y Feistauer, 2015;
Hesthaven y Warburton, 2007; Li, 2005).

3.1. Ecuaciones de Saint-Venant

El modelo general que estudiaremos en el resto de este manuscrito esta determinado por
las ecuaciones de Saint-Venant, dado por
ou  0f(u)
— + ——~=S(u,z,t), xz€|L,R=Q, t>0, 3.1a
S+ S S, welLR (3.1a)
donde u es el vector de variables dependientes, f(u) es la funcién de flujo de la ecuacién y
S(u,z,t) es el vector de términos fuente, definidos como

0

u:(Z), £(u) = %f%ﬂ | S:(gh(SO—Sf))’ (3.1b)

con h la profundidad del agua, ¢ el caudal o descarga del flujo, g la aceleracién de la gravedad,
So la pendiente en el fondo del canal y Sy un término que depende de la friccién en la cama
del canal expresados por

0b(, t) m’q|q|

SO = ax , f = h10/3

(3.1¢)

27
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con b(x,t) la elevacién de la batimetria o cama del canal y m el coeficiente de Manning.
Como no consideramos cambio en el fondo del canal, b(x,t) = b(x). Recordemos también que
q = hu, donde u es la velocidad.

3.2. Discretizacion del dominio

Sea €2 un dominio acotado en R con frontera Lipschitz 0€2. Ademads, sea 7T; una particién
de la cerradura del dominio, €2, de ne elementos conformes no traslapados, . = [z¢, Tei1],
con T, y Zey1 los extremos izquierdo y derecho del elemento, respectivamente, esto es

Q= 0 Q.. (3:2)
e=1

o

o
Estos conjuntos satisfacen que sus interiores son disjuntos dos a dos, £, N Q; = 0, como se
muestra en la figura 3.1.

Q1 QQ Qe—l Qe Qe—‘,—l Qne—l Qne

f f
L = T X2 x3 Le—1 Te Let1 Let2 Tne—1 Lne Tnetl = R

Figura 3.1: Elementos unidimensionales

La frontera del dominio 0f) puede descomponerse como
00 = 00N U 0Qp,
donde 9y es la parte de la frontera con condiciones de frontera Neumann y 9€)p es la parte

de la frontera con condiciones de frontera Dirichlet.

Por su parte, decimos que dos elementos de la triangulacién, ., ; € T, son vecinos si
Q. NQ; # 0. Ademés, indicamos que I', C €2, es una interfaz de €, si es un subconjunto que
cumple alguna de las propiedades siguientes:

a) T'e =Q.NQ;, con Q y Q; vecinos, o bien
b) I'. = Q. NONp, o bien
C) Fe = Qe N 8QN

En nuestro caso, las interfaces son simplemente puntos.

Ademads, un elemento tiene la misma forma que en el método de elemento finito, esto es,
Qe = [Te, Teq1]; sin embargo, el esquema de Galerkin discontinuo necesita mantenerse local.
Por esta razon duplicamos las variables en los nodos x,. que sean interfaces entre elementos,
obteniendo un arreglo de incégnitas, uy, que contiene la aproximacion a los valores de la
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solucion u en cada nodo de la malla. En particular, cuando utilizamos elementos lineales el
numero de columnas de este arreglo es 2ne y tiene la expresion

_ 1 1 2 2 3 3 ne—1 ne—1 ne ne
uh— (ul,u2,u1,u2,u1,u2,...,111 ,112 ,111 ,U2 ). (3.3)
Otra notacién para el elemento que usamos a lo largo de este capitulo es Q. = [z, z¢],

donde ] y ¢ son los extremos izquierdo y derecho del elemento, respectivamente. Los valores
de las incégnitas sobre estos extremos los denotamos por u; y u;, definidos en general por

u = lim u, u;= lim u, (3.4)

J:—):cj T,

En el caso de elementos lineales tendremos que Q. = [zf, z5] y

e z e s
uf = lim u, uj= lim u, (3.5)
m—)a:;" m—)m;rl

como muestra la figura 3.2.

_ e e+l e+1
Ty Ty =1 Ty = Tq Ty

Figura 3.2: Elementos unidimensionales lineales discontinuos

Esto provoca discontinuidades de la solucién en las interfaces de los elementos. Para recuperar
el valor de la solucién global en el nodo x, se toma el promedio de las soluciones uf y u¢!
Asi, el vector que contiene la solucion global aproximada 1, de u de tamano ne+1 se expresa

en la ecuacion (3.6).

i, = (uhu2,wd, et upe ulet) (3.6a)
con ]
w, =5 (W' + ), paraj =23, ne. (3.6b)

2

Cabe senalar que esta idea para recuperar la solucién global no es tnica. En (Li, 2005)
se muestra que podemos utilizar una combinaciéon ponderada de los valores de la solucion
definidas sobre las interfaces

) = awd 4 (1 - a)ul.
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3.3. Definiciéon de espacios y normas

Antes de presentar el método introducimos los siguientes conceptos. Sea L*(Q) el espacio
de funciones cuadrado integrables sobre €2,

L*(Q) = {u:/gu2dx< oo,},

que tiene asociados el producto interior y la norma global,
(u,v)q = / uvdz, Hu”?2 = (u,u)q, Vu,v€ L*(Q).
Q
Sea L?(€2,) el espacio de funciones cuadrado integrables sobre (2.,

L*(Q.) = {u : / udzr < oo, } :
Qe

con sus respectivos producto interior local y norma local dados por,

o = (W), YuveLA(Q).

(u,v)ge:/ wdz,  ||u|
Qe

Dado que el método de Galerkin discontinuo estd basado en el uso de aproximaciones
discontinuas, definimos el espacio de Sobolev particionado sobre una triangulacién 7T, para
cualquier k£ € N:

H*(Q,Ty) == {v € L*(Q) : v|g, € H*(Q,),Y Q. € T1}, (3.7)

el cual consiste de las funciones cuadrado integrables en €2 cuya restriccion en cada elemento
de la triangulacion pertenece al espacio de Sobolev

H*Q.) = {v e L*(Q) : D*v € L*(Q), o < k}.
Podemos notar que, en general, las funciones en H k(Q, Tr) son discontinuas sobre las inter-

faces de elementos vecinos. Por ello, H*(Q2,T,) ¢ H*(Q). Por otro lado, para toda funcién
v € H*(Q,T;) podemos definir la norma

Ne
HUH%Ik(Q,Th) = Z ||U||%1k(sze)
e=1
y la seminorma

Ne
‘U‘J%Ik(ﬁﬂ’h) = Z \’U\quk(ne)
e=1
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3.4. Formulacion variacional en espacios de Sobolev par-
ticionados

Como se mencioné, H'(2,T,) ¢ H*(Q), por lo que una formulacién variacional clasica
sobre todo el dominio €2 no es adecuada debido a las discontinuidades en las interfaces de los
elementos. Por ello, en este apartado introducimos la formulacion variacional sobre espacios
de Sobolev particionados.

Sea V. .C H'(Q,T,) un espacio de funciones de prueba en Q y sea V.=V x V. El problema
variacional consiste en encontrar una funcién u € V x [0, Ty| tal que para cualquier funcién
de prueba v € V se cumpla el sistema

Z/ (8“ Ot (u >-de:§/968(x,t)~vdx,

separando las ecuaciones

() 5w |55

a; -vdx):;/ﬂeS(x,t)-vdx, Vvev.

Aplicando integracion por partes al segundo sumando del lado izquierdo

ne 811 .
vdz + (f(u V;E—/f —dx) / (x,t)-vdr, VveV.
S ([ G v e v - [t >

e=1

Ordenando términos resulta
s ou ov
dr — f —d
;(Qatvx /Q()axx)
- Z (/ -vdz — (f(u) -v)|§§) , VveV. (39)

La ecuacién (3.9) es la formulacion variacional del sistema de ecuaciones (3.1).

3.5. Discretizacién del problema

El método de Galerkin discontinuo puede ser caracterizado como una técnica de elemento
finito que utiliza polinomios discontinuos por pedazos. Asi, debemos introducir un subespacio
de dimensién finita contenido en H k(Q, Tr), donde buscamos la aproximacién a la solucién.
Con este fin, para 7, una triangulacién de 2 y p > 0 un entero, definimos el espacio de
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funciones polinémicas a trozos como,

Vi, = {Uh € LQ(Q) D Up

0. € P,(2),V Q. € Tr}, (3.10)

donde P,(€2.) es el espacio de polinomios de grado menor o igual a p sobre 2. El nimero p
es el grado de la aproximaciéon polinomial. Notemos que V}, es un espacio de dimension finita,
es un conjunto de funciones discontinuas y Vj, ¢ H*(,T;,) con k € N.

Sea Vj, =V}, x V},. Estamos interesados en encontrar una aproximacion u,(t,z) € Vj, X
[0, T%] ala solucién u(t, x). Para hallarla, remplazamos u por uy, y las funciones de prueba v
por vy, en la formulacién variacional (3.9), obteniendo:

e=1

= n; (/Q S(z,t) - vip(z)de — (f(un(t, z)) -vh<x))y§§> (3.11)

Vemos que en este caso el espacio de funciones de prueba para la formulacién discreta
(3.11) coincide con el espacio donde buscamos la solucién aproximada en x, sin embargo estos
espacios se veran modificados dependiendo de las condiciones de frontera del problema.

Definimos para cada 2. € 7, un subespacio local de funciones de prueba Vj = gen {@bf(Qe) };LZ?
Buscamos la solucién local uj,(x,t) € V§, x [0, T}] escrita como una combinacién lineal de la

base polinomial de V7 :

nne

ul (z,t) = Zuj(t) pS(x), Ve Q. (3.12)

con %5 las funciones de base local o funciones de forma generadas por polinomios a trozos
sobre el elemento (2., nne el niimero de nodos por elemento y las u§ estan definidas en (3.5).
Es importante enfatizar que la solucion aproximada de Galerkin discontinuo uy, dada por
(3.3), restringida a Q. es uj,.

Luego, para cada uno de los subespacios V}, se tiene la formulacién variacional local:

€
ouy

o, Ot "bf(“")dx_/ne flui)-
_ / S(a,t) - 3¢ (w)da — (£(uf) - ¢ ()

e

81}0@5(@ dx

T

o 1<i<nne. (3.13)

€y
zy

Notemos que la funcién de flujo f se debe evaluar en uj, pero la solucién en las interfaces
estd multivaluada, es decir, en el extremo izquierdo del elemento €2, la funcién de flujo
depende de {u®™', u{} mientras que en el extremo derecho lo hace de {u¢,u{*'}. Por ello es
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necesario determinar qué solucién o combinacién de las soluciones en las interfaces se debe
ocupar. Al flujo evaluado en esta solucién se le conoce como flujo numeérico y es denotado por
f. El flujo numérico esta vinculado a la ecuaciéon que estemos resolviendo y existen diversas
técnicas para calcularlo, llevando a varios esquemas numéricos. Empleando la notacién de
flujo numérico, el sistema semidiscreto (3.13) se reescribe como

/Qe (auh ¥i(z) — f(uj) a‘gé ))dx:/QeS-v,bf(x)dx— fyi@] . 61

En el ultimo apartado de este capitulo veremos la obtencién de los flujos numéricos
utilizados para este trabajo. Ahi observaremos que el flujo numérico enlaza los elementos
al determinar de que vecino entra flujo y hacia cual se dirige, logrando un método para
encontrar la solucién global.

Al sustituir la ecuacién (3.12) en (3.14) obtenemos

L (G st #52)

es decir,

) [ o)
S [ vt vt - [ ) S

Jj=1

-/ S a)r — [F (o)

Dado que

wj(z,t) = Y _ui(t) - (), VaeQ,

nne nne T
(Zh; Ve qu ) Vo € Q, (3.15)

el sistema semidiscreto se expresa por componentes de la forma siguiente:

nni ahe / 1/; x)dr — qu / 'lP 81/;6( ) = - [Jgﬂ/)ie(%)]x?
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SO [ (SEE0s0) 1 (80 0) ) 210,
Z ot /Qe ’(/)](ZE)’Q/)Z (I)dx_/ﬂe Znne he( )1/}]6( Zh 8!13 d

= /Q K (i h;(t)¢§(x)> (So — 5¢) i (2)dz — [ﬁﬁ (x)]m: =

donde f; v f> son las componentes del flujo numérico f.

Las integrales que involucran al flujo y al término fuente de las ecuaciones son aproximadas
por medio de la regla del trapecio debido a que usamos elementos lineales. Asi llegamos a
los sistemas (3.16a) y (3.16b) de nne ecuaciones algebraicas lineales por nne incégnitas cada
uno ha resolverse para cada €2,

M@dg ~Neqf = — [ fﬂﬁ] zl , (3.16a)
Med; _A“=B°— [ fzzpﬂ , (3.16h)

1

donde las entradas de la matrices M® y IN¢ estan dadas por

My = | i) / i) 25 gy,

h® y q° son los vectores de las soluciones locales y 1¢ es el vector de funciones de forma o de
base local,

h® = [h(iv - 7hfme] ) q° = [qi - 7q2ne]T7 17/)6 = W)f(x)? SRR Zne(x)]T

Por otro lado, las entradas de los vectores A° y B tienen la forma

(S s >) "\ o) |
A‘:/Qe S (005 (@) ‘9<Z’”‘ ) o L 1=ismne

/ (Z i ()5 ) (So(w,t) — Sp(z,t)) o5 (v)dxl < i < nne

El esquema (3.16) es el método de Galerkin discontinuo para las ecuaciones de aguas someras.
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3.6. Estimacion del error para el método de Galerkin
discontinuo

En (Godlewski y Raviart, 1996; Hesthaven y Warburton, 2007) se hace un andlisis del
error para el esquema de Galerkin discontinuo. En ellos se establece que una cota para el
error esta dada por

lu = wn e,z < Crh* ™ ulgeq),

donde, u € H*(Q), p = min(p + 1,s), h es el tamanio de la malla, p es el grado de la
aproximacién y C es independiente de h y de u. Asi, si s > p+ 1 entonces, una cota para el
error es

lu = unllzr@m) < CrhP[ulme (o).

Asi, el error para el método de Galerkin discontinuo es de orden O(hP).

3.7. Funciones de forma

Pasamos ahora a la descripcién de las funciones de forma, las cuales definimos como
aquella que interpola la solucién sobre cada elemento de la triangulacién. Estas funciones
seran polinomios a trozos. Ademads, estan determinadas por los nne puntos de malla locales
y su grado es nne — 1.

En particular trabajamos con el conjunto Vj, = {v € L*(Q) : v|q, € P1(2), V Q. € Th} vy
las funciones de forma aplicadas en cada V)’ son funciones lineales dadas por

. T — T5 . T — 79
— = 3.17
Yi(z) o — a5’ ¥5(x) w5 — z¢’ ( )
con la propiedad
1 1=
vy (x;) = ; (3.18)
0 i#J
como muestra la figura 3.3.
Y
1y i v
0 1 T

Figura 3.3: Funciones de forma lineales unidimensionales
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€ €

Notemos que ¢ = (¢, 1¢)”. De este modo, la matriz M en (3.16) se escribe como:

g Ui (@) (x)de g ()5 (x)d

g V(@) (x)dx g V()5 (x)dx

2
xr — x5 r — x5 T — x5
/ ( e 26) dx / ( e 26) ( e 16 dx
Qe \T1 — Tg Qe \T1 — T3 Lo — I
T — xf r — x5 x— 2\ >
/ < 5 — 16) ( i 26) dx / ( 5 — 16) d‘r
L Jo. \Ta —T7 Ty — Ty Qe \ T2 — L1

Aunque las integrales involucradas son sencillas, éstas dependen de los extremos de los
elementos, implicando que deben calcularse elemento por elemento, aumentando ligeramente
la complejidad. En el siguiente apartado introducimos las transformaciones isoparamétricas,
que permiten simplificar los calculos de estas integrales.

3.8. Transformaciones isoparamétricas

En lugar de trabajar con una base local para cada elemento, (3.17), podemos trabajar
con un elemento de referencia fl, simplificando el trabajo. Este elemento es independiente de
la malla y tiene su propio sistema de coordenadas &. El elemento de referencia se extiende de
£ =—1a¢& =1y tiene el mismo nimero de nodos que el elemento €2.. De este modo, cada
elemento €2, puede verse como un mapeo de QaQ., figura 3.4, mediante la transformacién

1 1
T.: Q= Q., =z = §(x§ — 7)€+ §(I§ + z3), (3.19)
donde z] y x5 son los extremos del elemento 2. y £ € Q). Podemos observar que esta trans-

formacién cumple z(—1) = z7 y (1) = 5. Ademés denotamos al tamano del elemento de
referencia como A{ = & — & = 2.

T,
—
O Qe
51 = -1 0 52 =1 ZL’? Ig
—
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Figura 3.4: Transformada isoparamétrica y su inversa

Una vez definida la transformacién, puede crearse una base de referencia {11 (€), a(€)}
que cumpla con la propiedad (3.18) en 2. Con esto en cuenta, se utiliza (3.19) para mapear

U1 () y Ya(€) en ¢5(x) y 5(x) respectivamente, que satisfagan

U5(x) = ¢5(@(€) = (), Us(w) = ¥5((€)) = Pa(§). (3.20)

Luego, para el elemento de referencia ) la base de referencia estd determinada por las
funciones ¢ L ve

h(©) =" @) =—F (321)

3.9. Integracion en el espacio

Con el fin de facilitar la evaluacion de las integrales en las entradas de la matriz M€,
operamos en el elemento de referencia () por medio de las funciones de forma definidas
en él y el método de cambio de variable. Para esto, primero calculamos el jacobiano de la
transformacién, resultando en

_dx _xf—wxy  Agf
Sde 2 2

Je

Como J. # 0,
dg 2
J 1= _
N dr  Auzxe
Para obtener las derivadas de 1{(x) respecto a x aplicamos la regla de la cadena, asi

dyi(w) _ di(§) Sy dii(€) _ 2 dii(€)
de d¢é dx ¢ d¢  Azxe df

Ademas . .
(e -1 () 1
o€ 2’ o0& 2
Sustituyendo llegamos a la expresién
dyi(z) _ (=1)

= =1,2 3.22
dx Age” T (3:22)

~—

luego, la entrada M, se reescribe como

M = [ vtapsta)ds
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_ / ROGINGETS

JANT I N
=5 [ b

1

Finalmente, sustituyendo y calculando, se obtiene

_ / RAGIAGL: / RAGKACLE

[ @i [ daerineras

/(1—5)% /(1—5><1+s>d5
Age | I -1

8 1 1
/ (1+6)(1 - €)de / (14 &)
LJ —1 -1
(8 4
Axt 3 3 Azt 8 4
8 4 8 24 4 8
3 3

Notemos que cuando la malla es uniforme, las matrices elementales M son iguales. Similar-
mente, aplicando la transformacién (3.19) y la ecuacién (3.22) para llevar las entradas de la
matriz N al elemento de referencia, obtenemos

e (_1)z ! s
Ny = 5 [ e

Entonces la matriz N° es

r 1 1
- [ e — [ duerae
N¢ —

DN | —

_ﬁ@@% [ﬁmm
1 _—/_lla—&)d& —/_11<1+§>d§

_/_1<1—s>d5 /_1(1+£)d£

1 1
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o -2 =2 ! -1 -1
Yle 2| 2|1 1

En general para integrar una funcién g(x) sobre )., primero llevamos las coordenadas z
a las del elemento de referencia, £, por medio de la transformacién isoparamétrica (3.19).

[ stwar= [ gteteneae

:/;QQL&. (3.23)

Asi, una entrada del vector A° puede calcularse de la forma siguiente:

(S ) o oita)
SRR e 5<Zh it ) o

L (Shauee) 1 [ \ 1y
B 59 | 2y g,
/. S mOvaE) 2 (Z Wil @))) A e

V(SLamd©) ) oA
= - he ,
/1 Z] 1 j( )%(f) +2Lq Z ](t)¢J(€>> ATt 2

iy (T2, 00,

1 YV
o[ Yo r)dy de,
Sone 2 J(t)%@)) ‘

2

al aplicar la regla del trapecio resulta

(2, (0 (- 1))2 VAN
- Be () (—
( ZJ 1 J<>¢J( +29 <Jz=; g 1)> )
(TLg0hm) 1 ofe Y
bt he .
" ( SNCIOIE +2g<jzl J“Wl)) )

. (L
! 2

A¢

Y
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<Y [(%(z; +g (h‘f(t))2> " <—<qh<3)> + 39 (hS(t))2>],
~ (_21)Z Z (q};‘:) + %g(hf)z)

Finalmente, una coordenada del vector B¢ se puede escribir como
2
B} = 9/9 (Z hj(ﬂl/)?(ﬂf)) (So(z,t) = Sy(,1)) ¥5 (x)dz,
e ]:1

= g/1 (Z h?(t)@/)?(w(&))) (So(x(8), 1) — Sp(@(8), 1)) ¥i (2(8)) Jeds,

— g/_l (; h?(ﬂ&j(f)) (5’0(5,75) _ gf(f,t)) BE) A;ed&

con la regla del trapecio,
2
((Z h;(t)%(—l)) (So(=1,8) = 84(=1,8)) (1)
j=1

N Azxe

= 657 (h50) (So(—1,1) = S5(=1,0)) 1) + 15 (1) (So(1,0) — $(1,1)) (1))

En resumen, se obtienen los vectores

A~ AS = %Z ((qh) + %g(h§)2> {_11_ (3.24a)
e o me _ 9AZ° [h1 (S(=1) — S3(=1))]
B~ Bj, = { h(g (85(1)—S§(1)) ) (3.24b)

Con esto, hemos discretizado por completo la parte espacial. Llevando el sistema (3.16)
al método discreto

dh®
dt

- o) (v - [ ) (3.25)

l
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e

dq
dt

e

— (M) (A; LB - [ fyjf] ) (3.26)

3.10. Flujos numéricos

El flujo numérico esta ligado al método de volumen finito. Por esta razon, partimos de este
punto de vista para dar las ideas del flujo numérico. En primer lugar, definimos el esquema de
Godunov, el cual sirve como base para introducir el flujo numérico de Roe. Posteriormente,
se presenta el flujo de Roe para las ecuaciones de aguas someras. Ademads exponemos los
flujos numéricos HLL y de Lax-Friedrichs.

3.10.1. Esquema de Godunov

Tomemos el problema de valor inicial para la funcién u(z,t),

8_u N of (u)
ot ox

=0, u(z,0)=ve(z), zeR, t>0, (3.27)

con f(u) la funcién de flujo que generalmente es no lineal. Supongamos que el problema
(3.27) es un sistema hiperbdlico lineal, esto es, que la matriz jacobiana B(u) := f'(u) tiene

m valores propios reales, A\j(u) < Ag(u) < ... < Ay(u), y m vectores propios derechos
linealmente independientes, s1(u), sa(u),.. ., s, (u).
Vi Vj Vit
° . °
Tj-1 T Tjt1

Figura 3.5: Solucién numérica constante a trozos en el tiempo t"

Definimos un volumen de control V; como sigue:

1 . .

Vi [rinmny)s g = gl tagm), @ =jAn, j=04L%2 L, (3.28)
sobre el cual la solucién es constante, como se muestra en la figura 3.5. La solucién numérica
u’ sobre el volumen de control V; se interpreta como una aproximacion del valor promedio de
la solucién sobre el volumen de control V; en el paso de tiempo t". De esta forma, podemos
asociar a cada uj la funcién vectorial i(r,?) de la manera siguiente:

8_f1 N of ()
ot ox

=0, zeR, t>1t" (3.29a)
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U(z,t") =uj, xeVj (3.29b)

El esquema de Godunov estd basado en la formulacion integral del problema de valor
inicial (3.29). Integrando esta ecuacién sobre el volumen de control V; y en el intervalo
[t", "] llegamos a

/ﬁ(x,t"“)dx—/ u(x, t")dz

J J
tn+1

+/t f(ﬁ(xj_i_;,t))dt—/ f(a(z;_

t’n

,6)dt = 0. (3.30)

D=

Si definimos el flujo numérico como

tn+1

3 n n 1 Y
o)) =5 [ Hiey, o) (331)

tn

n+1

y el vector u;™" como el vector de valores promedio de ti(x, ") sobre el volumen de control

Vj
1
u = M/v u(x, t")dz.
J

entonces la expresion (3.30) se puede reescribir, obteniendo

W =y - o (f(uj’uj_H) —fu,,u )) . (3.32)

J T J

En la ecuacién (3.31) hemos escrito de forma explicita que el flujo numérico en la frontera
Tyl del elemento es una funciéon que depende de los vectores uj y uj, ;. La cuestién ahora
es como calcular el valor de los flujos numéricos, sabiendo que se desconocen los valores del
integrando.

Para calcular el flujo numérico f(u},u’,,), resolvemos un problema de Riemann en la
frontera x;, 1, que consiste de la ecuacién (3.29a) y la condicién inicial
2

u; siov <1,

n .

La solucion a este problema es una funcién de similaridad de la forma

L= 541
— e~ n [ 2
U(l‘7t) - uR(na uj ) uj—o—l)’ n:i= t_¢n )
donde la funcién ug depende de los parametros 7 y los vectores uj y uj,,;, ver apéndice
A. Vemos que cuando z = z;,1, n = 0. Ademds, para el sistema de Godunov se supone
2
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que esta solucién no es influenciada por los problemas de Riemann vecinos, implicando que
(z;,1,1) = up(0;uj,uj,,) = C € R™ en el intervalo " < ¢ < "1 ver (Mattheij et al.,
2005). Al sustituir en la ecuacién (3.31) e integrar, el flujo numérico se puede calcular, dando

como resultado
f(u u]—l—l) - f<uR(O u u]—l—l)) (333>

De este andlisis podemos concluir que para encontrar los valores de los flujos numéricos
en cada una de las interfaces tenemos que resolver problemas de Riemann locales, sin em-
bargo, para problemas no lineales esto puede complicarse considerablemente, como veremos
a continuacion.

Flujo de Godunov para el caso lineal

Para calcular el flujo numérico de Godunov en el caso lineal se considera el problema de

Riemann P 9
u B u

— — R -4
8t+ 9 0, zeR, ¢t>0 (3.34a)

uy si z<0,
u(z,0) = (3.34b)

u. si x>0.

Como los vectores propios de B son linealmente independientes, los vectores u; y u,
pueden escribirse como

m m
u = E Sk, U = g Brsk, o, €R.
k=1 k=1

Ademas, en el apéndice A se establece que la solucién de similaridad estd dada por:

ugp(r/t;u,u,) = Z Brsk + Z QS

Ap<z/t Ap>z/t

La soluciéon ug es una solucion constante a trozos debido a que la discontinuidad inicial
en z = 0 se propaga a lo largo de las caracteristicas. Las partes constantes de ella estan
separadas por las caracteristicas. La solucion a lo largo de z/t = 0 es

r(O;u,w,) = > Bisy + > sy

A <0 >0

Reagrupando términos, se puede llegar a expresiones alternativas

up(0;u,u,) = w+ Y (B — ag)sy, (3.35)

A <0
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uR(O; u;, llr> = 4u, — Z (ﬂk - Oék)Sk. (336)

A >0

Finalmente, utilizando estas expresiones y partiendo de que Af/(ul, u,) = Bug(0;u;,u,),
podemos obtener el flujo numérico de Godunov

f(ul, ur) = Blll -+ Z (5]{ — ak))\ksk, (337)
Ae<0

Af(u;, llr) = Bur - Z (ﬂk - ozk))\ksk. (338)
A >0

3.10.2. Solvers de Riemann

El esquema de Godunov requiere resolver problemas de Riemann locales en las interfaces
de los voliimenes de control para calcular los flujos numéricos. Para los casos no lineales esto
resulta ser complicado y costoso. Por ello se emplean solvers del problema de Riemann, donde
el flujo numérico es aproximado. Algunos de estos flujos fueron propuestos por Roe, Harten,
Lax, y van Leer. En los apartados siguientes presentamos su obtencion.

Flujo numérico de Roe

Una forma sencilla para encontrar el flujo numérico es remplazar el problema de Riemann
no lineal por una aproximacion lineal. Este método se debe a Roe.

Como en el esquema de Godunov, el esquema de Roe se escribe en la forma siguiente:

wt = — % (fR(u;?, u”,,) — fp(u?,, ug)) , (3.39)
donde el flujo numérico de Roe, fR(u?, uj, ;) es una aproximacién al flujo de Godunov. La
forma en que se calcula el flujo de Roe se describe a continuaciéon. Primero se deriva la expre-
sion integral para el flujo numérico de Godunov del problema de Riemann original. Después,
se reemplaza el problema de Riemann por una linealizacion y nuevamente se determinan for-
mas integrales para el flujo numérico de Godunov correspondiente. Finalmente, combinando
estos flujos, se calcula el flujo de Roe.

Sea el problema de Riemann para un sistema de ecuaciones

8_u N of (u)
ot ox

=0, z€R, >0, (3.40a)
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uy si z<0,
u(x,0) = (3.40Db)
u. si x>0.

En la figura (3.6) se muestra un esquema de una solucién de similaridad ug(z/t; u;, u,),
donde s; v s, son las velocidades de propagaciéon minima y méaxima respectivamente involu-
cradas en el problema de Riemann. La soluciéon de similaridad ug se mantiene en la zona en
forma de cuna en el centro y estd acotada por los estados constantes u; y u,.

At ap(x/L; ug, uc)

NS P r
(ST A

x-f AISE 0 A’AIS[' 'xl'
X

Figura 3.6: Esquema de una solucién de similaridad

Al integrar la ecuacion (3.40) sobre el volumen de control izquierdo [x;,0] x [0, At] para
algin paso de tiempo At > 0 y tomando en cuenta que la solucion es constante en el tiempo
fuera de la zona en forma de cuna, se llega a

At At
/ / a—udtd +/ d dt =0,
Zy

/ [u(z, At) —u(z,0)] dz +/ [f(u(0,t)) — f(u(x,t))]dt =0,

X 0

/u(x,At)dx—ul(O—xl)+/ tf(u(O,t))dt—/ tf(u(xl,t))dt:O,

] 0 0

0 At
/ alz, A + mu + /0 £(u (0, £))dt — £(u(z)) (At — 0) = 0,

F(w, u,) = £(u) — é ( / 0 a(z, At)dz + xlul> | (3.41)

donde f(u;,u,) = f(ug(0; u;,u,)) es el flujo de Godunov, ver ecuacién (3.33).
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Andlogamente, al integrar (3.40) en [0, z,] x [0, At] produce

Flw, u,) = £(u,) + é ( /0 (e, Atz — xrur> | (3.42)

De esta manera conseguimos dos formas integrales para el flujo de Godunov. La igualdad
de los lados derechos en ambas expresiones puede confirmarse al integrar (3.40) en [z, x,] X
[0, At].

El siguiente paso para calcular el flujo de Roe estéa relacionado con la solucion del problema
de Riemann

on = ou
E + B(ub ur)% = 0’ (343&)
w si oz <0,
ii(z,0) = (3.43D)

u, si x>0,

con B(ul, u,) la matriz de Roe constante que solo depende de los estados iniciales u; y u,.
Claramente este problema es lineal con funcién de flujo f(u) = B(u;, u,)u. El flujo f(u) y la

matriz B(uy, u,) seran aproximaciones al flujo f(u) en (3.40) y a la matriz jacobiana B = -
u

La matriz debe cumplir las propiedades siguientes:

1. f(u,) — f(w) = B(u,u,)(u, — w). (Condicién de salto de Rankine-Hugoniot (A.19).)
2. B(u,u) = B(u). (Consistencia de la matriz)

3. B(ul, u,) tiene m valores propios 5\1, 5\2, ..., Am; asociados a m vectores propios lineal-
mente independientes 81, Sy, ..., §,,. (El sistema (3.43) también es hiperbdlico.)

Para encontrar el flujo numérico de Godunov del problema (3.43) se procede de manera
similar a lo realizado para el problema (3.40):

/ : iz, At)de + xlul) , (3.44)

Ty

- - 1
F(u,u,) =f(uw) — — (
~ 1 @
F(u,u,) =f(u,) + — </ u(z, At)dr — wrur) : (3.45)
0
Tomando la diferencia entre (3.41) y (3.44)

f(u,u,) — F(u,u,) = f(u) —/f\(ul) - é/ (u(z, At) — u(z, At)) dz,

Ty

y considerando el valor de la integral pequeno, se obtiene una expresion para el flujo numérico

de Roe fr(u;, u,):

fr(u,u,) = F(u,u,) + f(u) — f(u). (3.46)
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Del mismo modo, trabajando con (3.42) y (3.44) se deduce otra expresion para el flujo

numérico de Roe _ B R
fr(u,u,) = F(u,u,) + f(u,) — f(u,). (3.47)

Lo que falta por hacer es encontrar una expresion adecuada para f(ul, u,). Para esto, se
usa la solucién de similaridad del problema de Riemann (3.43) en x/t = 0 escribiéndola como
en las ecuaciones (3.35) y (3.36),

up(0;u,u,) =w + E YkSk,
5\k<0

(O ug, 117« =u, — E ’szska
>\k>0

entonces

m
u —w = § ViSk-
k=1

Con estas relaciones es posible calcular f‘(ul, ur), ecuacién (3.37)

F(u,ur) = f(u) + Z Ve Sk,

5\k<0

F(ul, 117“ = f ur Z %)\ksk

)\k>0

Sustituyendo en (3.46) o (3.47) produce dos expresiones para el flujo de Roe

fr(u,u,) = fF(w) + > i, (3.48a)
S\k<0

fR(ul, u,« = f 117« Z ’Vk:/\kslc (348b)
>\k>0

Tomando el promedio de estas expresiones da lugar a otra representacion del flujo numéri-
co de Roe

fR(ul,ur):%(f(ul)+fur - <Z%|Ak|sk) (3.49)

En conclusion, para calcular el flujo de Roe, se necesitan los siguientes pasos:

1. Calcular la matriz de Roe B(uy, u,) a partir de f(u,) — f(u,) = B(u;, 0,)(u, — u,).

2. Encontrar los valores y vectores propios de B(u, u).
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3. Buscar los coeficientes .

4. Hallar el flujo numérico a partir de cualquiera de las expresiones en (3.48).

A continuacién se aplica esto para encontrar el flujo de Roe para las ecuaciones de aguas
someras

ou  0Of(u)
i — L =0 .
9 + 9 S(z,t), x € [L, R| , t >0, (3.50)
donde
r ¢ gh*\" r
u = (h, q) s f(ll) = <q, E + T) 5 S = (O,Qh(SQ - Sf)) .

Primero se busca la matriz B de la relacién
f<u7”) - f(ul) = B(ub ur)(ur - 111).

Se introduce el vector de parametros z, de modo que las diferencias u, — u; y f(u,) — f(w)
puedan representarse en términos de z, — z;. Esto de la siguiente forma

u, —u = P(u,u,)(z, —z), (3.51a)

f(u,) — f(w) = Q(u,u,)(z, — z), (3.51Db)

donde 15(ul, W)y Q(ub u,.) son matrices de 2 x 2 que dependen de los estados u; y u,. Si se
supone que la matriz P(u;, u,) es no singular se llega a la relacién

~ ~ ~ 1

B(u,u,) = Q(u,u,)P (u;,u,). (3.52)

Definiendo el vector de parametros z como

2= o Z _%@) (3.53)

es posible expresar el vector de estados u y el vector de flujos f(u) como

2 2129
21
u= : f(u) = . (3.54)
L o, 1 4

Al calcular las diferencias u, — u; y f(u,) — f(w;) resulta

hr - hl = 221 (Zl,r - Z17l)7

@& — @ = Zo(z1, — 210) + Z1(22, — 224),
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1
3 (gh? — gh) = 2071 (21, — 214),
2 2
? g _
F—7i=2@@m—wm)

1
donde p = ghy v = é(vl +v,.) representa el valor promedio de la variable v, Asi, las matrices
P y Q son
P= : Q=
Z9 21 2@21 222
Claramente la matriz P es no singular, pues su determinante es 2z; # 0. Luego, a partir de

(3.52), se llega a
0 1

A2\ 2%, |
e-(2) 2| b7 u
21 21

donde u es la velocidad media ponderada, definida por
22

s ) (),
21 Vhi+Vh,

oo
I

(3.55)

Notemos que la matriz de Roe B es la matriz jacobiana de (3.50), con ¢ remplazado por

¢y la velocidad de flujo u = % remplazada por . De esta manera se concluye que los valores

y vectores propios de B son

Muw)=a-2¢  M(wu)=a+é =P,
1 1
§1 — 5 §2 =
u—c U+

A partir de estos y de la relacién

m
u, —u = E VkSk
k=1

se calculan los coeficientes v, dando lugar a
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M= 2% (5‘2<hr — h) = (g — qz)) 7
Yo = % (—Xl(hr —hi) + (¢ — qz)) :

Asi, al evaluar en cualquiera de las expresiones de (3.48) se deben distinguir los tres
casos siguientes: :\1 >0, 5\1 <0< :\2 y 5\2 < 0. Para el primer caso, al tomar la expresiéon
(3.48a) se concluye que fg(u;, u,) = f(1;). De manera andloga, para el tercer caso y tomando
la relacién (3.48b), fr(w;, u,) = £(u,). Finalmente, para el segundo caso, cualquiera de las
expresiones puede ser utilizada. Luego, el flujo numérico de Roe para las ecuaciones de aguas
poco profundas es

f(lll) si 5\1 > 0,
?R(ul, uT) = f(ul) + ’}/15\151 si 5\1 <0< 5\2, (356)
f(u,) si Xy < 0.

Flujo numérico HLL

El flujo de Roe es apropiado para muchos problemas. Sin embargo, para otros mas puede
ser demasiado simple, llevando a la apariciéon de oscilaciones espurias. Para resolver esto se
propone que el problema de Riemann consista de tres estados constantes separados por dos
ondas S; y S,, con S; < S, figura 3.7. Este fue propuesto por Harten, Lax y Van Leer en
(Harten et al., 1983).

Tanto la onda més lenta, S;, como la mas rapida, S,, se suponen conocidas. Y en el caso
no trivial S; < 0 < S, la solucién se obtiene integrando sobre el volumen de control.

Integrando la ley de conservacion en el volumen de control se escribe

// (w + £,) dzdt — 0.

Aplicando el teorema de Green
/ (udx — fdt) = 0.
r

Al integrar esta ecuacion en el volumen de control izquierdo [T'S;, 0] x [0, 7] se obtiene

(i — w) (O—TSZ)+T<f—f,) —0.
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Al hacerlo en el derecho [0,7'S,] x [0,T], se encuentra

(@—w) (TS, —0)+ T (fr —'f)

=0.

donde los valores f,., f; y f son los flujos a través de la frontera del elemento.

A
S, S
N\ / /
) 1 T
1 1
1 1
| 3 !
| f :
1 1
1 ' f
1 1
: !
1 |
; ;
> X
x, IS 0 TS, %y

Figura 3.7: Configuracién de dos ondas

Despejando u de ambas ecuaciones

- f—1
u=u
l S[ )
a=u —fr_F
=u, S
Luego _ B
u—i—f_fl— _fr—f
l S[ T Sr )
fr—?+?—fl_u .
Sr Sl — Ur 1y
S (fT —f> e (?- fl>
:ur—
S.S,

= (0, —w) (S;Sr) + 5.

ug,

— Sif,

f(u,u,) = ()
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Siguiendo estas ideas, el flujo HLL es definido como

( f(w) si S;>0
o (w,u,) = (g, = ) (iﬁ&«) ;r 5ot = Sify si §;<0<8S, (3.57)
r Ml
f(u,) si 5. <0

\

Claramente, si S; > 0 la informacion se propaga hacia la derecha y basta con un esquema
tipo “upwind”. De manera similar cuando S, < 0.

Falta estimar los valores de S; y S,. Para ello, Harten, Lax y van Leer proponen que las
velocidades S; y S, sean calculadas como sigue

Sy = min(u; — v/ ghy, ur — v/ gh,) = min(A(w;), A\ (u,.)),

S, = méx(u; + \/ghi, ur + v/ ghy) = max(Ae(w;), A2(u,)),
con A1 y A los valores propios de las ecuaciones de aguas someras.

Por otro lado, en (Fraccarollo y Toro, 1995) se sugiere que
S; = min(A; (), u* — ¢*), Sy = max(A2(u,),u” + ), (3.58)

con
1 1 1
ut = §(Uz+ur)+v9hz— v ghy, = §(vghz+ ghr)—i_zl(ul_ur)‘

Nos referiremos al flujo numérico con los valores de S; y S, dados por la ecuacién (3.58) como
el flujo HLL-FT.

Flujo numérico de Lax-Friedrichs
El dltimo de los flujos que utilizamos en este trabajo es aquel desarrollado por P. Lax y
K. O. Friedrichs. Este método estd basado en diferencias finitas, y puede ser descrito como

un método centrado en el espacio y hacia adelante en el tiempo que introduce un término de
viscosidad igual a 1/2. Este flujo es descrito por la siguiente expresion

i;LF(ula ur) = % (ft\:(ul +¥(ur) - Smaa: (ur - ul)> ) (359)

donde

Sma:v = max <|ul| + V ghla |ur| + V ghr) .



Capitulo 4

Integracion en el tiempo

Una vez resuelta la parte espacial del problema, podemos escribir el sistema a resolver
como una ecuacion diferencial ordinaria dependiente del tiempo. Para efectuar la integracion
en el tiempo utilizamos los métodos de Euler hacia adelante y Runge-Kutta de segundo
grado, los cuales se reescriben para que sean estables, ya sea que satisfagan la propiedad de
disminuir la variacién total (TVD) o que mantengan la variacién total acotada en las medias
(TVBM). También empleamos limitadores de pendiente. A continuacién se detallan estas
técnicas.

4.1. Esquemas numéricos para integrar el tiempo

4.1.1. Método de Euler

El método de Euler es la técnica de aproximacion mas simple para resolver problemas
con valores iniciales. Su simplicidad es de ayuda para ejemplificar las técnicas con que se
desarrollan algunos métodos mas avanzados. Este método tiene como objetivo encontrar una
aproximacion de un problema con valores iniciales, cuya forma es

d

Y Ltw), telT) (4.1)
dt

con L un operador y con una condicion inicial

u(z,t°) = u’(x).

El método de Euler hacia adelante consiste en dividir el intervalo [t°, T] en N subintervalos
de longitud
T—1t°

At =
N ’

53
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generando un conjunto discreto de N + 1 puntos en el intervalo [tO,T |. Para cualquiera de
estos puntos se cumple
t" =t + nAt, 1<n<N

De este modo, podemos aproximar la primer derivada como

du U
—(t") =~
o (")

con u" = u(x,t"). Al sustituir lo anterior en la ecuacién (4.1) se encuentra un valor aproxi-
mado para la funcién u en el tiempo t"** a partir del valor en el tiempo "

u" ="+ AtL(t", u™). (4.2)

El método de Euler es un esquema de primer orden O(At).

4.1.2. Método de Runge-Kutta de segundo orden

Por su parte, el método de Runge-Kutta de segundo orden consiste en tomar la forma
generalizada del operador L

"t ="+ AtL(t", U, At), (4.3)
que ahora depende del incremento At y

L(u™,t", At) = arky + agks,
con aj y as constantes y

kl = L(tn, 'LLn),
k‘g = L(tn + plAt7 u'" + qllk’lAt).

Los coeficientes se encuentran del sistema de ecuaciones siguiente obtenido al igualar las
relaciones anteriores con la serie de Taylor de segundo orden:

a1+ ay = ]_,
QoP1 = '57
azqn = .9,

si as es el parametro libre llegamos a la expresion siguiente:

CL1:]_—CL27
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B B 1
1= q11 = 2a2'

Asi, existe una infinidad de posibles métodos de RK de segundo orden. En este trabajo
se usa ap = .5, implicando que a; = .5, pl = ¢;; = 1, llamado método de Heun con un solo
corrector y se escribe como

At
u"“ =u" + 7(/{31 + ]{32), (44)

con
k?l = L(tn, Un), k‘g = L(tn + At, u" + k?lAt)

Este esquema es de segundo orden O(A#?).

En (Chapra y Canale, 2003) puede consultarse el desarrollo de estos coeficientes y algunos
otros ejemplos de métodos de RK de segundo orden y superiores.

Se debe mencionar que ambos métodos son condicionalmente estables. Esto es, la conver-
gencia del método depende de un parametro, conocido como nimero de Courant-Friedrich-
Lewy (CFL), que depende de la velocidad v, el tamano de la malla Az y el paso de tiempo
At. Este nimero debe estar acotado para que no aparezcan falsas oscilaciones en la solucién.

4.2. Esquemas TVD

Uno de los objetivos de los métodos numéricos es lograr precision en el tiempo y conver-
gencia a soluciones fisicamente correctas. Para este tipo de problemas es posible que surjan
discontinuidades incluso cuando el problema es lineal y las condiciones iniciales son sua-
ves. Ademds, algunos métodos pueden presentar oscilaciones en una regiéon donde aparezcan
gradientes pronunciados o discontinuidades. Asi, es necesario asegurar comportamientos no
oscilatorios 0 mondtonos cerca de estas zonas para obtener resultados fisicamente correctos.
Por esta razon se construyen esquemas de alto orden que preserven la monotonicidad, de
acuerdo a la siguiente definicién (LeVeque, 1992; Mattheij et al., 2005).

Definicién 4.1. Decimos que un esquema numérico para la ley de conservacién (4.5) preserva
la monotonicidad si se cumple lo siguiente: si el conjunto {u?} de soluciones en los nodos en
el paso t" es mondtono creciente (decreciente), entonces el conjunto {u?“} de soluciones al
paso t"*! también es monétono creciente (decreciente).

ou N Of (u)

ot ox

= S(z,t,u). (4.5)

Por otro lado, para medir el comportamiento oscilatorio en la solucion numérica u" = {u’;}
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definimos la variacién total de ésta, TV (u"), como
Ne
TV(u") = |}, — uf|. (4.6)
j=1

Asi, buscamos métodos que no aumenten las oscilaciones de un paso de tiempo a otro.
Para esto, tenemos la siguiente definicién (Shu, 1988; Shu y Osher, 1988, 1989).

Definicién 4.2. Un esquema numérico para la ley de conservacién (4.5) disminuye la varia-
cién total si
TV ") < TV (u"),

para cualquier solucién u" y n > 0. En este caso decimos que el esquema es TVD.
Pedir que un método sea TVD es menos restrictivo que pedir que preserve la monotoni-

cidad, pero al mismo tiempo, permite encontrar esquemas que la mantengan. Esto gracias al
siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Un esquema T'VD para una ley de conservacion preserva la monotonicidad.

Una demostracién del teorema puede consultarse en (LeVeque, 1992).

En (Cockburn y Shu, 2001) se demuestra que podemos obtener estabilidad de esquemas
Runge-Kutta-TVD de alto orden a partir de la estabilidad del método de Euler hacia adelante.
Para esto, el método de Runge-Kutta de orden k£ + 1 es reescrito como sigue:

1. Sea u}) = u(x,0)

2. Paran =0,1,...,N — 1 calcular «"*! a partir de u™ de la siguiente manera:
a) uELO) = uj.
b) Parai=1,...,k+ 1 calcular las etapas intermedias:
‘ i—1
ugf) = (ailu(l)h + At"ﬁilL(ug)D , a; >0, Bu>0, i=1,...;k+1.
1=0
¢) umtl = o+,

Y se presenta el teorema

Teorema 4.2.2. Asumiendo que el método de Euler hacia adelante es TVD y estable bajo
la restriccion CFL At < dq, con

0o = max {At" max|{B/oul}}

0<n<
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Yy que

entonces el método de Runge-Kutta de orden k + 1 (4.2) también es TVD y estable bajo la
misma restriccion. CFL.

Observemos que el método de Runge-Kutta (4.4) se debe reescribir en la forma (4.2)
para que satisfaga las hipotesis del teorema 4.2.2; implicando que sea TVD y estable. Esta
propiedad es muy importante, ya que permite obtener estabilidad para métodos de alto orden
a partir de la estabilidad del método de Euler hacia adelante. En particular, si la solucion de
los elementos de GD se aproximan por polinomios de grado k, entonces se debe de utilizar
un RK-TVD de orden k + 1.

Cabe mencionar que en (Chavent y Cockburn, 1989) se muestra que para el caso lineal,
f(u) = cu, usando una aproximacién lineal, a trozos, es decir, k = 1, el método de Euler
hacia adelante es inestable. Por otro lado, en (Cockburn y Shu, 1991) se muestra que si un
Runge-Kutta de segundo orden se utiliza, el esquema es estable siempre que

At

<1
c— < —.
Az — 3

Ver resultados numéricos en el apartado 5.1.

Por su parte, el esquema de Runge-Kutta-TVD de segundo orden (RK-TVD) (4.4) se
puede escribir como

ug) = up, + AtL(uy), (4.7)

ul? = u1), + AtL(ulM), (4.8)
1

uptt = 3 <u2 + u?) . (4.9)

La idea detras de la construccién de esquemas TVD es que las soluciones fisicas para
problemas hiperbdlicos no permiten la aparicién de un nuevo extremo con el paso del tiem-
po. Es por esto que en los esquemas TVD la variacién total de la solucién numérica esta
controlada en alguna forma para prevenir la aparicién de cualquier falso extremo. Asi, el
problema principal en el disenio de los esquemas TVD es introducir mecanismos para man-
tener la monotonicidad sin perder la precision lejos de discontinuidades. Estos mecanismos
pueden presentarse en forma de limitadores de pendiente o dentro de la funciéon de flujo. En
el siguiente apartado presentamos una de estas técnicas, los limitadores de pendiente.

Ademas, los esquemas TVD tienen problemas cuando los datos iniciales tienen extremos,
llevando a disipacién en la solucién. Este problema puede superarse si pedimos que el esquema
satisfaga la siguiente definicion.

Definicién 4.3. Un método es de variacién total acotada (es TVB) si para cualquier conjunto
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de datos iniciales u® = {u?}, con TV (u") < oo, y cualquier tiempo T, existe una constante
M > 0y un valor § > 0 tal que
TV(u") < M,

para todo nAt < T siempre que At < 9.

Claramente todo esquema TVD es automaticamente TVB, tomando M = TV (u’).

4.3. Limitadores de pendiente

A pesar que los esquemas sean TVD o TVBM tedricamente, esto no garantiza que la
solucién numérica se comporte como se espera, ya que oscilaciones espurias pueden aparecer
cerca de discontinuidades o de pendientes pronunciadas, por ejemplo en la ecuacion de con-
veccion con declives muy pronunciados. Para evitar que esto suceda, se emplean métodos que
aseguran la estabilidad de la variaciéon total directamente. Estos métodos se conocen como
limitadores de pendiente. Cabe mencionar que estos limitadores mantienen la propiedad de
ser TVD mientras las condicion CFL se satisfaga.

Supongamos que la discretizacién del tiempo se realiza por medio de Euler hacia adelante
(4.2). Sea u’P" una solucién preliminar en el elemento 2, obtenida con el método de Galerkin
discontinuo al tiempo ", donde u’?"® es la condicién inicial sobre ese elemento. La idea de un
limitador de pendiente es reconstruir ésta solucién preliminar usando los elementos vecinos,
para obtener una solucion, ug’“m, en la que las oscilaciones se hayan eliminado antes de

avanzar al siguiente paso de tiempo.

El proceso de limitacién debe satisfacer las siguientes condiciones:

1. No debe cambiar el promedio de la celda de u.*"°. Es decir, los promedios en las celdas
de u™P y u™"™ deben ser los mismos. Esto para mantener la propiedad de conservacién
del método de Galerkin discontinuo.

2. No debe afectar la precision del esquema en regiones suaves.

3. Debe eliminar las oscilaciones cerca de zonas con pendientes pronunciadas o de discon-
tinuidades.

n,pre
e

1
e = — [ ulda, 4.10
U . u x ( )

El promedio de celda de la solucién u estd definido por

La solucién limitada en el elemento esta representada por la expresion

ug,lim — ﬂ/e + O-e(x — J_})’ T &€ [xle7 l’i]
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donde 7 es el punto medio del elemento [z}, 2] y 0. es la pendiente limitada sobre el elemento.

Para calcular o, utilizamos la funcion minmod dada por

smin(|al, 0], |c]) si s = sign(a) = sign(b) = sign(c),
. =m(a,b,c) = (4.11)
0 otro caso,

donde los argumentos de la funcién, a, b y ¢, son la pendiente hacia atrds (en ._;), la
pendiente hacia delante (en €2..;) y la pendiente central (en ().), respectivamente, definidas
por - B - -

Cl:___ 7 b:ue—l-l_ue C_ue—i-l_ue—l

— - - L (4.12)
Te — Te—1 Tet1 — Te Tet1 — Te—1

La funcién minmod funciona de la siguiente manera: si las pendientes dadas en (4.12)
tienen el mismo signo, regresa el valor de aquella que tenga el menor modulo, en otro caso,
el valor que regresa es cero. Es esta funcién la que proporciona el mecanismo para decidir
si la solucion es suave o existen oscilaciones en un elemento al comparar la pendiente de la
solucion con las pendientes en los vecinos. Un esquema de esto puede verse en las figuras 4.1 y
4.2, donde las lineas continuas negras en las figuras a) y c¢) son las soluciones preliminares del
método, u, ™", las lineas continuas negras en las gréficas b) y d) son las soluciones limitadas,

li : S , .
uy™™ el promedio del celda de la solucién, ., se representa con lineas punteadas rojas.

Figura 4.2: Solucién limitada en zonas con oscilaciones
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Para mantener la propiedad TVD del método de Euler hacia adelante definimos la varia-
cion total en las medias como

Ne
TVM(up) =) |af,, —ujl, (4.13)
j=1

y se tiene el siguiente resultado

Proposiciéon 4.3.1. Para condiciones de frontera con soporte compacto o periodicas, la
solucion numérica vy del esquema Galerkin discontinuo con FEuler hacia adelante (4.2) y
limitada por la funcion minmod, es un esquema que disminuye la variacion total en las
medias (TVDM). Es decir

TVM (upth) < TV M (u})

Este resultado, aunque se presenta para esquemas en los que la discretizacién del tiempo
se hace con Euler hacia adelante, también puede aplicarse a esquemas en los que se discretiza
el tiempo con algin método RK-TVD, permitiendo obtener el mismo resultado de estabilidad
cuando se utiliza el limitador minmod.

Proposiciéon 4.3.2. Bajo las mismas condiciones que en la proposicion 4.53.1, la solucion uj,
del esquema Galerkin discontinuo con algun RK-TVD y limitada es TVDM.

Sin embargo, el limitador elimina precision cerca de extremos de la solucion. Esto debido
a que, si un elemento contiene un punto extremo, las pendientes hacia adelante y hacia
atras tendran signo contrario, provocando que en esta region la funcion minmod regrese cero,
metiendo difusién en la solucion. Para evitar esto, se utiliza un corrector que mantenga la
variacién total acotada en las medias (TVBM).

a silay| < MR?,
may, -+ ,a,) = , (4.14)
m(ay, -+ ,ap) otro caso,

donde el parametro M es una cota superior del valor absoluto de la segunda derivada evaluada
en los extremos de la solucién (Cockburn y Shu, 2001; Hesthaven y Warburton, 2007). En
el caso de leyes de conservacion no lineales y si la condicién inicial, ug(z), es C* a trozos,
entonces

M = sup {[ul ()], uh(y) = 0} (4.15)

Con esto, el esquema serd de variacion total acotada en las medias (TVBM) y de alto orden
de precisién para soluciones con extremos. Mas detalles en (Cockburn y Shu, 2001). A esta
correccién, ecuacién (4.14) se le llama limitador de pendiente TVBM.

Finalmente, en (Cockburn y Shu, 2001) se sugiere aplicar los limitadores en cada etapa
intermedia del método de RK-TVD, dado que funcionan mejor que aplicarlos a la solucién
de la ultima etapa.



Capitulo 5

Resultados Numéricos

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos al aplicar el método de Galerkin
discontinuo (GD). Primero, probamos la eficacia del método GD con Euler-TVD y Runge-
Kutta-TVD de segundo orden y los limitadores, tanto en precisiéon como en la captura de
ondas de choque y de rarefaccion. Para esto resolvemos la ecuacién de conveccion y el proble-
ma de Riemann para la ecuacién de Burgers. Posteriormente, utilizamos estas técnicas junto
con los flujos numéricos HLL, Roe y Lax para encontrar la solucion de las ecuaciones de aguas
someras en diversos ejemplos como: fractura de presa sobre una cama plana, mojada o seca,
con o sin friccién; salto hidraulico; transito de agua sobre un tope con diferentes regimenes
o estados de flujo; movimiento de agua sobre un lecho irregular y sobre un bol parabdlico.

Los primeros ejemplos fueron resueltos en una Laptop HP con sistema operativo Win-
dows 8, con un procesador Intel Celeron N2840 a 2.16GHz y con 2 GB de RAM, en la versién
R2015a de MATLAB. Los problemas de flujo sobre un tope fueron ejecutados en una compu-
tadora de escritorio Dell, con procesador Intel Core i5-4590 a 3.30GHz y con una memoria
RAM de 4GB. Debido a que fue necesario mas velocidad de céalculo, los ejemplos de cama
irregular y de flujo sobre un bol se ejecutaron en una Dell con procesador Intel Core i7-6700
a 3.40GHz con una memoria RAM de 8GB.

5.1. Analisis de limitadores y flujos numéricos

5.1.1. Ecuacién de conveccion

Con el fin de probar la efectividad de los limitadores de pendiente aplicamos el método
de Galerkin discontinuo a la ecuaciéon de conveccion con velocidad constante u:

oc  oC

— — =0 0,1 t>0
8t+u8x ,  x€][0,1], > 0,
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con condicién inicial
sin(10rz) si xz € [0,0.1]
C(I’, 0) = )

0 otro caso

donde el nimero de elementos, ne, es igual a 100, 500 y 1000. Tomamos como criterio de
parada que la solucién supere una tolerancia para el error relativo igual a TOL = 0.4 para
Euler hacia adelante y para el resto de los esquemas cuando se supere el tiempo final de
simulacion igual a ¢ = 5s. En las figuras 5.1 a la 5.5 se muestran a la izquierda las gréficas
de las soluciones analitica y numérica con 100, 500 y 1000 elementos de arriba a abajo, en
el centro el maximo error relativo a lo largo del tiempo y a la derecha las gréaficas de la
variacion total para cada caso, ver ecuacién (4.6). El nimero de Courant-Friedrichs-Lewy
utilizado para todos los casos es CF L = 0.3. Ademas, para el flujo numérico en las fronteras
se ha utilizado un esquema upwind:

Cuando utilizamos el método de Euler hacia adelante para integrar el tiempo sin un
limitador obtenemos soluciones con oscilaciones, estas se generan en las zonas donde cambia
la pendiente drasticamente, fig. 5.1. Las oscilaciones contintian aunque se tome un numero
mayor de elementos. Mas atin, podemos ver que el error supera la tolerancia mas temprano
conforme se toman mas elementos. Claramente la solucién no cumple ser TVD.

Al utilizar el limitador de pendiente minmod, ecs. (4.11) y (4.12), en el método de Euler
la soluciéon mejora, pero observamos que supera la tolerancia al usar pocos elementos. Pa-
ra lograr una mejor solucién aumentamos el nimero de ellos, pero las soluciones presentan
aglomeraciones en algunas zonas en vez de distribuirse uniformemente, fig. 5.2. La solucién
obtenida es TVD, como se espera, reafirmando que el limitador elimina las oscilaciones cer-
canas a zonas abruptas.

La figura 5.3, muestra la solucién obtenida cuando aplicamos el método de Runge-Kutta-
TVD de segundo orden. Esta solucion es mejor que las anteriores pero nuevamente presenta
ligeras oscilaciones en las zonas donde cambia la pendiente, especificamente en el frente de la
solucién. Conforme aumenta el niimero de elementos éstas logran desaparecer, aunque no del
todo, provocando un aumento del tiempo de ejecucién y la cantidad de memoria utilizada.
Nuevamente, el método sin el limitador no es TVD.

Con el fin de quitar las oscilaciones aplicamos el limitador minmod, como se puede observar
en la figura 5.4, pero aparece algo de difusién numérica provocando que el error aumente. Esta
difusion es provocada por la existencia de un maximo en la condicién inicial. Un aumento en
el numero de los elementos permite disminuir la difusién numérica.

Ahora, para evitar la difusiéon numérica usamos el limitador de pendiente TVBM. Con
ello logramos que la difusiéon desaparezca cuando se trabaje con pocos elementos, figura 5.5,
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disminuyendo asi el tiempo de ejecucion. Al observar la variacion total, podemos notar que
aunque esté oscilando con el tiempo se mantiene acotada. Dado que la solucién es continua
en cada elemento, alcanza su maximo y si minimo, por lo cual el valor promedio va a estar
acotado por estos valores, implicando que la variacion total en las medias esté acotada, esto
es, la solucion satisface ser TVBM.

Al observar las graficas de errores relativos para los métodos de Euler y RK-TVD con
500 elementos, ver 5.6, podemos concluir que el método de RK-TVD sin limitador es mejor
que el método de Euler hacia adelante con el limitador minmod. Ademads, cuando se aplican
los dos tipos de limitadores al método de RK-TVD, los resultados son mejores que Euler
limitado, teniendo el mismo comportamiento, ver figura 5.7.
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Figura 5.6: Maximo de los errores relativos contra el tiempo de simulacién para los métodos de Euler-TVD con limitador minmod
(izquierda) y RK-TVD de segundo orden sin limitador (derecha).
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Figura 5.7: Méximo de los errores relativos contra el tiempo de simulacién para el método de RK-TVD con el limitador minmod
(izquierda) y el limitador TVBM (derecha).

El médximo nimero de CFL es 1/3. Si se supera, empiezan a aparecer oscilaciones que
provocan que la solucion sea inestable a pesar de aplicar algin limitador de pendiente.

Por 1ultimo, la tabla 5.1 muestra los tiempos de ejecucién de los dos métodos sin y con
limitador para CFL iguales a 0.1 y 0.3 en minutos. Notemos que cuando se ocupan 500 ele-
mentos el tiempo disminuye a la mitad al aumentar el CFL, mientras que con 1000 elementos



5.1. Analisis de limitadores y flujos numéricos 69

la diferencia en tiempo es pequena e incluso en algunos casos llega a ser mayor. Como con-
clusién final, el mejor resultado fue el obtenido con el método de RK-TVD con cualquier
limitador y 500 elementos, ya que este ocupa poco tiempo de ejecucion y memoria, ademas
de obtener una solucion con una precisién similar a la dada con mallas mas finas.

Tiempos de ejecucion para los diferentes métodos

CFL | Euler | Euler | RK-TVD | RK-TVD RK No. Pasos dt
minmod minmod | TVBM | de tiempo
100 elementos
0.1 1.65 1.54 2.43 1.61 1.71 200 0.001
0.3 | 0.60 0.54 0.81 0.54 0.55 66.67 0.003
500 elementos
0.1 | 8.96 8.80 9.96 10.14 10.36 1000 0.002
0.3 | 3.07 3.24 4.21 3.89 3.79 333.33 0.006
1000 elementos
0.1 | 8.44 7.98 10.20 10.29 11.47 666.67 0.0003
0.3 | 7.38 8.38 9.35 9.75 12.37 600 0.0003333

Tabla 5.1: Tiempos de ejecucién en minutos para ne = 100, 500 y 1000.

5.1.2. Ecuacién de Burgers

Como segundo ejemplo, resolvemos la ecuaciéon de Burgers

ou 10u?
E+§a—x—07 z€[-1,1, t>0,

con condicién inicial discontinua a trozos

U z <0
e, 0) = we) = { o L5

para observar la eficacia del método en la captura de ondas de choque (u; > u,) y rarefaccién
(u; < u,). Estos fenémenos son importantes pues también se presentan en el modelo de las
ecuaciones de aguas someras.

El dominio se ha discretizado con 300 elementos y se muestran los resultados para t = 0.6s
en el caso de onda de rarefaccién y de t = 3s para onda de choque.

Ademas, puesto que se trata de una ecuacién no lineal, el nimero CFL que se utiliza tiene
la forma siguiente:

At méx(\)
Ax
donde A es el valor propio de la ecuacién evaluado en las condiciones iniciales, ver (Mattheij

CFL =
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et al., 2005). Asi, la condicién CFL se mantuvo igual a 0.2 para onda de choque y a 0.1 para
onda de rarefaccién.

En las figuras 5.8 a la 5.10 comparamos los resultados entre el Runge-Kutta tradicional
(graficas de la izquierda)y el RK-TVD (gréficas de la derecha) ambos de segundo orden.
En los ejemplos de conveccién, figura 5.8 y en el de la ecuacion de Burgers con onda de
rarefaccion, figura 5.9, no se presenta algin cambio. Sin embargo, para la onda de choque
de la ecuacion de Burgers observamos que aparecen oscilaciones en la solucién con el RK no

TVD, figura 5.10. Esto muestra la importancia de los métodos TVD en aquellos problemas
con soluciones discontinuas.
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Figura 5.8: Solucién de la ecuacién de conveccién con los métodos de RK tradicional (izquierda) y RK-TVD (derecha)
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Figura 5.9: Solucién de la ecuacién de Burgers con onda de rarefaccién utilizando los métodos de RK tradicional (izquierda) y
RK-TVD (derecha)
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Figura 5.10: Solucién de la ecuacién de Burgers con onda de choque utilizando los métodos de RK tradicional (izquierda) y
RK-TVD (derecha)
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En las figuras 5.11 a la 5.14 se presentan las graficas de concentracién contra el espacio
(izquierda), error relativo contra tiempo (centro) y variacién total contra tiempo (derecha);
ademas de arriba hacia abajo los resultados del método sin limitador, en medio el método
con el limitador minmod y abajo con el limitador TVBM.

En la figura 5.11 presentamos los resultados para la solucién de onda de choque, caso
u; > u,, con el método de Euler hacia adelante TVD. Notamos que en general el método de
Euler captura bien la discontinuidad que se propaga a lo largo de la caracteristica. Al aplicar
los limitadores minmod y TVBM, la solucién no cambia significativamente. La variacién total
en estos ultimos permanece constante. Eso verifica que no aparecen falsas oscilaciones. No se
aprecia una gran diferencia entre ambos limitadores.

La figura 5.12 contiene los resultados con el método de Runge-Kutta-TVD. Claramente al
usar un nimero de CFL mas pequeno mejora la solucién. Aunque llegan a aparecer pequenas
oscilaciones en la discontinuidad. Al quitar estas con alguno de los limitadores se pierde algo
de precision en la solucion.

El nimero CFL maximo para que el método se mantuviera estable en ondas de choque
es de 0.5 para RK-TVD.

Para el caso de onda de rarefaccién, u; < u,, el método de Euler presenta oscilaciones
que van aumentando conforme avanza el tiempo, figura 5.13, provocando que el maximo
del error relativo incremente. Por otro lado, cuando se limita la soluciéon, el comportamiento
oscilatorio desaparece pero se presenta un ligero desfase en el frente de la solucion. La solucién
mejora con el método de Runge-Kutta-TVD. Nuevamente, no se aprecian diferencias entre
las soluciones limitadas, fig. 5.14. Los errores van disminuyendo conforme pasa el tiempo, esto
debido a que la discontinuidad en la condicion inicial va transformandose en una solucion
continua, conocida como solucién de similaridad.

El maximo nimero CFL para mantener estabilidad con ondas de rarefaccién es de 1/3

para RK-TVD.

A partir de los errores relativos podemos apreciar que la solucién aproximada de cualquier
método presenta caracteristicas similares. De esto podemos inferir que la eleccién del método
ocupado depende de si queremos mayor precisién (usando el método de RK-TVD) o un menor
tiempo de ejecucion (usando Euler-TVD). El tiempo méaximo de ejecucién para ambos casos
es de 2 minutos.
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5.2. Ecuaciones de aguas someras

La metodologia presentada en los apartados anteriores permiten decidir un procedimiento
para encontrar la solucién de las ecuaciones de aguas someras, esto tomando en consideracion
la precision de las soluciones, la eliminacién de oscilaciones y el tiempo de ejecucién. Asi se
decidié usar los métodos de Euler hacia adelante y el método de Runge-Kutta-TVD de
segundo orden ambos con el limitador minmod.

Primero se prueba con Euler hacia adelante, pues tarda menos en ejecutarse, y luego se
utiliza Runge-Kutta-TVD de segundo orden para aumentar la precision.

A continuacién se presentan los resultados para las ecuaciones de aguas poco profundas.
Al igual que con la ecuacién de Burgers, el nimero de Courant que se utiliza depende de los
valores propios y tiene la forma
At max(\;)

Ax
donde \; son los valores propios de las ecuaciones de aguas someras, ecuaciones (2.23), eva-
luados en las condiciones iniciales.

C:

5.2.1. Fractura de presa idealizada en un canal rectangular sobre
lecho mojado

Se resuelve el problema de fractura de presa en un canal de 1000 m de longitud, con una
presa localizada a 500 m. La profundidad del agua al inicio de la simulacién dentro de la
presa es de 10 m y fuera de ella es de 2 m, obteniendo asi un problema de Riemann para las
ecuaciones de aguas poco profundas. No consideramos la fricciéon en el canal y la pendiente
del lecho no cambia, implicando una ecuaciéon homogénea. La presa se fractura y el flujo de
agua subsecuente es simulado. La solucion analitica a este problema se detall6 en el capitulo
2. Se utilizan 400 elementos para discretizar el dominio, un CFL igual a 1/3. La figura 5.15
presenta la solucién después de 20 segundos con el método de Runge-Kutta-TVD de segundo
orden y los flujos numéricos HLL, HLL-FT, LF y Roe. Los resultados numéricos logrados con
los flujo HLL y Roe son los més cercanos a la soluciéon exacta en las zonas donde aparecen
las ondas de rarefaccién, ver figura 5.16. Con los flujos HLL, HLL-FT y Roe, el nimero CFL
puede crecer hasta 1/2 sin la aparicién de irregularidades en la solucién; por su parte, el de
Lax-Friedrichs no permite que supere 1/3. Asi, al utilizar los primeros para la simulacién
podemos dar un paso mas grande de tiempo sin perder precision.



5.2. Ecuaciones de aguas someras 77

T 30 T
-o-Exacta -“-Exacta
O Flujo HLL O Flujo HLL
=
X
<
4
2 1 1 1 5 i
0 200 400 600 800 1000 0 200 800 1000
X X
Figura 5.15: Solucién para fractura de presa. Profundidad h(z,t) (izquierda), caudal g(x,t) (derecha).
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Figura 5.16: Onda de rarefaccién para la solucién de fractura de presa. Profundidad h(z,t) (izquierda), caudal ¢(z,t) (derecha).

5.2.2. Fractura de presa idealizada en un canal rectangular sobre
lecho seco

El siguiente escenario para nuestras ecuaciones es analogo al anterior, es decir, al inicio
la profundidad del agua dentro de la presa es de 10 m pero considerando ahora que fuera de
la ella no hay agua. Este es el conocido problema mojado-seco.

Sabemos del capitulo 2, que las ecuaciones de aguas someras son hiperbdlicas cuando
h > 0. Un tratamientos para el problema de cama seca, h = 0, es necesario, ya que los flujos
numeéricos con solver de Riemann estan basados en leyes de conservacién hiperbdlicas. Asi, el
flujo numérico con cama seca debe ser calculado adecuadamente y la profundidad del agua
debe ser fisicamente correcta, es decir, h > 0.

Dado un nodo y considerando que se encuentre en la frontera de la cama seca, las velo-

cidades de onda, S; y S,, para el flujo HLL estdan determinadas por las siguientes ecuaciones
(5.1), (Toro, 1990).

Si el nodo estd seco a la derecha, es decir, h; > 0y h, = 0, entonces

Sl =Uu, — \/ghl, Sr Zul—|—2\/ghl. (51&)
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En caso contrario, h; =0y h, > 0, entonces
Sy =u, —2+/gh,, S, =u;+\/gh,. (5.1b)

De igual manera, si ocupamos el flujo de Roe, los valores de las velocidades de onda se
calculan por medio de las ecuaciones (5.2).

Si nodo en la frontera de cama seca tiene seco el lado derecho, h; > 0 y h, = 0, entonces

)\1(111, U.T) = dl — 1/ ghl, :\2(111, 117«) = ﬂl + 2\/ ghl. (52&)

De otra forma, cuando h; = 0 y h, > 0, entonces

A (g, w,) = d, — 2+/gh,, S\Q(ul, u,) = U, + \/gh,. (5.2b)

Ademas de esto, una pequena capa de agua € > 0 y un caudal ¢ = 0 es definida sobre los
nodos secos, (Ying et al., 2003). Es decir, al principio del algoritmo, h = € en los nodos secos
y si durante la ejecucion resulta que en un lado de un nodo h > € y del otro h < ¢, entonces
se calcula los flujos numéricos de acuerdo a las ecuaciones (5.1) o (5.2). Si en ambos lados la
profundidad es menor o igual a e, entonces se establece que los flujos numéricos son iguales
a cero, la profundidad del agua se cambia a h = € y el caudal a ¢ = 0.

En la simulacién ocupamos el método de RK-TVD y el limitador minmod con una malla
con 400 elementos, CFL = 0.01 y € = 107%. Los resultados después de 20 segundos son
mostrados en la figura 5.17. En ella vemos que la solucién concuerda con la exacta, salvo en
el frente de la onda que presenta un pequeno desfase. En la figura 5.18 podemos apreciar que
el maximo de los errores relativos a lo largo del tiempo de simulacién disminuye. El niimero
de CFL no pudo crecer més alld de 1/3 debido a que necesitamos aumentar la capa de agua
€ para mantener estabilidad en la solucion.
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Figura 5.17: Solucién para fractura de presa con cama seca. Profundidad h(z,t) (izquierda) y caudal ¢(z,t) (derecha).
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5.2.3. Fractura de presa en un canal artificial rectangular con fric-
cion sobre lecho seco

En este caso consideramos una fractura sobre un canal artificial de madera horizontal, de
0.096 m de ancho, 0.08 m de altura y 20 m de longitud con una presa colocada a 10 m. El
coeficiente de rigurosidad de Manning es igual a 0.009 s/ m'/3. La elevacién del agua al inicio
dentro de la presa es de 0.074 m y con cama seca en el exterior. Se rompe la presa y el flujo
es simulado. Una capa de agua € = 10~ es ocupada.

Al comparar los métodos de Euler hacia adelante y RK-TVD de segundo orden, figuras
5.19 y 5.20 notamos que tiene un comportamiento mas suave. Ademas se requiere aumentar
la capa de agua que cuando no hay friccién, €, ya que pierde regularidad en caso contrario.

Cabe mencionar que se esperaba comparar la simulacién con datos reales dados en (Scho-
klitsch, 1917), pero el articulo no fue hallado. Sin embargo, comparando las graficas con otras
presentadas en articulos que ocupan la misma referencia vemos que la simulacién es buena.

0.08

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X X

Figura 5.19: Solucién para la profundidad fractura de presa con cama seca y friccién. Euler a los 9 segundos (izquierda) y
RK-TVD de segundo orden a 10 segundos (derecha).
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Figura 5.20: Solucién para el caudal en la fractura de presa con cama seca y friccién. Euler a los 9 segundos (izquierda) y
RK-TVD de segundo orden a 10 segundos (derecha).

5.2.4. Flujo sobre bol parabdlico

El siguiente ejemplo también involucra un problema de mojado-seco. En este se aplican el
esquema RK-TVD de segundo orden con el limitador minmod, ademas del flujo HLL sobre un
bol parabdlico. Este escenario consiste en el movimiento de agua dentro del bol. En (Thacker,
1981) se obtiene la solucién analitica de este problema. La cama parabdlica del canal estd

determinada por
22

donde hg y a se muestran en la figura 5.21.

Datum

Figura 5.21: Cama para el bol parabdlico.

La superficie del agua inicial se representa con la ecuacién siguiente:

—2B% — 4Bz
() = —m8m8 5.3
(@) == (53)

donde B es una contante y se tiene agua quieta, esto es, ¢ = 0, ver figura 5.22.
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La solucion analitica para la superficie en cualquier tiempo esta dada por

—B? cos(2wt) — B? — 4Bw sin(wt)x
4q ’

Z(x,t) =

y para la velocidad por
u(x,t) = Bsin(wt), (5.5)

con

\V 2gh0

Claramente, al tratarse de un problema de mojado-seco, es necesario considerar una capa
de agua e. Para este caso basta con € = 107°. En este ejemplo tomamos ko = 10 m, a = 600
m y un tiempo final 7' = 230 s. Los resultados concuerdan con la solucién analitica, figuras

5.22 v 5.23.
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Figura 5.22: Condiciones iniciales para el flujo sobre un bol parabdlico (arriba) y después de t = 67 s (abajo).



82 Capitulo 5. Resultados Numéricos
20 ; ; 5 ; : :
9 —Fondo O Exacta
° Numérica
10 - 1 -5
= =
3 %10
= o
0r 1 15+
-20 -
-10 L -25 I . I
-1000 -500 0 500 1000 -1000 -500 0 500 1000
X
20 10 ; T !
[ —Fondo '?
O Exacta
° Numérica
10 - 1 1
=
5 4
L
o L 4
-10 - ; !
-1000 -500 0 500 1000 -1000 -500 0 500 1000
X
20 :
L —Fondo y
© Exacta
° Numérica
10 - 1
=
LS
L
0 L 4
-10 .50 . . ,
-1000 -500 500 1000 -1000 -500 500 1000

X o
X o

Figura 5.23: Solucién sobre un bol parabdlico en ¢t = 135 s (primera fila), ¢ = 200 s (segunda fila) y ¢ = 230 s (tltima fila).

5.2.5. Salto hidraulico

Una simulacion de salto hidraulico es simulada como siguiente ejemplo. El canal es de 14
m de longitud y 0.46 m de ancho con una batimetria horizontal. se considera un coeficiente
de rigurosidad de Manning igual a 0.008 s/ m'/3. En la frontera aguas arriba se mantiene la
profundidad a 0.031 m y un caudal de 0.118 m?/s. En la frontera aguas abajo se establecen

.. . . q C e
condiciones que permiten que el agua salga, es decir, 9 0. Como condicién inicial se
x

utiliza la integracion numérica de la siguiente ecuacion
dh  So— Sy

de~ 1-2
gh

(5.6)
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con condicién inicial h(0) = 0.031, dada en (Gharangik y Chaudhry, 1991). Esta ecuacién
viene de la idea que al inicio el flujo es estacionario. Implicando que a—z = 0 y al sustituir
esto ultimo en las ecuaciones de aguas someras resulta la ecuacién (5.6).

Asi, después de 50 segundos el nivel del agua en la salida sube a 0.265 m. En la figura
5.24 se muestra el estado estacionario de la solucién después de 100 segundos con el método
de RK-TVD, tomando 100 elementos con un CFL de 0.1 y el flujo HLL.
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Figura 5.24: Salto hidraulico. Profundidad h(z,t) (izquierda) y caudal ¢(z,t)(derecha).

5.2.6. Flujo sobre un tope

Varias simulaciones de diferentes regimenes de flujos sobre un tope se presentan. El canal
sin friccion es de 1 m de ancho y 25 m de longitud. La cama del canal esta definida por

0.2 —0.05(z —10)*, 8<az<12,
b(x) =
0 Otro caso.

Se ocupan 100 elementos y un CFL de 0.1. En todas las simulaciones se ocupa el método
RK-TVD. El limitador minmod puede ser aplicado tanto a la elevacion de la superficie del
agua, s = b+ h, como a la profundidad, h. Los resultados después de 200 s se presentan a
continuacion con el flujo numérico HLL.

Para un flujo subcritico se considera una superficie de 0.5 m con agua quieta. Entra un
flujo de agua con caudal igual a 0.18 m?/s. El agua sale del canal a una profundidad de 0.5
m. Al limitar la profundidad, figura 5.25, se obtiene una mejor solucién que si limitamos la
elevaciéon de la superficie, figura 5.26, particularmente en la solucién para el caudal o carga.
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5 10 15 20 25
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X
Figura 5.25: Flujo subcritico limitando la profundidad del agua h.
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Figura 5.26: Flujo subcritico limitando la elevacién de la superficie del agua s = b+ h.

Para un flujo transcritico se utiliza una superficie inicial de 0.33 m con agua quieta. Un
flujo de agua entra con caudal igual a 0.18 m?/s y la superficie del agua en la salida se
mantiene a 0.33 m. El flujo cambia de subcritico antes del tope a supercritico sobre el tope
y vuelve a ser subcritico mediante un salto hidraulico. El limitador de superficie es mejor en
este caso, como puede observarse en las figuras 5.27 y 5.28.

0.6

h(x,t)

w w w w 0.19 w w w w
0.185 o <
J ° o & & & g
= ° e o Te g K0
X 018 o o o o §uWw
<3 & e Lo
0.175 o 4
8 ®
: : : : 0.17 : : : ‘
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
X X
Figura 5.27: Flujo transcritico limitando la profundidad del agua h.
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0.6 : | : | 0.19 ‘ ‘ : :
0.185 °
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X 0418
o
0.175 :
0 : : : : 017 ‘ : : :
0 5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
X X

Figura 5.28: Flujo transcritico limitando la superficie del agua s = b + h.

Finalmente, un flujo supercritico es simulado. Las condiciones iniciales y de frontera para
este caso son una elevacion de la superficie del agua inicial de 2 m con agua quieta. En la
entrada del agua la tasa de flujo se mantiene a 25.0567 m?*/s con una superficie igual a 2 m.

Como en el caso subcritico, los resultados son mejores al limitar la profundidad, ver figura
5.29.

2.5 : : : : ‘
) SR
=15
X
£ 1 ] :
0.5 0.5
0 : 0 ‘
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
X X

Figura 5.29: Flujo Supercritico limitando la profundidad (izquierda) o la superficie (derecha).

Con estos resultados concluimos que al considerar el fondo del canal es necesario definir
el tipo flujo y donde aplicar el limitador para tener soluciones sin oscilaciones.

5.2.7. Flujo sobre un lecho irregular

En esta prueba se utiliza un flujo transcritico en un canal con cama irregular y sin friccién.
La altura de la cama estd dada por la tabla 5.2. El método de RK-TVD es utilizado junto
con los flujos HLL y de Roe y el limitador minmod sobre la superficie.

La superficie inicial es de 16 m con agua quicta. El caudal en la entrada es igual a 50 m?/s
y la superficie en la salida se mantiene a 16 m. El flujo dentro del canal cambia de subcritico a
supercritico y regresa a subcritico por medio de un salto hidraulico. A partir de los resultados
del ejemplo anterior, limitamos la superficie. Ademaés, se tuvo que realizar un refinamiento



86 Capitulo 5. Resultados Numéricos

x(m)| 0 50 100 150 200 250 300 350 400 425
bm)| 0 0 25 5 5 3 5 5 75 8
x(m) | 435 450 470 475 500 505 530 550 565 575
bm)] 9 9 9 91 9 9 6 55 55 5
x(m)
b(m)

600 650 700 750 800 820 900 950 1000 1500
4 3 3 23 2 12 04 0 0 0

Tabla 5.2: Elevacién de la cama para cama irregular.

de la malla en la zona mas alta de la cama, esto debido a que existe un cambio repentino
de pendiente pasando esta zona donde aparecen oscilaciones. Gracias a este refinamiento
las oscilaciones pudieron ser reducidas. Los flujos HLL y Roe fueron aplicados obteniendo
resultados similares. La simulacion después de 3500 s se muestra en las figuras 5.30 y 5.31.

20
—Fondo
° Roe
° HLL |
15+ - 1
8
=
X10
=

500 1000 1500
X

o

Figura 5.30: Flujo sobre una cama irregular con los flujos numéricos de Roe y HLL.
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541 1
53¢
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X52
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50 e | R B TR
49 : :
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Figura 5.31: Flujo sobre una cama irregular con los flujos numéricos de Roe y HLL.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

A lo largo de esta tesis se resolvieron numéricamente varios ejemplos para las ecuaciones de
aguas someras. Esto con ayuda del método de Galerkin discontinuo para resolver en el espacio
y los esquemas de Euler hacia adelante y Runge-Kutta de segundo orden para el tiempo.
Este 1ltimo siendo reescrito para que satisfaga ser un esquema que disminuyan la variacion
total y asi reducir las oscilaciones en la soluciéon y aumentar su precision, principalmente
para ondas de choque. A pesar de esto, oscilaciones aparecen en aquellas zonas cercanas
a discontinuidades o con pendientes pronunciadas. Es por esto que se implementaron los
limitadores de pendiente minmod o TVBM, con los cuales se desea eliminar las oscilaciones.
La funcién minmod resulté ser el limitador méas adecuado para las ecuaciones de Saint-Venant.

Por otro lado, dependiendo del tipo de escenario a resolver, se tuvieron que realizar
consideraciones para lograr una mejor solucion. Estas van desde la definicién de una capa
de agua para los problemas de seco-mojado hasta la necesidad de limitar sobre la superficie
o la profundidad del agua en aquellos problemas donde no halla cama plana. Ademas, se
implementaron los flujos numéricos HLL, de Lax-Friedrichs y de Roe como una forma para
conectar las soluciones elementales y se concluyé que los flujos HLL y de Roe ofrecen los
mejores resultados, tanto en precision como en la posibilidad de dar pasos de tiempo mas
grandes.

Pudimos observar que estos esquemas ofrecen buenos resultados, aunque es preferible
trabajar en paralelo y con mallas no uniformes. Esto debido a que trabajar secuencialmente
aumenta el tiempo de ejecucién significativamente debido a la naturaleza local del esquema
y la necesidad de tener refinamientos en aquellas zonas donde halla pendientes pronunciadas.
Ademas, los esquemas son condicionalmente estables. Implicando que sea necesario mantener
la condiciéon CFL acotada para asegurar soluciones estables.
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6.2. Trabajo futuro

Como paso siguiente esta la paralelizacion de este método para lograr un menor tiempo
de ejecucion. También programar GD en dos y tres dimensiones para trabajar con problemas
mas reales.

Una posible aplicacién de esta metodologia a la vida real es resolver problemas de inunda-
ciones. Esto es de importancia vital, ya que podria ayudar a evitar o disminuir los desastres
que ocasionan los fendmenos naturales.

Por 1ltimo, podria aplicarse para resolver ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas,
haciendo las consideraciones pertinentes.



Apéndice A
Ecuaciones hiperbdlicas

En este apartado introducimos los conceptos béasicos de ecuaciones hiperbdlicas que se
utilizan para el desarrollo de este trabajo. Empezamos el andlisis con una ecuacion unidi-
mensional, su clasificacién, su formulacién débil y el problema de Riemann asociado a la
ecuacion de Burgers. Posteriormente, aplicamos estas ideas al analisis de sistemas hiperboli-
cos en una dimensién. Més detalles pueden consultarse en (Mattheij et al., 2005).

A.1. Ecuaciones hiperbdlicas escalares de primer orden

Consideremos la expresion

a1 0) o b, )5 = e 1), .

a(x,t,u) #0,  b(x,t,u) #0.

Esta relacion es la forma general de las ecuaciones hiperbdlicas escalares (en una dimensién)
de primer orden.

A.1.1. Ecuaciones lineales y el método de las caracteristicas

La ecuacién (A.1) es llamada lineal cuando a, b y ¢ dependen de z y de ¢ pero no de
u. Consideremos u = ¢(z,t) una solucién de la ecuacién (A.1) y definimos a la superficie
F(z,t,u) .= ¢(x,t) —u = 0. Esta es la superficie integral de la ecuacién (A.1) y la denotamos
por §. Ademds, un vector normal sobre la superficie se denota por n = VF = (¢, ¢4, —1)T.
Asi, para un desplazamiento suficientemente pequeno du = (d:v,dt,du)T a lo largo de la
superficie, obtenemos
_ 09 9¢

n~du—%d:c+adt—duzo.
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Al comparar esto con la ecuacién (A.1) notamos que para una solucién u = ¢(z,t) debe
cumplirse lo siguiente sobre la superficie integral S

(6 ) (2) = (0). )

La unicidad de la solucién se obtiene si y sélo si adx — bdt # 0.

Definimos por J = {z(0),t(0),u(c)|oc € R}, a la curva de valores iniciales. Sea u € J y
sea C una curva sobre S donde adzx — bdt = 0, figura A.1. Entonces el sistema (A.2) tiene
dos posibles resultados, o la ecuacion no tiene solucion, o existen una infinidad de soluciones.
Para este ultimo caso los renglones de la matriz en (A.2) son dependientes sobre la curva C,
llevando a la expresion siguiente:

Al tomar la parametrizacién C = {(z(s),¢(s), u(s))"|s € R}, con la condiciones

(x(0),t(0),u(0)) € I

dt dx du
— = — = — =ds,
a b c

obtenemos el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias

dt dx du

g = =p == A3

ds ¢ s ds O (A3)
con condiciones iniciales u(0;0) = u(x(0),t(o)) para (x(0),t(0)) € J', donde J' es la pro-
yeccién de J sobre el plano x-t. En la literatura no hay distincién entre J y J', por lo que
usaremos J indistintamente.

\
J

I
Figura A.1: Superficie integral
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Las ecuaciones (A.3) son conocidas como las ecuaciones caracteristicas y C es una curva
caracteristica. Observemos que C es una curva sobre la superficie integral S y su proyeccion
sobre el plano (z,t) determina la base caracteristica. Luego, para construir S calculamos la
caracteristica que pasa por cada punto sobre J usando las ecuaciones (A.3). Obteniendo
t=1t(s;0), x =x(s;0) y u=u(s;o0). Si el jacobiano zt, — x,ts # 0, las primeras relaciones
pueden invertirse y llegar a s = s(x,t) y 0 = o(x,t) y al sustituir en la tercer relacién resulta
u=u(s;0) =u(s(x,t);o(z,t)) = u(z,t).

Podemos hacer una simplificacion de estas ecuaciones si parametrizamos la curva C con t
en vez de s y suponiendo que a # 0. Asi,

dx b

> _Z A4
du ¢

— = A.4b
dt a ( )

La ecuacién (A.4a) determina la posicién de la base caracteristica, y la ecuacién (A.4b) la
solucion u como funcién de ¢ a lo largo de esta base caracteristica. De esta manera, es facil
ver que lo tnico que se necesita para hallar una solucién de (A.1) es resolver (A.4).

En el caso en que la ecuacién de primer orden (A.1) sea homogénea y u estd dada en
algin punto sobre alguna caracteristica C podemos hallar la solucién de la manera siguiente:
Sea J una curva que no sea caracteristica que cruce al menos una vez cada caracteristica,
dada por

J ={(z(0),t(0))" : 0 € I CR}, (A.5)

y denotemos a u sobre J como

u(@(0),4(0)) = v(o), o€l (A.6)
donde v es una funcion dada. De esta manera u esta completamente determinada por la EDO
(A.4) y la condicién inicial (A.6).

Ahora, supondremos que a y b son constantes y que J coincide con el eje x, es decir,
podemos escribir J = {(z(0),0)"|c € R} = {(z,0)"|zo € R}. Entonces, al integrar la
ecuacién (A.4a) encontramos que la caracteristica que interseca con J en (zq,0)”

r — —t = xo,
a
y la soluciéon a lo largo de la caracteristica es

(@, t) = v(we) = v (x - Qt) . (A7)

a

El valor b/a puede interpretarse como una velocidad a la cual se propaga la solucién inicial
v(xg) a lo largo de las caracteristicas una distancia = = bt/a al tiempo t.
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Es importante notar que la solucion inicial v no tienen por que ser suave, mucho menos
continua. Ver figuras A.2

. . (b) Una solucién discontinua.
(a) Una solucién con pico.

Figura A.2: Diferentes tipos de soluciones propagandose sobre las caracteristicas.

Cuando ¢ # 0 encontramos una forma integral de la solucién a lo largo de la caracteristica
a partir de (A.4b), de la forma

u(z,t) = u(z(so),t(s0)) —|—/

to

—))d’?'. (A.8)

Si a y b no son constantes, las caracteristicas son curvas en lugar de lineas rectas, pero
podemos proceder de la misma forma para encontrar una solucién.

A.1.2. Ecuaciones cuasilineales

La ecuacion (A.1) es cuasilineal si los coeficientes a, b y ¢ dependen de u. Ademas, bajo
la suposicion que a # 0 podemos llevar esta ecuacién a la forma
ou

ou
5 + b(x, t, u)% = c(z,t,u). (A.9)

Por otro lado, si b = b(u) no depende explicitamente de x y de t, definimos una funcién
de flujo f(u) como

fu) = /u b(v)dv. (A.10)

donde ug es un valor de referencia para u. Entonces, podemos reescribir la ecuacién (A.9) en
su forma conservativa

Ju N Of (u)

ot ox

= c(z,t,u). (A.11)
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Considerando una vez mas el caso homogéneo, ¢ = 0, la solucién de (A.11) se encuentra
aplicando las ecuaciones caracteristicas (A.4).

d:c_

= = b(w) = f(w), (A.12a)
du

De la relacién (A.12a) se sigue que la posicién de la caracteristica depende de u en
contraste con el caso lineal. En principio se puede calcular u de estas ecuaciones si u esta
dada en alguna curva inicial J que cruce las caracteristicas al menos una vez. Si J esta sobre
el eje x, entonces para alguna funcion v,

u(z,0) = v(z). (A.13)

De la igualdad (A.12b) es posible concluir que u es constante sobre cada caracteristica, y
por lo tanto b(u) también lo es. La integracion de las ecuaciones (A.12) es sencilla,

x — xo = b(v(xg))t, (A.14a)
u(z,t) = v(xg) = v(z — blv(x))t). (A.14Db)

La ecuacién (A.14a) describe a z como funcién de x y t. Sustituyendo esto en la ecuacién
(A.14b) obtenemos u.

Un ejemplo clasico de este tipo de ecuaciones es la ecuacion de Burgers

ou ou B

5 Tug =0 (A.15)

Claramente b(u) = u y se tiene que u(z,t) = v(x —v(xg)t) a lo largo de las caracteristicas
dadas por x —zy = v(xo)t. Como antes, la condicién inicial se propaga a lo largo de las curvas
caracteristicas, pero ahora con velocidad dependiente de la posicién. Esto puede provocar
problemas como vemos en el ejemplo siguiente. Tomemos la ecuacién de Burgers con una
condicién inicial v(z) constante a trozos dada por

v(x) = { g :i i ; 8’ (A.16)

La caracteristica que atraviesa el punto (z,0)” estd dada por

x =xo+ v(xe)t, x0€R.
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o equivalentemente

dt
que tiene una pendiente — = 1/v(xg). De donde se pueden encontrar dos tipos de soluciones:

cuando a > o a < . Para el primer caso la pendiente de las caracteristicas que surgen del
eje x negativo es mas pequena que la pendiente de las caracteristicas que emergen del eje x
positivo ya que 1/a < 1/8. Esto implicara una solucién multivaluada en la interseccién de
las caracteristicas, figura A.3a. En el segundo caso, las caracteristicas de la izquierda tienen
una pendiente més grande que las de la derecha, pues 1/a > 1/, llevando a una regién en
forma de cuna en el plano (z,t) donde la solucién no esta definida, figura A.3b.

-10 8 K3 4 2 0 2 4 6 8 10 -10

X X

(@) a>p (b)a<p
Pareciera que la discontinuidad de la condicién inicial es la causa de este fendémeno,
pero es posible tener una condicién inicial continua y aun asi llegar a una soluciéon que sea
multivaluada a partir de cierto tiempo. Por ejemplo, si se establece que la condicién inicial
para la ecuacién de Burgers sea v(z) = sin(mx) para 0 < x < 1. Esta funcién es mondtona
creciente en el intervalo (0, 1/2) y mondtona decreciente en (1/2, 1) y a partir de las ecuaciones
(A.14) sabemos que la condicién inicial v(z) se propaga a lo largo de las caracteristicas con
velocidad b(v(z)) = v(x). De esta forma, las caracteristicas que surgen de (0,1/2) se abren
en abanico ocasionando que la condicién inicial se expanda. Por otro lado, las caracteristicas
que se originan en (1/2,1) se aproximan una a otra, compactando la condicién inicial en este
intervalo, ver figura A.4. Esto significa que la parte izquierda de la solucién se estira hacia
la derecha, sobrepasando a la parte derecha, conduciendo a un perfil mas abrupto conforme

pasa el tiempo, figura A.5.

=
S
N

o

-

3]

0

Figura A.3: Caracteristicas de la ecuacién de Burgers.
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0.6 0.

X

Figura A.4: Caracteristicas de la ecuacién de Burgers con condicién inicial v(z) = sin(wz)

1r 1 1+ 1
0.8- 1 0.8 1
306* 1 =0.6* 1
0.4r 1 0.4r 1
0.2 1 0.2 1
0 . . . . . . 0 . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
X X
1F 1 1 1
0.8F 1 0.8F 1
=0.6’ 1 30.57 1
0.4r 1 0.4r 1
0.2 B 0.2F 1
0 . . . . . . 0 . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
X X

Figura A.5: Soluciones de la ecuacién de burgers con condicién inicial v(z) = sen(wx) en los tiempos t = Os, t = 0.25s, ¢t = 0.30s
y 0.80s.

En conclusién, el comportamiento de la solucién no sélo depende de las condiciones ini-
ciales, sino también de la funcién de flujo que describa el problema.
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A.2. Formulacién débil de ecuaciones escalares de pri-
mer orden

La definicién de solucién débil que se usa esta basada en teoria de distribuciones. Sea el
espacio de funciones de prueba

D = {¢peC'(Rx[0,00))|¢ tiene soporte compacto para cualquier t},
= Cj(R x [0,00)).

Al multiplicar la ecuacién (A.11), con ¢ = 0, por una funcién de prueba ¢ € D,

0f (u)

Ox
luego tomamos la integral sobre R x [0, 00)

/ / [8u )4 dtdx:/:/ooowdtdx,

separando y aplicando el método de integracién por partes obtenemos

/ / —¢dtd + / / qﬁdtd

/ h [hm (ug)(w,b) — (ug)(z,0) — /0 h u%dt] dz

by
+ /0°° nggo<f<u>¢><a,t>— lim (f(u)6)(a, ) / flu —dx] =0,

—00
a——0o0

—/Zu(x,O)gb(m,O)dx:/Z /OOO [U%H(u)g} dtdz. (A.18)

Donde se ha utilizado que ¢(z,t) — 0 cuando |z| + |t| — oo. Asi, podemos obtener la
definicién siguiente:

= 09,

Definicién A.1. Una funcién u(z,t) se llama solucion débil de la ley de conservacion (A.11)
si (A.18) se cumple para toda funcién de prueba ¢ € D

Notemos que si u satisface (A.11) automdticamente es soluciéon débil, lo contrario sélo
pasard si u es C' (R x [0,00)).

Observemos ademds que la relacién (A.18) permite soluciones discontinuas. Sin embargo,
no toda solucién discontinua puede ser solucién de (A.11), como muestra el teorema siguiente.

Teorema A.2.1. Sea u una solucion suave a trozos de (A.11) que tiene una discontinuidad
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a través de una curva € : x = x(t). Entonces u debe satisfacer la condicién
()] =su]”,

con [v]" = v(z(t)*,t) —v(x(t)",t) el salto de la variable v a través de la discontinuidad € v
s es la velocidad de la discontinuidad.

Podemos concluir que la velocidad de propagacion s de una discontinuidad es

g = fu) = flw) (A.19)
Uy — Uy
donde u, = u(z(t)*,t) y u; := u(z(t)”,t) son los limites laterales derecho e izquierdo,

respectivamente, en la discontinuidad.
Larelaciéon (A.19) se llama la condicion de salto de Rankine-Hugoniot, y puede reescribirse

como: . .
s = / b(v)dv,

Uy — Uy u

que permite interpretar a s como el promedio de la velocidad de adveccion en el intervalo
entre u; y U.

Cuando se estudian soluciones débiles debe imponerse la condicién de salto de Rankine-
Hugoniot a la EDP, ya que esta representa la ley de conservacién fisica correcta que atraviesa
la discontinuidad.

A.3. El problema de Riemann

A continuaciéon analizamos un problema clasico, el problema de Riemann. Este es un
problema de valor inicial con condicién inicial constante a trozos y una sola discontinuidad,
el cual tiene la siguiente forma:

ou  Of(u)
E + o 0, =ze€R, t >0, (AQO&)
_Jow stz <0,
u(z,0) = { w sioo>0. (A.20D)

Para resolver esta ecuacion buscamos soluciones autosimilares. Esto se logra convirtiendo
la EDP con variables (z,t) en una EDO con variable 7. Asi, sea u(x,t) = u(xz/t) = u(n),
entonces, al derivar y sustituir en la ecuacién sucede que

ot Of(a)

(9t+ ox

=0,
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diy | di(@)didy
dn Ot di dnox

ou x ou 1
T ()= =0
on t2 + (@) ont ’
1 du
—|b(a) —n]— =20
;@) =) G =0,
du
b(u) —n]— =0.
@)~
dando lugar a los casos siguientes:
du o y
1. — = 0, que implica una solucién constante sobre el rayo =/t = 7, cuya forma es

a(n) = a(x/t) = u(x,0), donde u(z,0) sea continua.

2. b(a)—n =0, es decir, b(u) = n, implicando que, siempre que b sea invertible, la solucién
es @ = b '(n), donde la condicién inicial tenga discontinuidades.

Como vimos al principio de este apéndice, las condiciones iniciales del problema (A.20) se

d
propagan a lo largo de las caracteristicas con velocidad b(u) = d—f Basado en esto, el anélisis
U
se hace en los casos b(u;) > b(u,) y b(u;) < b(u,).
r — Xy

b(v)

Las caracteristicas tienen la forma z = b(vg)t + o, 0 equivalentemente, t =

u(z,t) = v(xg) = v(x — tb(vy))).

Caso 1: b(u;) > b(u,)

En este caso, las caracteristicas que surgen del eje negativo tendran una pendiente mas
pequena que las que surgen del lado positivo. Dando asi una interseccién de las caracteristi-
cas, que podria convertirse en una solucion multivaludada. En vez de esto, la solucién serd
discontinua y esta dada por la relacién

woosiox/t <s,
u(z,t) = (A.21)

u, si xz/t>s.

donde s esta dada por la condicién de Rankine-Hugoniot (A.19). Podemos interpretar esta
solucion como la discontinuidad inicial viajando a velocidad s y se llama onda de choque. La
velocidad s es la velocidad de choque.

Como ejemplo, la ecuacion de Burgers con una condicién inicial de salto para mostrar el
comportamiento de las caracteristicas.
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0.5

-0.5 - -
-10 -5 0 5

Figura A.6: Caracteristicas del problema de Riemann con u; > u,.

Caso 2: b(y;) < b(u,)

Ahora las pendientes que surgen en el lado positivo seran mas pequenas que las que salen
del lado negativo. Asi las caracteristicas se separaran y sobre la region en forma de cuna la
solucién sera continua. Esta solucion esta descrita por la relacion

U si x/t < blu),
w(z,t) = ¢ ualx/t) si blw) < z/t < blu,), (A.22)
U, si b(u,) < z/t,

donde @(z/t) es una solucién de similaridad de (A.20a). Esta solucién es conocida como
onda de rarefaccion y es continua a pesar del hecho de que tiene una discontinuidad en la
condicion inicial. La solucién wu(z,t) consiste de estados constantes u; y u, unidos por la
solucién intermedia ax/t).

De nuevo, se toma como ejemplo a la ecuacién de Burgers cambiando la condicién de

2

-2 - 0

10 -5 0 5 - 0
X X

Es posible demostrar que la solucién (A.21) también es solucién del problema de Riemann

cuando b(u;) < b(u,). Este tipo de solucién, llamada choque de expansidn, podria llevar a

la no unicidad de la solucién en el segundo caso. Sin embargo, el choque de expansion es

fisicamente incorrecto y debe evitarse. Para hacerlo se utiliza condiciones de entropia como

0

Figura A.7: Caracteristicas del problema de Riemann con u; < u,.
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la condiciones de entropia de Lazx, dada por la definicion siguiente:

Definicién A.2. Una solucién discontinua de (A.20a) que tiene una funcién de flujo convexa
(céncava) satisface la condicién de entropia si

b(u)) > s > b(u,), (blw) <s<bu,),) (A.23)

con s la velocidad de la discontinuidad definida en las condiciones de Rankine-Hugoniot
(A.19).

La solucion que cumpla con esta condicién es tnica. Si la funcion de flujo de la ecuacién
no es convexa ni coéncava se utiliza la siguiente definicion.

Definicién A.3 (Condicion de entropia de Oleinik). Una solucién débil de (A.20a) es solu-
cion de entropia si todas las discontinuidades, las cuales se propagan con la velocidad s dada
en (A.19), satisfacen para todo w entre u; y u,:

f =t |

U — U - U — Uy

> g LW = flw) (A.24)

En conclusion, hemos obtenido una manera de resolver el problema de Riemann para una
ecuacion diferencial parcial en una dimension.

A.4. Sistemas de primer orden

Ahora extendemos el discurso anterior a sistemas de primer orden en los casos lineal y
cuasilineal.

A.4.1. Sistemas lineales

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones

ou Ju
A T + Bax =c, (A.25)
con A y B matrices de m x m constantes y ¢ un vector de R™ que puede depender de z,
t y u. Este sistema puede desacoplarse cuando la matriz A es no singular con ayuda de los
valores y los vectores propios derechos de BA™'. Sea S la matriz cuyas columnas son los
vectores propios derechos de BA™! y A la matriz diagonal cuyas entradas son los valores
propios de BA™! entonces

SIBAIS = A,
a(z,t) = S tAu(z,t).



A.4. Sistemas de primer orden 101

Con el que puede llegarse al sistema desacoplado

ol ol
— +A—= S_lc,
ot ox
o equivalentemente a
Oy, Oty
— + M= =27 k=12
ot k o Ck, ) &y , M

Asi, cada uno de estas ecuaciones forma una curva caracteristica C; correspondiente al
valor propio Ay y al vector propio s;. Las ecuaciones caracteristicas seran

dr diig,
at — " Tdt
Llegando a la siguiente definicion

Definicién A.4. El sistema lineal (A.25) serd hiperbdlico si la matriz BA™! tiene m valores
propios reales y S es una matriz no singular.

Esto puede ser generalizado al caso en que A es singular. Para ello se usan los vectores
propios generalizados izquierdos. Esto es, encontrar un vector propio izquierdo t* # 0 y su
correspondiente valor propio generalizado A tal que

MTA =tTB,

donde el det(AA —B) debe ser cero. La matriz AA —B se llama matriz lapiz y si det(AA—B) =
0, VA € C, entonces la matriz lapiz es singular.

Asumiendo que la matriz lapiz es regular, esto es, existen m valores propios reales A;,

i=1,2,...,m tales que det(AA — B) # 0 y que la matriz es completa, es decir, existe un
conjunto de m vectores propios izquierdos tZT, 1 =1,2,...,m, es posible expresar el problema
de hallar los valores y vectores propios generalizados en la forma siguiente:
Encontrar \; y t, coni = 1,2,...,m, tales que:

TB = ATA, (A.26)

con .

tl

ty

A:diag(/\l,/\g,...,)\m), T = .

¢

Al multiplicar por la izquierda la ecuacién (A.25) por la matriz T y sustituir en la ecuacién

(A.26) resulta
ou ou
TA— + ATA— =Tec.
ot * Ox ¢
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Como antes, G(x,t) = TAu(z,t) y se obtiene el sistema desacoplado

ol ol
TN —e=T A.27
at o T C (A.272)
0, escrita en términos de cada componente
oty Oty
— F+ M= =¢ k=1,2,...,m. A.27b
8t + k 31} Ck, ) 4y , M ( 7 )

Entonces, es posible generalizar la definicién de sistema hiperbdlico.

Definicién A.5 (Sistema hiperbdlico). El sistema (A.25) serda hiperbdlico si existen una
matriz diagonal real A y una matriz no singular T tales que TB = ATA.

A.4.2. Sistemas cuasilineales

Ahora consideramos el caso en el que las matrices A y B dependan explicitamente de =,
tyu
ou
ot

Suponiendo que A es no singular, la ecuacion anterior tiene la forma

A(z,t,u)— + B(z,t, u)g—u = c(z,t,u).
T

T B, t,0) 2 = c(z, ¢, ). (A.28)

Definicién A.6. Diremos que el sistema (A.28) es hiperbdlico en (z, ¢, u) si existe una matriz
diagonal real A(x,t,u) y una matriz no singular T(xz,t,u) que consisten de los valores y
vectores propios generalizados, tales que

T(z,t,u)B(z,t,u) = A(x,t,u)T(z,t,u). (A.29)

Es claro ver que ahora la hiperbolicidad de la ecuacién (A.28) dependera de x, ¢t y u.

Al multiplicar por la izquierda la ecuacién (A.28) por T se llega a

ou ou -
TE + AT% =Tc=c. (A.30)

Lo siguiente es introducir las variables caracteristicas 1 por medio de la ecuacion diferencial
de Pfaff
da = Tdu (A.31)

donde d es una diferencial arbitraria. Esta ecuacion expresa la diferencial de i como una
combinacién lineal de la diferencial de u. Si la ecuacién (A.31) es integrable, (de Matematicas
de la Universidad de Extremadura, 2013), el sistema (A.30) puede ser reducido a
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ou ou
o T

I
o

(A.32)

Luego, el sistema (A.28) puede ser diagonalizado, pero sigue estando acoplado debido a
que la matriz A depende de la variable u.

Por otro lado, si se multiplica el vector propio izquierdo tf de B por la ecuacién (A.28)
y se considera la identidad (A.29) obtenemos

rou

ou ou ou
B=—— =t =— — ) =tlec=g¢. A.

Se desea que esta ecuaciéon sea equivalente a la EDO de la forma
t, — = ¢, (A.34)

la cual se satisface sobre alguna curva K = {(z(s),t(s))|s € I C R}. Al usar la regla de la

cadena para d_u resulta
’ du Oudt Oudr
45 otds ' Ords
Al sustituir la relacién anterior en (A.34) y comparar el resultado con la ecuacién (A.33) se
concluye que

dt dz
— =1, = =\ A.
ds " ds F (A.352)
Ademas, de la ecuacién de Pfaff se tiene que
— =t,— = . A.35b
ds Fds * ( )
Luego se tiene que
dt dx dy
— =1, —=A — =c A.
ds ) ds k> ds Ck ( 36)
son las ecuaciones caracteristicas asociadas a la ecuacion hiperbdlica
oy, oy, .
LI Wil
ot A or "

Por ello se concluye que la curva K es la curva caracteristica C; correspondiente al valor
propio A\g. La ecuacién (A.34) es la forma normal o forma caracteristica. Las variables 1 =
(U1, ...,Uy,) son las variables de Riemann. Si ¢ = 0, las variables @y, serdn constantes a lo
largo de la respectiva caracteristica Cy y se dice que son las invariantes de Riemann.

En los casos en los que la matriz B y el vector ¢ dependan unicamente de u, el sistema
(A.28) puede reescribirse en forma conservativa como:
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ou Of(u)
E—i— o = c(u).

donde la funcién de flujo f(u) estd relacionada a la matriz B(u) de la forma

(A.37)

_ Of(u)

B(u) T

Es decir, B(u) es la matriz jacobiana de f(u). La ecuacién sera hiperbdlica si B(u) tiene
m valores propios reales y es diagonalizable.

A.4.3. Método de las caracteristicas

La forma normal (A.34), junto con las ecuaciones caracteristicas (A.36) conducen a un
método de solucion.

Consideremos el caso lineal para el sistema (A.25), con m = 2,

ou ou ou ou
Clng—tl + a2 @; + bi1 3; + b2 8; =1,

ou ou ou ou
angp T angy thgs fings =

Dado que el sistema es hiperbélico, existen dos valores propios A, ¥ Ay. Sea v = (v1, v5)
el valor propio izquierdo asociado a \,, entonces, v B = A, vT A. Sean v = v' A = (71, 0)
y ¢ = vle.

Se define € como la variable independiente a lo largo de la caracteristica, la cual es descrita
por las ecuaciones

dt dx
=1 == A.
Tl EN (A.39)
Esto implica que
ou Ju ou ou
N TRIY _ T -rou -rou
VA8t+VBax Vc:)vat—i—/\vv o C1,
[ Ouy ouy _ [ Oug Oua\ .
0 (E “va—x) v (E “va—x) o
.0 0 _ Ju; 0 L .
= at e nge —a e (G 52) e =4
ou’

|
<
|
2
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Es decir,
Dvu = (~31 (A40)

Esto indica que la derivada de u en la direccion del valor propio izquierdo v es constante.
Del mismo modo, para ), existe el vector propio izquierdo w = (wy, ws) y sea W’ = w’ A =
(y,13) v & = w'c. Al definirse  como la variable independiente correspondiente a la
caracteristica que satisface

dt dx
— =1 — = Ay A 41
et (A1)
entonces
lel = 62 (A42)

Las ecuaciones (A.39) a la (A.42) determinan un sistema completo para hallar las carac-
teristicas y las soluciones sobre ellas.

A.5. Formulacion débil de sistemas de primer orden

Ahora se define la solucién débil para el sistema hiperbdlico (A.37). Esta es una genera-
lizacién de la solucién débil vista en el apartado (A.2).

Sea ¢ que pertenece al espacio de funciones de prueba D™, con D = Cj(R x [0, 00)). Al
hacer el producto interior entre ¢ y la ecuacion (A.37) e integrar sobre R x [0, 00) usando
las féormulas de Green se llega a

/0°° /: <u ' %_f ) %) dwdt = = /Z U<x,0)-¢(x,0)dx—/om /: c-pdrdt (A.43)

Definicién A.7. Una funcién u(zx,t) es una solucién débil del sistema (A.37) si la relacién
(A.43) se satisface para cualquier funcién de prueba ¢ € D™.

Al igual que en el caso escalar, una soluciéon débil puede ser suave a trozos, donde las
partes suaves estan separadas por discontinuidades. Para que esta solucion sea admisible debe
satisfacer la condicién de Rankine-Hugoniot, dada por el teorema siguiente:

Teorema A.5.1. Sea u(z,t) una solucion suave a trozos de la ecuacion (A.37), que tiene
una discontinuidad a través de la curva € := x = x(t). Entonces u satisface la condicion
[f(u)]t = s[u]® (A.44)

donde [v]T :=v(z(t)*,t) — v(z(t)",t) es el salto de v a través de € y s es la velocidad de e.

La condicién de Rankine-Hugoniot (A.44) es necesaria para la construccién de soluciones
de ondas de choque.
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A.5.1. El problema de Riemann

En este apartado derivamos las soluciones elementales del problema de Riemann asociado
a la ecuacién (A.37). Por simplicidad, ¢ = 0. De esta forma, la forma canénica del problema
de Riemann se escribe como

ou  Of(u)

- = R, t A4
5 + o 0, =zekR, > 0, (A.45a)
) o, x <0,
u(z,0) = { 0. x>0, (A.45b)

Al igual que en el caso escalar, cualquier solucién de (A.45) es una solucién autosimilar de
la forma u(z,t) = u(x/t).

Primero analizamos el caso lineal, es decir, cuando f(u) = Bu con B una matriz cons-
tante. Dado que los vectores propios derechos, si, 8o, ,s,, de la matriz B son linealmente
independientes, los vectores u; y u, se pueden expresar como

w = Z S, Uy = Z BrSk. (A.46)
k=1 k=1

Por otro lado, la condicién inicial también puede representarse usando los valores propios
derechos como

u(z,0) = St(z,0) = > iix(x, 0)sy. (A.47)

Al comparar la ecuaciéon (A.46) con (A.47) concluimos

Q. r <0

(2, 0) = { PN (A.48)

Dado que los valores propios A\, son constantes, se puede encontrar la solucién wu; utili-
zando la ecuacién (A.27b) y las condiciones (A.48) para llegar a

oy, x/t < )\k,

(2, t) = iz — M, 0) = {

Entonces, la solucion es
11($, t) =Su= Z ’&k($, t)Sk = Z LSk + Z 5ksk (A50)
k=1 T/t<Ak T/t>Ng

Luego, la solucion u es constante a trozos debido a que la discontinuidad inicial en x = 0 se
propaga a lo largo de todas las caracteristicas. Los parches o secciones constantes de u en
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el plano (x,t) son separadas por las caracteristicas. Por ejemplo, si se tiene un sistema de
3 x 3, cuyos valores propios satisfacen Ay < 0y 0 < Ay < A3, entonces la solucion en la region
I, figura A.8, tiene la forma u(z,t) = a18; + agsy + agss. Esto se interpreta con ayuda de
la relacién (A.49), pensando que en esta regién los rayos =/t < Ay, Vk. Es decir, los estados
constantes (ay, ae, a3) son los que se propagan en esta regién. Del mismo modo, la solucién
en las demas regiones puede verse como los estados constantes iniciales moviéndose sobre
dichas regiones dependiendo de la ecuacion (A.49).

t
I11
(517 Ba, 043)
11
(517 g, Oé3)
I IAY
(0417062,043) (51,52,53)
0 T

Figura A.8: Soluciones autosimilares del problema de Riemann para un sistema lineal de 3 x 3.

Ahora se considera el caso cuasilineal. Debemos notar que la matriz B depende de u y por
lo tanto también los valores y vectores propios derechos. Ademas, la busqueda de la solucién
se hace por casos, dependiendo de que los vectores propios satisfagan alguna de las siguientes
definiciones.

Definicién A.8. Un vector propio si(u), con valor propio Ax(u), es genuinamente no lineal
si

(%(u), sk(u)) £0, Vu, (A.51)

o _(o0 90 9
ou’ \Ou; Ouy T Ou, )

Por otra parte, diremos que si(u) es linealmente degenerado si

donde

(%(u), sk(u)) —0, Vu (A.52)

A continuacién, presentamos los tres posibles casos para la solucién del problema de
Riemann para una ecuacion cuasilineal: onda de rarefaccién, discontinuidad de contacto y
onda de choque.
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Caso 1. Onda de rarefaccion.
Supongamos que Ag(w;) < Ag(u,) y sg(u) es genuinamente no lineal. Entonces podemos
normalizar s, de tal forma que

(%(u),sk(u)) ~1, Vvu

Entonces, para un vector de estados izquierdo, u;, podemos asociar el problema de valor
inicial
dua(n)
dn

=si(t(n)), n>0, (A.53a)

el cual define una curva integral que es tangente a s en todas partes. Sea u, = (7, ), para
algin 7, > 0. Tomando la derivada

d O\, -

W) = FEE)”

di(n)

Entonces, obtenemos

Ae(Q(n) =1+ (@),  M(@r) = nr + Ap(@y) > Ae(Wy).

Asi, la curva A\g((n)) une a los estados @; y @,. Ademds, podemos ver que G(n) es una
solucion autosimilar como en el caso escalar. La pregunta ahora es saber cual es el parametro
n en el que la solucién es @(n). Para responder esto, tomemos A\y(w;) < z/t < Ag(u,) o
equivalentemente 0 < x/t — A\g(w;) < Ap(w, — Ag(w). Asi, n:= 2/t — \p(w;). Luego

Ae(u(z,t)) = Aa(z/t — (W) = 2/t — M (w) + Me(wg) = x/t.

Adems4s
ou Of(u)  Ou du
ot o - E+B<“)%1
_ ;—stk(ﬁ(n)) + 2 B(am)si(a(n)
= (T () sl = 0,

asi 1(n) es solucién de la ecuacion (A.45) y podemos escribir la solucién para este caso como

u; x/t < )\k(ul)
u(a:,t) = ﬁ(l‘/t — )\k(ul)) /\k(ul)) < I/t < /\k(uT) (A54)
u, I’/t > )\k<u7«)
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conocida como una k-onda de rarefaccién.

Para calcular las k-ondas de rarefaccién a partir del problema de valor inicial (A.53), es
util usar las k-invariantes de Riemann, las cuales estdn definidas como sigue.

Definicién A.9. Una k-invariante de Riemann del problema de Riemann (A.45) es una
funcién continuamente diferenciable wy : R™ — R tal que

(Gt siw) 0. v (A.55)

Podemos obtener de esta definicion que una k-invariante de Riemann es constante a lo
largo de la curva integral de (A.53). Este resultado es ocupado para calcular las k-ondas de
rarefaccion para el problema de aguas someras.

Caso 2. Discontinuidad de contacto.
Cuando sy, es linealmente degenerado, se tiene que \x(u) es constante a lo largo de las curvas
integrales que son tangentes a s;.

Asi; Ag(a(n)) = A\e() = A\k(@,) para n € [0, 7,]. Podemos demostrar que la solucién es
u; Q?/t < )\k(ul)

u(z,t) = (A.56)
u, {L‘/t > /\k(ul)

llamada discontinuidad de contacto. Para lograrlo, debemos probar que (A.56) satisface las
condiciones de Rankine-Hugoniot (A.44). Como Agx(1(7n)) es constante tenemos

%(f(ﬁ(u))—w(n))a(n)) - B(ﬁ(n»%—xk(ﬁ(n))% (A57)
- <B<ﬁ<n>>—xk<a<n>>1>j—‘;=o. (A.58)

Por lo que f(u(n)) — Ax(a(n))u(n) = C € R™. En particular, f(q,) — \g(0,)u, = f(1;) —
k(@) y las condicién de Rankine-Hugoiot se satisface con s = \g(1).

Caso 3. Onda de choque.
Finalmente, supongamos que A\;(uw;) > Ag(u,) y sx es genuinamente no lineal. Entonces, al
igual que en la version escalar, las caracteristicas se intersecan, pudiendo dar una solucién
multivaluada. En lugar de esto, la solucién es discontinua y estd dada por

u  z/t<s
u(z,t) = (A.59)
u  zr/t>s

donde s es la velocidad de discontinuidad definida en la condicion de salto de Rankine-
Hugoniot (A.44). A esta solucién se le llama k-onda de choque. Como en el caso escalar, es
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necesario determinar si la solucién tiene un sentido fisico correcto. Con este fin se utilizan
las condiciones de entropia, dadas por

Definicién A.10. Condicion de entropia de Laz. La k-onda de choque (A.59) satisface la
condicién de entropia si se satisfacen las siguientes desigualdades, con s la velocidad de choque
dada en (A.44).

)\k_l(ul) < s < )\k(ul) (A60a)
M) < 5 < Apya () (A.60D)

con s la velocidad de propagacién de la discontinuidad dada por la ecuacién (A.44).

La soluciéon general del problema de Riemann involucra las soluciones elementales descri-
tas arriba, como describe el siguiente teorema.

Teorema A.5.2. Asumiendo que el sistema del problema de Riemann (A.45) es hiperbdlico
y que cada vector propio de la matriz jacobiana de f(u) es o bien genuinamente no lineal
o linealmente degenerado. Entonces para cualquier u; € R™ existe una vecindad N de wu,
tal que el problema de Riemann (A.45) tiene una solucion tunica si u, € N. Esta solucion
consiste de a lo mas m + 1 estados constantes separados por ondas de choque, de rarefaccion
o de contacto.



Apéndice B
Condiciones de frontera

En este apartado damos las nociones sobre las condiciones de frontera para las ecuaciones
de aguas someras. Primero hacemos un paréntesis para hablar de condiciones de frontera en
ecuaciones hiperbodlicas, para luego aplicar estas ideas al caso de las aguas poco profundas.

B.1. Condiciones de frontera: Caso lineal

Las condiciones iniciales son muy importantes para resolver cualquier ecuacion diferencial.
Ademas, sabemos que en problemas hiperbdlicos estas condiciones se propagan a lo largo de
las curvas caracteristicas. Implicando que para un problema con dominio infinito basta con dar
condiciones iniciales en las variables caracteristicas para encontrar una solucién. Cuando el
problema esta restringido a una seccién del espacio es importante proporcionar condiciones de
frontera y saber de donde surgen las caracteristicas para que el problema esté bien planteado.

Como primer ejemplo y debido a que es el caso més sencillo, empezamos con el problema
lineal homogéneo n-dimensional.

ou Bau B

5, +B5 =0, xc(01), t>0, (B.1a)
u(z,0) =v(z), ze(0,1), (B.1Db)
Cu(0,t) = gi(t), C.u(l,t) = g.(t), t >0, (B.1c)

donde la matriz B tiene n valores propios reales,
A< X<l S)\n_p<0<)\n_p+1 <... S)\n,

con p el nimero de valores propios positivos. Ademas, C; es una matriz constante de tamano
n X ny g € R"™. Estos establecen n; condiciones de frontera en x = 0. De la misma forma,
C, es una matriz constante de n, x n y g, € R"", con las cuales se imponen n, condiciones
de frontera en x = 1.

111
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Para encontrar estas condiciones se desacopla el sistema (B.1a) en su forma caracteristica.
En el apéndice A se vio que la variable caracteristica 4 correspondiente al k-ésimo valor
propio satisface

O 0n_

ot ’ ot
Esto implica que la solucién es constante, g (z,t) = ¢, a lo largo de la k-ésima caracteristica
Ch:x—Mt=cconcyc, €R.

Ak- (B.2)

La figura (B.1) muestra las curvas caracteristicas cuando los valores propios son positivos
(izquierda)o negativos (derecha). Cuando Ay > 0, y al tomar un punto sobre la frontera
x = 1, vemos que la caracteristica que pasa por dicho punto surge desde el eje x o desde el
eje t. Es decir, de las condiciones iniciales o de las condiciones de frontera impuestas en x = 0
respectivamente. Asi, inicamente es necesario dar condiciones para i, ent =0y en z = 0.
De manera similar, para el caso Ay < 0 se deben establecer condiciones para @ en t = 0y
x = 1. En conclusion, las condiciones de frontera e iniciales de la variable caracteristica
deben colocarse en las fronteras en las cuales las curvas caracteristicas inicien.

ot .

/ AN

0 1T 0 1z

Figura B.1: Caracteristicas del sistema hiperbélico, correspondientes a los casos A\ > 0 (izquierda) y Ax < 0 (derecha).

Ahora se reescribe el vector de variables caracteristicas i1 como

ﬁi Uy Un_p_;’_l

donde u” := : , at = : (B.3)
at Ty i

=
I

Los vectores 1~ y i son los correspondientes a los valores propios negativos y positivos,
respectivamente. Ademads, la matriz de vectores propios derechos S se puede separar como
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sigue:
S = (S_|S+) con ST = (sl, - sn_p) , St = (sn_pH, e sn) (B.4)

donde las matrices S™ y ST contienen los vectores propios correspondientes a los valores
propios negativos y positivos, respectivamente.

Con esto es posible separar las condiciones de frontera y llevarlas a las variables carac-
teristicas, debido a que
u(x,t) = Su(x,t).

Considérese primero la condiciéon en x = 0, entonces:

Clu(07 t) = gl(t)

= C;Su(0,t) = g(t)

= C,(S7a (0,t) + STu*(0,1)) = g(?)
= CZS_ﬁ_(O, t) + CZS+1~1+(O, t) = gl(t)

De lo que se discutié antes, el término @™ (0,¢) no es necesario, por lo cudl, inicamente el
término correspondiente a los valores propios positivos @17 (0,t) es requerido. Para hallarlo,
la matriz C;S* de tamafio n; x p debe ser invertible, esto implica que n; = p. De modo que
el nimero de condiciones de frontera en x = 0 debe ser igual al nimero de valores propios
positivos. Analogamente, para la frontera x = 1 se llega a que la matriz C,S~ de tamano
n, X n — p debe ser invertible, asi n, = n — p. Entonces, el niimero de condiciones de frontera
en x = 1 debe ser igual al niimero de valores propios negativos.

En resumen, las condiciones de frontera para las variables caracteristicas dependen del
numero de valores propios positivos y negativos y de la frontera con la que se esté tratando.

B.2. Condiciones de frontera: Caso no lineal

Los resultados de la seccion anterior pueden extenderse al caso no lineal:

ou Of(u)
En + or 0, z€(0,1), t>0, (B.5a)
u(z,0) =v(z), ze(0,1), (B.5Db)
Cl(u)(()?t) = gl(t)’ Cr(u)(lvt) = gr(t)v t>0, (B5C)

tomando en cuenta algunas consideraciones mas. Una de ellas es el hecho de que ahora los
valores propios dependen de la solucién u, por lo que el signo de ellos dependera también
de u. Como consecuencia, ahora el nimero de valores propios positivos en las fronteras se
escribe como p(&,t), con £ = 0,1. Ademds, C; es una funcién vectorial que transforma el
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espacio n-dimensional en el espacio n;-dimensional y g;(¢) es un vector n;-dimensional. Del
mismo modo para C, y g, (t).

Otra de estas consideraciones es que ahora se utiliza la matriz de vectores propios gene-
ralizados izquierdos, T = S™!. De acuerdo a lo expuesto en el apéndice A.

Para encontrar las condiciones de frontera adecuadas nuevamente la ecuacion se escribe
en términos de las variables caracteristicas, para ello se usan las ecuaciones de Pfaff:

Tdu = du.

Suponiendo que esta ecuacién es integrable, entonces 1 puede expresarse como funcién
de u e invirtiendo esta funcién se obtiene:

u=C(d) (B.6)

Al tratarse de una ecuaciéon homogénea las variables caracteristicas t; son constantes a
lo largo de la k-ésima curva caracteristica C,. Del mismo modo que en el caso lineal, se llega
a que las condiciones de frontera se imponen en donde las caracteristicas inicien. Esto es,
ux(0,t) y ux(1,t) deben darse cuando Ag(u)(0,%) > 0y Ax(u)(1,¢) < 0 respectivamente. Esto
es equivalente a que ut(0,¢) y @~ (1,t) deben darse.

Al sustituir la relacién (B.6) en las condiciones de frontera (B.5¢), las condiciones de
frontera en x = 0 se escriben como:

(CroC) (@, 07)(0,1) —gi(t) =0 (B.7)

donde se distinguen las variables i~ y @". Asi, se obtiene una funcién implicita para estas
tltimas y @"(0,¢) debe despejarse. De este modo, para utilizar el teorema de la funcién
implicita, se debe pedir que la matriz

P (Ci0C)(0,7)
de tamanio n; x p(0,t) sea invertible, con p(0,t) el nimero de valores propios positivos en
x = 0 al tiempo ¢. Implicando que p(0,%¢) = n;, que nuevamente significa que el nimero
de condiciones en la frontera x = 0 es igual al nimero de valores propios positivos en esa
frontera. Igualmente, para la frontera x = 1 se pide que

(Cr o C) (ﬁ_u ﬁ+)<17 t) - gr(t) =0 (B8)

con la matriz 5
—_— (CT O C) (1,t>
ou

de tamano n, x (n — p(0,t)) invertible. Luego n, = n — p(1,1t).
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B.3. Condiciones de frontera: Ecuaciones de aguas so-
meras

Como ejemplo, ahora se aplicara lo anterior para establecer las condiciones de frontera
a las ecuaciones de aguas someras, restringidas al intervalo [0, 1]. En el capitulo 2 se han
calculado los valores propios de estas ecuaciones

Al =u—c, Ao =u+ c, u:% c=/gh,

los vectores propios

)\1 )\2

y las variables caracteristicas o invariantes de Riemann

w; = u+ 2c

Wy = u — 2c,

con ¢ = 4/ gh. De este sistema se puede llegar a que

1 11

U 5(1111 =+ UJQ) 5 5 wy
1 N

C - . - - W2
7wz —w) 11

Sustituyendo el valor de u y ¢ en las relaciones anteriores y despejando h y ¢ se obtiene

1
h 1
u= (q> = ﬁ(wQ —w;)? 1 =C(w). (B.9)
g —(U)l + UJQ)
Derivando respecto a 1 se encuentra que
5 —1 1
1
2o Cw) = —(wy —w)
1 1
ow 89 ——(Bwy + wy) = (wy + 3wy)
4 4
—1 1
_
29 —(u—c¢) u+ec

Antes de determinar la cantidad de condiciones de frontera que se deben imponer, se debe
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recordar que los signos de los valores propios dependen de la solucién en el punto (z,t),
implicando que los signos pueden cambiar conforme vaya evolucionando la soluciéon. Ademas,
el nimero de condiciones en una frontera no determina la cantidad en la otra. Cada una es
independiente de la otra. A pesar de esto, las condiciones de frontera se imponen considerando
los valores propios de las frontera al tiempo ¢t = 0. Con esto presente, el nimero de condiciones
de frontera en cada extremo se determina como sigue

1. Caso supercritico. ¢ < u, es decir, 0 < \;

Ambos valores propios son positivos. Esto significa que hay que dar dos condiciones de
frontera en z = 0 y ninguna en = = 1. De donde w' = w. Luego

0 0 0 0
gwr (Cro0) =55 (Ciol) = 5, C55C

es invertible, ya que su determinante es distinto de cero, esto es

0 0 o 0

2. Caso subcritico. |u| < ¢ Esto implica que A\; < 0 < Ay, entonces la caracteristica
C; entra al dominio desde la izquierda y la caracteristica Cy entra al dominio desde la
derecha. Por lo tanto w; se debe especificar en z = 1 y ws en z = 0. En otras palabras,

wh=wy yw = w.

Entonces, para la frontera en z = 0 se tiene:

B B

0% 5o (CioC)(0,t) = 8_102(CZOC) (0,1)
o 9

= ul g, 0

. C 8Cl 8Cl
= % (8h + (u+c) 9 ) (0,1)

Simplificando, se obtiene:

(% + (u+ c)%—?) (0,t) #0 (B.11)

Igualmente, para la frontera derecha, xr = 1

<88(27" +(u—c)a§]’"> (1,t) #0 (B.12)
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3. Caso supercritico. u < —c¢ Ahora ambos valores propios son negativos, entonces

w~ = w. Similarmente que en el primer caso, en la frontera x = 1:
0 0 0 0
8\7V—_ (CT OC) - 8_W (Cr OC) = 8—uc7«8—wc
es invertible. Luego
= e (Ze,) 2o (B.13)
2¢g? ou " '

Asi se han obtenido las propiedades que deben cumplir las condiciones de frontera para

las ecuaciones de aguas someras.
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