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Resumen

Uno de los objetivos principales en las empresas petroleras es la exploracion y ex-
plotacién de yacimientos optimizando la produccién de hidrocarburos. Para lograr
esto es indispensable contar ante todo con una caracterizacion estatica y dinami-
ca adecuada del yacimiento, lo cual en general requiere de inversiones importantes
en tiempo y dinero. Las técnicas de caracterizaciéon dindmica mas importantes son
las pruebas de presion y las pruebas de trazadores. Estas ultimas son generalmen-
te tardadas pues involucran tiempos largos de transito del trazador entre el pozo
de inyeccion y los pozos productores, sin embargo, dan informacién contundente de
los canales mas importantes de flujo entre pozos. Las pruebas de trazadores pueden
adicionalmente dar informacién de propiedades de la formacién, como porosidad,
saturacion residual de aceite, espesor de la capa productora, dispersividad, etc.

Las pruebas de trazadores de inyeccidén-extraccién en un solo pozo son atractivas
pues dan informacion rapida de las propiedades de la formacion en la zona cercana
al pozo. En esta misma direccion, las pruebas de trazadores de un solo pozo tipo
dipolo vertical, originalmente pensadas para acuiferos, empiezan a ser investigadas
por su potencial también para caracterizaciéon dindamica de yacimientos petroleros.
En esta tesis se hace el planteamiento de un modelo para analizar el potencial de
una prueba de dipolo vertical en determinar caracteristicas de las capas presentes
regularmente en yacimientos areno arcillosos.

En la tesis se presenta un modelo matematico para describir el comportamiento de
un trazador en un yacimiento petrolero tipo areno-arcilloso. El trazador es introdu-
cido dentro del flujo monofasico tipo dipolo vertical estacionario establecido en un
pozo para ser monitoreado en un intervalo de tiempo [0, 7] para determinar algunas
propiedades del yacimiento. Para analizar la dinamica del trazador en flujo bipolar
vertical se considera un pozo con dos perforaciones (zona de disparos) a diferentes
alturas. En la primera perforacion se inyecta un fluido y se extrae en la segunda
perforacion generandose un flujo bipolar vertical que serd el medio de transporte del
trazador.
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El problema se describe en tres partes Modelo A: Calculo de la presion del fluido,
Modelo B: Evaluacién del campo de velocidades del flujo bipolar vertical, Modelo C"
Célculo de la dindmica de la concentracion de trazador. En este trabajo se descri-
be la modelacion matematica de cada uno de los modelos menciondos y se resuelve
numéricamente empleando la técnica de elemento finito.

El yacimiento considerado esta compuesto de capas horizontales con diferentes espe-
sores y valores de permeabilidad y porosidad. Finalmente se presentan los resultados
numéricos del problema y se hace un analisis de resultados. Se encuentra que en
general hay poca sensibilidad de la curva de surgencia de trazadores al espesor y
propiedades de las capas, esto es debido a que la curva de surgencia es un refle-
jo del efecto integrado del medio poroso. En el andlisis de resultados la obtencion
de informacion relevante del yacimiento se torna un problema complejo, es necesa-
rio involucrar informacién adicional complementaria de otras fuentes que reduzca la
cantidad de parametros de ajuste.



Indice general

Agradecimientos
Resumen

1. Introduccién
1.1. Objetivode latesis. . . . . . . . . .. ...
1.2. Estructura de la tesis. . . . . . . . . . ...

2. Modelacion matematica del flujo bipolar vertical.
2.1. Modelo A: Presién del fluido. . . . . . . . . ...
2.1.1. Condiciones de frontera . . . . . . . . . . ... ... ... ...
2.1.2. Adimensionalizacién del modelo A . . . . . . . .. ... ...
2.2. Modelo B: Campo de velocidades . . . . . . . ... ... ... ....
2.2.1. Adimensionalizacién del modelo B. . . . . . . . ... ... ..
2.3. Modelo C: Concentracion de trazador . . . . . . . . . . ... .. ...
2.3.1. Condicién inicial y condiciones de frontera . . . . . . . . . ..
2.3.2. Adimensionalizaciéon del modelo C. . . . . . . . . . . ... ..

3. Discretizacion del modelo
3.1. Presion del fluido . . . . . . . . . ... ..
3.1.1. Definicién de espacios . . . . . . . . ...
3.1.2. Formulacién variacional del modelo A . . . . . . . . .. .. ..
3.1.3. Discretizacion del problema de presion . . . . . . .. ... ..
3.1.4. Funciones de forma . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
3.1.5. Transformacién isoparamétrica . . . . . . . ... .. .. ...
3.1.6. Elementos bilineales y bicuadraticos . . .. .. ... ... ..
3.1.7. Formulas de integracién . . . . . ... ..o
3.2. Velocidad del fluido. . . . . . . . . .. ... ... ...
3.3. Concentracién de trazador. . . . . . . . . .. ... ... ..

ITI

11
15
17
18
19
21
22



VIII

4. Simulacion numérica
4.1. Resultados del modelo A
4.2. Resultados del modelo B
4.3. Resultados del modelo C

5. Conclusiones

Bibliografia

49
93
o4
o7

67

71



Capitulo

Introduccion

Una de las fuentes de recursos econémicos importante para el crecimiento y desarro-
llo de México se genera a través de la recuperacion de su valioso recurso natural que
es el petrdleo, que hasta ahora ha sido abundante en el territorio nacional.

De entre de las problematicas actuales de la industria petrolera del pais, se encuentra
la deteccion y exploracién de nuevos yacimientos y posteriormente la explotacion de
los mismos. De aqui el gran interés de realizar estudios de caracterizacién dinami-
ca, especificamente de modelacién y simulacion numérica de prueba de trazadores
en flujo bipolar vertical, ver figura 1.1 [J.S. Chen et al. (2010), Z.J. Kabala. (1993)].
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Figura 1.1: Diagrama del flujo bipolar vertical en un yacimiento.



Las herramientas de caracterizacién para determinar informaciéon de yacimientos se
dividen en estaticas y dinamicas. Las primeras se refieren al estudio de las propieda-
des del medio poroso como estructura, porosidad, composicién mineralogica, etc. y
las segundas a propiedades del flujo de fluidos en el medio poroso, como permeabili-
dad y dispersién. Dentro de las segundas estan las pruebas de trazadores y pruebas
de presion.

La modelacién y simulacién numérica de problemas bien planteados proporcionan
resultados confiables del fenémeno en estudio, en este caso, de la estructura y pro-
piedades del yacimiento. Esta informacién puede ahorrar recursos considerables, de
lo contrario la empresa tendria que hacer fuertes inversiones arriesgandose a no tener
éxito en sus estudios [Singh, A.K et al. (2012)].

La vida de un yacimiento comienza con la deteccion y exploraciéon que conduce a
su descubrimiento, el cual es seguido por la delimitacién del yacimiento, desarrollo
del campo, produccién (primaria, secundaria y terciaria o mejorada) y finalmente su
abandono. Se puede mejorar la recuperaciéon de hidrocarburos y maximizar los be-
neficios econémicos del yacimiento a través de una buena practica de administracion
del mismo [B. Zemel. (1995)].

Los mecanismos primarios de recuperaciéon de hidrocarburos son los que usan la
energia natural del yacimiento, estos son: empuje por expansion del liquido y de la
roca, expansion del gas disuelto, entrada natural de agua. Los métodos secundarios
son los que mantienen o incrementan la presion natural a través de la inyeccién de
fluidos, por ejemplo, agua, gas. Los métodos primarios y secundarios dejan en el ya-
cimiento de un tercio hasta la mitad, o incluso mas del aceite original. Esto significa
que es mayor la cantidad de aceite que permanece en el yacimiento que el que ha
sido producido por métodos primarios y secundarios.

Las técnicas de recuperacion mejorada son una alternativa viable en la recuperacion
del aceite remanente en el yacimiento. La recuperacién mejorada incluyen los méto-
dos que usan fuentes externas de energia y/o substancias para recuperar crudo que
no puede ser producido por las primeras técnicas, como se muestra en la figura 1.2.

Es importante resaltar que para implementar un proceso de recuperacion es necesario
conocer la dindmica de flujo de los fluidos de inyeccién, en presencia de heteroge-
neidades. Las pruebas de trazadores constituyen una herramienta valiosa para la
descripcion de estas heterogeneidades.
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Figura 1.2: Mecanismos de recuperacion primaria, secundaria y mejorada.

Las técnicas de trazadores se presentan como una herramienta de diagnéstico para
determinar los canales de comunicacién en yacimientos involucrados en la extraccién
de fluido y asociados a los procesos de recuperacién [J.S. Chen et al. (2011)]. Estas
pruebas estan orientadas a caracterizar formaciones entre pozos o vecindad de un
pozo y determinar propiedades de porosidad, coeficiente de retraso por absorcion, es-
pesor de la capa productora, presencia de canales de alta permeabilidad, entre otras
[Z.J. Kabala. (1993)].
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Figura 1.3: Curvas de surgencia para un trazador en flujo bipolar vertical.

Una prueba de trazador de flujo bipolar vertical en un sélo pozo de un yacimiento,
consiste en perforar dos intervalos separados por un sello de la tuberia del pozo. En
uno de los intervalos se inyecta un pulso de trazador, que es una sustancia (quimica
o radioactiva) disuelta en el fluido de inyeccién. La extracion se hace en el otro in-
tervalo, generandose asi un patrén de flujo bipolar vertical [Chase Jr. et al. (1971),
D.J. Sutton et al. (2000)].

De los resultados del monitoreo que se obtendran del pozo en un periédo de tiempo
definido, se elabora una curva de arribo o de surgencia que nos permitira inferir
propiedades del medio poroso subterraneo, como se muestra en la figura 1.3. Si el
monitoreo de trazador es insuficiente, sélo se podran captar pocos puntos de la curva
de surgencia [J.S. Chen et al. (2010), T. Ptak. (2004)].

Entre otras cosas, las pruebas de flujo bipolar vertical de trazador se ha propuesto
como un método para determinar la dispersividad longitudinal, a partir del andlisis
de las curvas de surgencia en la zona de inyeccién-extraccién [Z.J. Kabala. (1993),
W. Pfingsten et al. (2002)].

El propédsito de este estudio es investigar si es posible determinar por este méto-
do propiedades de un yacimiento petrolero como el espesor de las capas. Con este
proposito se desarrolld un modelo matematico de prueba de trazador de flujo bipo-
lar vertical, el cual se puede emplear para ajustar datos de campo de la curva de
surgencia de trazador e inferir propiedades de la regién entre las zonas de disparos
[D.J. Sutton et al. (2000), Chase Jr. et al. (1971), M. Coronado. (2011)].



1.1

Objetivo de la tesis.

El objetivo de la tesis es modelar numéricamente el comportamiento de un trazador
en un flujo monofasico de tipo dipolo vertical, en un yacimiento compuesto por ca-
pas horizontales. El propdsito es investigar si la curva de surgencia de trazador es
sensible al espesor de las capas y a su permeabilidad, porosidad o dispersion.

1.2

Estructura de la tesis.

La tesis esta escrita en 5 capitulos, los cuales muestran el desarrollo y fundamentos
de cada una de las partes para alcanzar el objetivo de este trabajo.

En el capitulo uno es una introducciéon al tema de tesis, describe el problema de
trazadores en un flujo bipolar vertical, su uso en la caracterizacién de yacimientos y
se plantean los objetivos del trabajo.

El capitulo dos estd dedicado al planteamiento de cada unos de los modelos pa-
ra determinar la presién, el campo de velocidades y la concentracion de trazador.
También se descibe la adimensionalizacion de las ecuaciones del problema en estudio.

Para llevar acabo la simulacién numérica, en el capitulo tres se discretizan cada uno
de los modelos descritos en el capitulo anterior. La discretizacion hace uso del méto-
do de elemento finito.

El capitulo cuatro se muestran los resultados numéricos que se obtuvieron de la simu-
laciéon matematica de los medelos planteados en capitulos anteriores. En la simula-
cion se hacen pruebas para diferentes condiciones del medio poroso de un yacimiento.

La investigacion de este trabajo termina con las conclusiones y observaciones que se
detalladan en el capitulo cinco.






Capitulo

Modelacion matematica del flujo bipolar
vertical.

En este capitulo se presenta el modelo mateméatico que describe el flujo bipolar ver-
tical para una prueba de trazadores. En el modelo se considera una zona vertical
en un pozo petrolero, una seccién de inyeccién y otra de extracciéon. La seccién del
pozo donde se elige realizar la perforacién generalmente es la parte mas permeable
de la formacién [J. Bear et al. (2010), R.K. Jha et al. (2009), G.S. Escobar. (2014),
J.S. Chen et al. (2010)].

Por la zona de inyeccién se introduce un fluido (agua), el cual después sale por la
zona de extraccion formando un flujo bipolar. Posteriormente cuando se tiene el flujo
bipolar en equilibrio se introduce un pulso de trazador y se monitorea a la salida
a determinados tiempos con el fin de registrar informacion y asi obtener datos de
surgencia.

El problema en estudio requiere modelar el proceso por etapas, especificamente ha-
blamos de tres etapas o modelos. Debido a que la masa del trazador es muy pequena
con respecto a la masa del fluido se puede calcular el comportamiento del fluido
despreciando los efectos del trazador y después determinar el comportamiento del
trazador, de hecho se considera al fluido como medio de transporte para el trazador.

Los modelos de estudio son los siguentes: En el modelo A se plantea una ecuacién
diferencial parcial (EDP) con condiciones de frontera para la presién del fluido, en
el modelo B se calcula el campo de velocidades y finalmente el modelo C' describe
la concentracion del trazador con respecto al tiempo y el espacio. A continuacién se
detalla el desarrollo de cada uno de estos modelos.



2.1

Modelo A: Presion del fluido.

Para modelar el flujo bipolar vertical en estado estacionario se considera una regién
cilindrica de radio L y altura H, como se muestra en las figuras 2.1 y 2.2. El pozo
estd representado por el cilindro de radio r, y altura H, el volumen 2y esta for-
mado por la regién cilindrica menos el volumen del pozo, ver figura 2.3 y S denota
la superficie que contiene al volumen {2y,. Suponiendo que existe simetria axial se
toma como Q = [r,, L] x [0, H] una seccién transversal rectangular 2D indepen-
diente del valor del angulo 6, con intervalos de inyeccién-extraccion de tamano Aa,
[G.S. Escobar. (2014), J.S. Chen et al. (2011), D.J. Sutton et al. (2000)]. La fronte-
ra en la regién de estudio se define como I' =Ty T, T3 UTaUTsUTs U7 U Ts.

Se considera que la formacion tiene varias capas horizontales y que cada capa puede
tener permeabilidad y porosidad distinta, sin embargo, estas propiedades son cons-
tantes en el tiempo.

Flujo
bipolar

zona de i
g-’-.. inyeccion |
” : ﬂ‘ : Wi _ |\ \‘\
/

1 : 1!

zona de
extraccion

2l

Figura 2.1: Flujo bipolar en un pozo.



El problema es estudiar la velocidad de un fluido en un medio poroso. Henry Darcy
(1856) encontré que la velocidad de un fluido a través de un medio poroso es propor-
cional al gradiente de presion e inversamente proporcional a la viscosidad del fluido,
[J. Bear et al. (2010), B. Zemel. (1995)].

Sea U (r, z) la velocidad del fluido en la posicién (r, z), entonces la ecuacién diferencial
de Darcy para un medio poroso es
. K-V
O0=-=-"" (2.1)
i

donde:

= K es el tensor de permeabilidad del medio y en este caso se supondra que es
diagonal (medio isétropo) y funcién sélo de z, K(r, z) = K(z);

= 4 es la viscosidad del fluido, constante;

» p(r, z) es la presién del fluido.

Un tensor de permeabilidad diagonal y el gradiente de presion se escriben en coor-
denadas cilindricas como

. K. 0 0 s
K = 0 Kpp O : Vp(r,0,z) = 0
0 0 K. o

Entonces la ecuacién de Darcy se reescribe como

K,y O

R o Uy

U=——-Vp= 0 =1 0
H K..0

i Us

Ademads de determinar la velocidad de un fluido, también es importante definir el
comportamiento del gasto en el yacimiento. Para determinar la variacion del gasto
en una region se tiene la siguiente ecuacion de conservacién de masa considerando
porosidad constante en el tiempo:

dp

o TV (o0) =0 (2:2)

donde:

= O es la porosidad del medio;
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= { es el tiempo;
= p es la densidad.

En el caso estacionario y dada la suposicién de flujo incomprensible (densidad cons-
tante), la ecuacién de continuidad se escribe como

V.U =0. (2.3)
De la ecuacién de Darcy en (2.3),

K

v

Vp) = 0. (2.4)

La ecuacién (2.4) en coordenadas cilindricas es de la forma

10 0
;ETUI + &Ug =0. (25)

zona de
inyeccién

zona de
extraccion

cm--------

Figura 2.2: Esquema seccién transversal  de la regién de estudio.
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T

Figura 2.3: V; es el volumen del pozo de radio r,, Qy es el volumen del cilindro
de radio L — 7y, S = S1US2US3UJ S U S5 U SeUS7USs y 2 seccion transversal

para un angulo 6 en la regién de estudio.

2.1.1

Condiciones de frontera

En el modelo A se describe el comportamiento de la presiéon de un fluido, en este
apartado se presentan las condiciones de frontera a las cuales estd sujeto el problema.
Se define .J = pU como el flujo que se mueve por unidad de area y unidad de tiempo.

En las fronteras que no pertenecen a las zonas de disparo se considera que no existe
movimiento del fluido hacia fuera, esto significa que la velocidad normal es cero, y por
la ecuacién (2.1) que la variacion normal de presionen I' = T [T UTs T4 U T UTs
es nula, es decir

op(r, z)
0z

Ip(r, )
or

=0;r€lry L], 2=0, 2=H =0; z€[0,H], r=ry, r=L.
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Para calcular el gradiente normal de presién en la frontera correspondiente a la zona
de disparos (zona de inyeccién-extraccion) donde I' = I's | JI'7, observemos que estas
condiciones de frontera se aplican a la superficie S = S5|J 57 de la regién cilindrica
ver figura 2.3, debido a la simetria radial del problema alrededor de z.

De la ecuacién de conservacion de masa de un fluido incompresible se tiene que el
flujo inyectado en la zona de disparos esta determinado por

V- pU = Sp, (2.6)
donde Sr es la fuente del fluido.

Al realizar la integracion de la ecuacién (2.6) sobre el volumen V;, se tiene

v-pﬁdaz/ Sp dQ,

V1 Vl

v-fdQ:/ Sp dQ.

V1 Vl

Por el teorema de la divergencia de Gauss V-FdQ= / F-idS
Vi S

/ J-it dS = / Sr dS), donde 77 es el vector normal exterior a la superficie de
S Vi

la zona de disparos.

Si Jii=p (Uy,Us, Us)-(1,0,0) = pUy, 7 apunta hacia el exterior del pozo, entonces

/,OU1 dS:/ Sp d,
S |4t

1
/U1 ds = — Sr dS).
S 1Y Vi

En la frontera S5, la relacién anterior se escribe como

H—[li 2T
/ Tw Ur(rw, 2) d0dz = @, donde @ es el flujo volumétrico que sale de
H—a;—Aa JO

la zona de inyeccion.
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Luego

H—a;
27rrw/ Up(rw, z) dz = Q,

H—ai—Aa

H—a; ap
27Ty K e
K /I;T—ai—Aa TT(Z) (8r>

Finalmente

dz = Q.

Tw

21y [ op
Q = / Krr z <_)
2 H—a;—Aa ( ) 87‘

dz. (2.7)

Observemos que (%) < 0 en la zona de inyeccion, es decir; la presién baja hacia el

Tw

interior del medio poroso.

Para el flujo local en la zona de inyeccion en la frontera I's se propone que sea
una curva suave, con derivada continua e igual a cero en los extremos del intervalo

(H —a; — Aa, H — a;), ver figura 2.4.

or
or .,
A L
: >z
0 H-di-Aa H—ai—% H—ai

Figura 2.4: Comportamiento del flujo en la zona de disparos
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La funcién trigonométrica que describe tal curva en la zona de inyeccién es

() A) e

donde A es una constante que se expresa en funcién de (). Entonces regresando a la
integral en la ecuacién (2.7), sustituimos el valor de la ecuacién (2.8) y se tiene

—1—1) dz

2 Aa

Tw

A( [27T(Z—H+ai+%)
Cos

21, A [H 2m(z — H + a; + 52
0=""" K, (2) (cos [ m(z A+a +3)
a

% 2 H—a;—Aa

haciendo un cambio de variable y con K,,(z) = K, constante

rwA [T
Q=—7 [ (Aa)Ko(cos(§) +1) de.
w2 x
AsE Q= ry(Aa)Kom A ,
1

por lo que la constante A se escribe como:

A pQ

2 2r,(Aa)Kor

Con las condiciones de frontera obtenidas, el modelo A determina la presién p(r, z)
a través de la ecuacion de conservacion de masa

V- (=—-Vp) =0. (2.9)

I|RH

En resumen, las condiciones de frontera son que no haya flujo en todas las fronteras,
excepto las zonas de disparos. De acuerdo a la Ley de Darcy, ecuacién (2.1), esto
significa:

9)
8_],29 . =0 para r € [ry, L].
o)
a—z » =0 para r € [ry,, L].
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9)

a—];r:L =0 para z € [0, H].

dp

o =0 para z € [0,a.] U [a. + Aa, H — a; — Aa] U [H — a;, H].
Tr:rw

Las condiciones de frontera (CF) en las zonas de disparos son:

op ,UQ 27 (z—H+a;+52)

or . = m (cos [T] + 1) para z € [H—a;—Aa, H—a;).
ap MQ 277(27(167M

or . =73 ro(Aa)Kom (Cos [ Ao } + 1) para z € [ae,a. + Aal.

donde se considero la CF de la regién I'; similar a la region I's, excepto por el signo
del gasto, el cual en I'; es hacia fuera del pozo y en I'; hacia dentro del pozo.

2.1.2

Adimensionalizacion del modelo A

A fin de adimensionalizar las ecuaciones y condiciones de frontera de la seccién
anterior, se definen variables con un asterisco (%) para indicar que las variables si
tienen dimensién. La ecuacién (2.9) en coordenadas cilindricas y con dimensiones es

1 0 (K op* 0 (K op*\
r* Or <T T ('97“*) * 0z* ( * 82*) =0 (2.10)

Se definen las siguientes variables sin dimensiones

H? H’ p07 MR? rr KR7

*
_ Kzz

1
Kzz— ) —Q
Kp

Q_HQU_R

(2.11)

donde pg es la presion fija en la zona de disparos en el centro de la zona de inyeccién,

Ur = %5—; es una velocidad caracteristica y Kr es una permeabilidad de referencia.
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Al realizar la adimensionalizacién de la ecuacién (2.10) se tiene
HHO (v K on HOp | HO (K2 pun HO0) _
r*or* \ H Kr u* poor* 0z \ K p* podz*)

(2.12)

De las relaciones definidas en (2.11) la ecuacién (2.10) sin dimensiones queda de la
forma siguiente

w0z

10 K, Op 0 (K..op\
TE <7” 7 E) + & ( —) - 0. (2.13)

Entonces la ecuacién (2.4) adimensional es de la forma

(2.14)

Al considerar la condicién de frontera en la zona de inyeccion definida en el intervalo
|:Hfa,' —Aa H-—a;
H ' H

} y haciendo la adimensionalizacién correspondiente, se escribe como

a * * )k (% H* g Aa*
i: wQ o8 2m( HA+*Z+ 2 1
or*  2r:(Aa*)Kim a

KpH3

dp* B H H?*Kpg wrQr 2w H (2" — H+a!+22"
H2UrMpgpoOr*  popurH?*Ur2 i (Aa*) K

HAa* : ):| + 1>
Kp op H et
r Op _ e, <COS [2 ( HA-i- i+ A )} N 1)
UrMprOr  po2ry(Aa)Kom a
pQ

_ 27r(z—H+ai+%):| 1)
or  2r,(Aa)Kor (COS [ +

dp
.. Aa

Para el resto de las condiciones de frontera se hace la adimensionalizacién de forma
similar.
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Condiciones de frontera adimensionales para el modelo A:

. ) 215

% . = 0, r e [%", %] . (2-16)

% =0z [0,1] (2.17)
"=H

% » _ 0 ze [O,%} g [ae%]—{AayH—cz—Aa] g [Hf—lai’l}  218)
=

% T%:—QerSKow [(308[27T(Z - HAJ; “t Pl ,ze{l—ai zAa,l—%}(zw)

% r=Tw N _% [COS lzﬂ(z _Aa; - %> e [%’ - —ZAa}(2.2O>

2.2

Modelo B: Campo de velocidades

En el modelo B se aproxima el campo de velocidades del fluido U , mediante la ecua-

cion de Darcy generalizada al caso anisétropo, tal que

I
g--—"2
1

donde p(r, z) es la presién calculada en el modelo A.

(2.21)



18

2.2.1

Adimensionalizacion del modelo B.

En la ecuacion (2.21) se hace la adimensionalizacién en la primera componente. Se
escriben las variables con un asterisco (%) para indicar que tienen dimension.

1 op*
U=~k (2.22)
H’* 87‘*

Se definen las siguientes variables sin dimensiones.

U: w p* K} Krpo
U:—l, = p=" K=" Up=—", 2.23
Ur s Hor b Po Kr f purH ( )

donde pq es la presion fija en el centro de la zona de inyeccion, Ug = %% es una
velocidad caracteristica y Kg es una permeabilidad de referencia.

De la ecuacién (2.22) se tiene

prf Uy Uy prH 1 . Op

= 2.24
KrpoUr  Ug Kgpo p* " Or* (2.24)
U =—-K,, 2.25
K rpo Ugp — Or (2.25)
1 dp
U, = -k, 2 2.26
1= ey (2.26)

De forma andloga se realiza la adimensionalizacion de la componente Us. Entonces
el modelo B sin dimensiones se escribe de la forma siguiente

(2.27)
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2.3

Modelo C: Concentracion de trazador

En el planteamiento del modelo C se define D como un coeficiente de dispersién
hidrodinamica, este tensor tiene una forma en coordenadas cilindricas definido por

- o U
D = [OéT’U| + Dm]I+ (OéL - OéT)ﬁ s (228)

donde a7 es la dispersidad transversal con dimensiones de longitud,
oy, es la dispersividad longitudinal con dimensiones de longitud,
D,, es el coeficiente de dispersién molecular,

U] es la magnitud del flujo en el medio poroso,

UU es una diadica (tensor de rango 2, de dimension 3 x 3).

La ecuacién de conservacion para el trazador puede escribirse como

oC L
®(2) 5, + VICU = D-VC] =0.

En esta ecuacién se muestra que la porosidad es funcion de la capa, es decir de z,

pero es constante en el tiempo. Desarrolando la parte advectiva se tiene

oC T _
@(2)E+CV‘U+U'VC—V'(D'VC):O.

Para el caso estacionario y flujo incompresible V - U=0

oc _
()5 +U-VO =V (D-VO) =0
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El coeficiente de dispersién l:), con U = Uy + U3z y despreciando la difusiéon mole-
cular se escribe como

D = ar|U|I + (ar — ar)Z8

Gk
i ) UU; 0 UyUs
D:aTyUyH% o o o |,
UslUy 0 UsUs
i ar|U] 0 0 U\Ur 0 UL Us
D= 0 ar|U 0 +% o o0 o |,
0 0  ag|U] UsUp 0 UsUs
ar|U] + LU0 LU Uy
D= 0 ar|U] 0
aLl;j‘aTUgUl 0 OéT|U| + QL@TLT U3U3

Se tiene que los componentes del coeficiente del tensor son:

o U? U?
_DTT — OéT|U| + OLLE‘JIQ - aTy%:aLTl—}_aTTg)
Ul Ul U] U]
oy — v
Drz - Dz'r’ - (L——»T>U1U3a
U
U? U?
zz — LTS+ T —}
U] 1%

Sea C(r, z,t) la concentracién del trazador en la posicién (r,z) en un tiempo ¢. La
ecuacion de conservacion del trazador esta determinada por

¢<Z>%_f +V-Jr=0 (2.29)

donde:

s O(2) es la porosidad del medio, y se supone solo depende de la capa, no del
radio ni del tiempo.

] jT es el flujo advectivo y dispersivo del trazador.

El flujo del trazador sujeto a adveccién y dispersion esta definido por

Jr(r,z,t)=CU — D -VC (2.30)
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2.3.1

Condicion inicial y condiciones de frontera

" T r b T V4
r, rytr, 7 H—a,—Aa Heua _Aa H—a,
2 )

Figura 2.5: Pulso de trazador en la zona de inyeccion.

La condicién inicial para la concentracion del trazador se establece al tiempo ¢ = 0,
donde se inyecta un pulso de trazador en la zona de disparos, correspondiente a la
zona de inyeccion. El pulso trazador se define de una forma suave en los intervalos
[r1,79] v [H — a; — Aa, H — a;] anulandose en los extremos del intervalo, como se
muestra en la figura 2.5.

B(r,z) sir€[r,m), z€[H—a; —Aa, H— a;]

Co=C(r,z,1) =
t=0
0 en otro caso
(2.31)
con
Mt 2z — b1 2r — b2
= 1 1
502 = e (o | () o)+ o [ (B22) 7] 4]
(2.32)
donde:

L b1:2H—2CLi—A6L7

by =1y 41y,
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= M, es la cantidad de trazador inyectado en t = 0,

2H—2ai —Aa

= 75 — 71 es el ancho del pulso en z = 5

El problema (2.29) esta sujeto a condicién inicial y condiciones de frontera. En la
region I' no existe flujo del trazador, esto es J-1 = 0, excepto en la zona de extraccion.
A continucién se describen la condicién inicial y las condiciones de frontera para el

modelo C.

B(r,z) sir€r,m], z€[H—a — Aa, H— a

C(r, z,t) =
= 0 en otro caso
CU. _D aC+D (9(7__0 € [rw, L], 2=0
3 9, =g, =y, r Tw, L, 2 =0.
CU. -D aC—l—D 80-_0 7w, L], z=H
3 zTW zz% =0, recry, , & = .
cU D aC—l—D oc =0 €0,H], r=1L
1 "o "5, =V, =z ) , = L.
oC oC
ct Drra— Drza_ =0,z €[0,a] U[ae+Aa, H—a;—Aa] | J[H—a;, H],7 = Ty.
r z
oC oC
CUI_ DTT_+DT'Z_ :07 KBS [H_a’i_Aa’uH_azi]J r=Tw.
or 0z

En la zona de extracciéon se impone condicién de Danckwert [DW%—S + Dm%—f} =0,

2 € lae, ae + Aal, r =r,. Solo existe flujo advectivo hacia fuera del medio poroso.
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2.3.2

Adimensionalizacion del modelo C

Con el fin de adimensionalizar la ecuacién de conservacién del trazador (2.29), se
definen las siguientes variables sin dimensiones.

U~ K c* t* H
= 7UR:R—p()70:_7t:_7T:_7 .
UR ,MRH OR T UR H2

]l
I

U (2.33)

donde C'r es una concentracion de referencia.

Las variables se definen con un (%) para indicar que tienen dimensién. Reescribiendo
las ecuaciones (2.29) y (2.30)

oC

otV [C*U* — D* - V*C*] =0 (2.34)

)

Al realizar la adimensinalizacién de la ecuacién (2.34) se tiene

%(;* _ _év* ' [C*(f* _ D*. VO]

%_f _ _év*.[CLRC*(f*—ClRﬁ*-V*C*]
%_f — —év*-[TC(f*—TD*-v*C]
%%_f _ _év*.[%czf*—%m.v*(}]

aC 1

°“ _ _lv.ei-b.
5 3V [cU el
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Finalmente el modelo C adimensionalizado es de la forma:

@%—?+V-[C(7—D-VC]:O (2.35)

Sujeto a las condiciones de frontera y condicién inicial siguientes:

CO == y (236)

con B(r, z) = 1 [cos [ () 7] + 1] [cos (%) 71‘} + 1}
CUs — {Dzraa—f + Dzzg—ﬂ —0, 1€ %“’ %] Lz =0. (2.37)
CUs, {DZT% DZZ%} —0,re %”% a=1. (2.38)
CcU, — [D”g_f DTZ%S} =0, z€[0,1], r= % (2.39)
cU; — [DM%SJFDTZ%S} =0, z¢ {0%} U {ae ZA“,H_‘?I—A“} U [H;{“l] =2
(2.40)
cU, [DW%—S + D,,Z%—(j] —0, z¢ {H - a}"[_ Aa H;[“"] r= %" (2.41)

g getfal = v (condicién de Danckwert).(2.42)



Capitulo

Discretizacion del modelo

La discretizacién del modelo de estudio se hace via elemento finito. Esta técnica re-
quiere de una formulacion variacional del problema donde se pide que la solucién sea
continua y diferenciable por pedazos. La formulacién variacional facilita el tratamien-
to de los problemas al usar métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales
parciales. Elemento finito hace uso de una base de funciones de prueba, por lo que
es importante definir los espacios adecuados para un analisis tedrico, continuo y dis-
creto.

En este trabajo se usa una discretizacion con elementos rectangulares del tipo bili-
neal y bicuadratico. Cada uno de los detalles del problema discreto se describen en
este capitulo.

3.1

Presion del fluido

El modelo consiste en encontrar una solucién para la presién p(r, z) tal que
-Vp) =0. (3.1)

sujeto a las condiciones de frontera definidas en (2.15)-(2.20) .

25



26

3.1.1

Definicion de espacios

A continuacién se definen los espacios y normas de las funciones base que se usan en
el método de elemento finito. Consideremos que 2 C R? con d = 2,3 es un conjunto
abierto, con frontera Lipschitz continua y por lo tanto acotado, [F.G. Ciarlet (1978)].

Definicion 3.1. El espacio Ly(2) estd formado por las funciones medibles cuadrado

integrables sobre Q: Ly(2) = {v :Q—R ‘ / v? dQ < oo} .
Q

Sobre este espacio se define el producto interior (u,v) = / u v df2, que involucra la
Q

%
norma ||u||p,) = [/ u? dﬂ} , Yu € Ly(Q).
0

Cabe mencionar que Ly (2) es un espacio de Hilbert (completo).

Definicién 3.2. El espacio H'(f2) es un conjunto de funciones medibles definido por

ov 0
HY(Q) = {v €L a_:’a_z S LQ(Q)}

Esta dotado por el producto (u,v)g1 = (u,v) + (Vu, Vv), con la norma inducida

ou\? ou\? 2
- 2
= { [+ (2) (2]}

3.1.2

Formulacion variacional del modelo A

Con el fin de obtener la formulacién variacional del modelo A, multiplicamos la
ecuacién (2.14) por una funcién de prueba v € H'(Qy ) y se integra sobre el volumen
de la regiéon de estudio Qy, figura 2.3:
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K
/ V. (——-Vp)de:O, Yo € H'(Qy).
Qv 2

Aplicando las férmulas de Green

K K
/ Vv-| —-Vp | dQ2— / v| | —-Vp|- -ndS =0, donde 77 es la normal exterior.
Qy 2 s K

Dado que S =S JS2U S5 USsU S5 U S6 U S7 U Ss tenemos que

K ) K } K B}
/ v—-Vp -n1d5+/ v—-Vp -n2d5+/ v—-Vp | -n3dS
Sy H So H Ss H
K B K K

+/ v—-Vp -mdS—l—/ v—-Vp -n}dS—l—/ v—-Vp | -ngdS

Sy H S5 H Se H
+/ v—-Vp ~Tf7dS+/ v—-Vp | -ngdS

57 SS M

L 1 opor K
—/ // Vo-| —-Vp | rdidzdr =0

w Jo Jo H

= | =
=

Realizando los productos punto y sustituyendo el valor de las normales

K., K, K..
—/v @ds+/v @ds+/v ) 45
S1 /'L 32 So ,U ar Ss3 IU/ 82’

rdfdzdr =0

KT'T’ KT’T
+/ v @ dS—/ v @ dS
Sy w or Sg noor

% 1 2 K K
L P g Ree P

tw Jo Jo p Or p Oz
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Al aplicar las condiciones de frontera (2.15)-(2.20) para el modelo A, las integrales
se anulan en Sy, So, S3, Sy, Sg v Ss.

7’7’ K’I’T
/v 8p ds + / @ dS+27T/ / Vv | — Vp rdzdr = 0.
Ss ¥ a{r S7 2 ar ?w

Los limites de integracion para la frontera S5 y S7 estan definidos como

H;Iai o K ap ae+Aa K ap
/ / v =2 ry dO dz + / / ”“ Ty dO dz
H—aIZ—Aa 0 ] 87’ 7] 87‘

! KT‘T' KZZ
+27T/ / Vo - ( 8p7 8p> rdzdr =0.
o Jo W or’ p 0z

Los valores en las condiciones de frontera estan determinados por
/HHa ) K,, 1@ o2m(z — H +a; + 4 ) 1) d
P T U o) o tda) Kon coS Ao z
ae+Aa
CoH Krr ;U/Q 277—(Z — Qe — M)
— 2T 2 1] d
/ae o ¥ ( [ > Tw(Aa) Ko <COS [ Aa * -

L KT'?" KZZ
+27T/ / Vv - ( ap, ap)rdzdr:()
o Jo W or’ p 0z

El problema variacional del modelo A queda restringido al dominio €2 sin la compo-
nente 6, donde las funciones de prueba v € H'().
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En este caso es un problema de Neumann puro, el cual satisface las condiciones de
compatibilidad que garantiza que el problema tiene solucién unica salvo una cons-

tante, [F.G. Ciarlet (1978)]. Para establecer la constante definimos el valor de la

Cq,_Aa
solucién en el nodo 7, = (H L ,0>, tal que p(iiy) = p,.

Los espacios de funciones a considar son
V={v:Q—R|veH(Q), v(i,) =p,},

Vo={v:Q— ]R| v e H'(Q), v(7,) = 0}.

Luego el problema variacional del modelo A se escribe como:
Encontrar p € V' tal que

il K. op K.
/ / Vv - 8]9’ p rdz dr
o Jo @ or’ pu 0z

H—a;

+dy Lavm K, (cos [ds(z + d3)] + 1) v dz

ae+Aa
H

—dy K,y (cos[ds(z + dy)| + 1) v dz =0, Yv € Vj.

dy =0, —%
— 2n
d5 Aa



30

3.1.3

Discretizacion del problema de presion

46 247 248 49 50 S1 52 53 54

*—0—0—0—@ 4 4 L 4 \ J
37 138 139 140 41 '42 '43 ’44 '45
28 129 130 31 32 ’33 ’34 '35 '36
19 120 121 22 23 ‘24 ‘25 326 ‘27
II10 ‘11 II12 "13 II14 ‘15 ‘16 317 ‘18
"1 "2 "3 .4 "5 '6 ‘7 ‘8 ’9

Figura 3.1: Malla €2, con elementos bilineales

Para discretizar el problema se particiona la regién Q C R?, en un ntimero finito
de subregiones o elementos finitos {2, tal que

QeeQp,

Q= U Q. =Q; h = méx {arista més grande de €}
e=1
A Q, se le llama particién o malla de Q.

Propiedades de la malla €,

1. N flj =0, i +# j, donde Q); es el interior de ;.

2. Q,NQ; #0,i+# j, es en un vértice o en una arista.
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Sean V}, y Vi los espacios de dimensién finita de V' y V| respectivamente tales que

Vi, = {UGCO(Q) ‘ v

Q. € Qma \V/Qe S Qhav(ﬁ'y) :p’y}

Vh70 = {U S CO(Q) ‘ v

0. € Qu, VQ. € Oy, 0(71,) = 0} ,

donde C%(Q) es el espacio de funciones continuas en Q y Q,,(€) es el conjunto de
polinomios de grado < m en cada una de las componentes de R?. Si m = 1, el poli-
nomio de aproximacién es bilineal y sera bicuadratico si m = 2.

En el caso discreto una funcién u; € Vj, se escribe como una combinacién lineal de
las funciones base ¢;(r, z) € V4.

nnt

uh(ra Z) = Z O‘J¢j(ra Z)'

donde nnt es el nimero de nodos totales en €2;,. Observemos que uy, es la aproximacién
a u.

Las {¢;} son funciones base del espacio V}, o V}, o definidas como:

(1 sii=j
¢;(1i;) = {0 sii ]

con 71; = (14, z;) coordenadas del nodo 7, para i = 1, ..., nnt.

Cuando se fija un nodo 7 = (7, 2x) la funcién wuy,(rg, zx) =k, esto es
nnt

Up Tk, 2K) = Z ;i (ks 21)
=1

= apPo(Tk, 2k) + 11 (Thy 21) + -+ - + bk (Thy 21) + ++ + + Wt Gt Ty 28) = Qg

Definimos a wup(rg, 2x) = ug, como up(ry, z;) es la aproximaciéon de wu(rg, z), los
ur = u(ry, 21) son los grados de libertad a encontrar, es decir

nnt

up(r, z) = Z ujp;(r, 2).
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El modelo variacional discreto se escribe como: encontrar un p, € V}, tal que

/ / Vuy, - <— Vph> r dz dr

3

e /HA Koy (cos [ds(z + d3)] + 1) vy, dz

ae+Aa
H
—d2/ K, (cos[ds(z + da)] + 1) v, dz = 0, Yoy, € V.
aﬁe
nnt
Al sustituir la funcién py(r, z) = ijgbj(r, z), v, = ¢y, para cada i = 1,...,nnt se
j=1

tiene

3 / Ve - (— ng]) rp; dQ =

—dl / Km« (COS [d5(2 + dg)] + 1) ¢z dr’
rs

+d2/ K, (cos[ds(z 4+ dy)] + 1) ¢; dT', para cada i =1,...,nnt
7

donde
dQ) = drdz; dl’ = dz.

Por la propiedad de sumabilidad al particionar €2, en elementos €., se tiene.

%i/ Ve - < Qﬁ)rdej

7j=1 e=1

nefb nef7

e=1

Z( d / K, (cos [ds(z + d3)] + 1) qbzdF)JrZ (d2 / K, (cos [ds(z + dy)] + )¢idr>.
Is,e I'7.e
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donde ne es el numero de elementos, nef5 y nef7 son los nimeros de elementos de
las fronteras I's y I';, respectivamente.

Este sistema en forma matricial se describe como

Ap=F,

b1
donde p = : es el vector de grados de libertad o incognitas y la matriz de

Pnnt

rigidez A y el vector independiente F' se escriben como

ne . . }?
e=1 e

nefb nef7 ne
A=Y RS E- S ®
e=1 e=1 e=1
tFJ, =

donde

~

Ff=d, / K, (cos[ds(z 4+ ds3)] + 1) ¢d T
I's.e

Fe = dy / Ky (cos [ds(z + da)] + 1) ¢, dT
F7,e

K
F? :pv/ Vo, - <— . ngﬁj) Tw dS2
Qe 12

Recordemos que solamente el nodo 7i, tiene asociada una condicién tipo Dirichlet.
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3.1.4

Funciones de forma

Las funciones de forma se definen sobre cada elemento €2, € €2, como @-‘Q =Yy
(MQ = 95. Luego la matriz elemental A° y los vectores independientes elementales

Fe, F¢, F° se escriben como

A = (Ag)), B,A=1,2,--+ ,nne, con (3.2)
A\ = /Qe Vg - (% : wa\> r dSQ. (3.3)

Fe = (F§), p=1,2,--- ,nnef, con (3.4)

Fg = p, o Vg - (% : Vw§> T dSY. (3.5)

Fe = (]/7\5), B=1,2,--- ,nnef, con (3.6)

Fs = 4 /F K,y (cos [ds(z + d5)] + 1) 5 dT. (3.7)
Fe = (ﬁg), B=1,2,--- ,nnef, con (3.8)

Fg = d /F K, (cos [ds(z + dy)] + 1) 0§ dT. (3.9)

Donde nne es el nimero de nodos por elemento, nnef es el nimero de nodos por
elemento de frontera. El orden de la matriz elemental A® es (nne x nne) y los vectores
independientes F°, Fe y F¢ son (nnef x 1).

Si los elementos son bilineales A€ es de tamano (4 x 4) y si son bicuadraticos serd de
tamano (9 x 9).
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3.1.5

Transformacién isoparamétrica

La transformacién isoparamétrica T, es una funciéon que transforma un elemento
cuadrangular de referencia €2 a un elemento finito rectangular €2, con nne nodos, es
decir la transformacion respeta la geometria de €2. R

Sea T, : Q — Q. una transformacién isoparamétrica tal que T,.(€2) = €2, esto es

Cr=r(mn)
R (3.10)
n z
A A
T

Figura 3.2: Transformacion isoparamétrica

Para la transformacién de regiones se consideran (r(£,n), 2(£,7n)), coordenadas del
elemento €),. Las derivadas parciales de cada componente estan determinadas por

dr = ?dﬁ + ?dn,
¢ " (3.11)
dz = %df + %d
como arreglo de matrices se tiene
dr g_g O (e d
] = o 8_2 ] =J, ) (3.12)
z 9E o U Ul

con J, la matriz Jacobiana de la transformaciéon 7.
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Si |Je| = det(J.) # 0, entonces se tiene que

d€ dr 5 "o dr

_ g1 — 7 Ul

= J; =17 o o : (3.13)
dn dz € - = dz

Se define 7! : Q. — ) la transformacién isoparamétrica inversa tal que T 1(€,) =
), es decir

T—l, 5

e (3.14)

I
S I
N N
=03
N W
S— N

Sea (&(r, z),n(r, z)) las coordenadas del elemento Q). Las derivadas parciales de cada
componente son

de 98 o¢ dr
_ r Qz
= % % ] (3.15)
n or 0z
De las ecuaciones (3.13) y (3.15) se tiene que
o _ 10
or  |J.| on
% ~ 1 or
oz | J. 8_77
@__|1|% (3.16)
or  |J] o¢
on_ L oor
0z |J.| O¢

Para la transformacion de las coordenadas del elemento de referencia €2 a las coorde-
nadas del elemento de referencia €2, de €2, se usa la transformacion isoparamétrica

~

definida por T,(£2) = Q..

(r,z) = (Zrk{b\k(&n)azzk@k(&n)> : (3.17)
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De esta manera una funcién g : 2. — R se transforma de €2, al elemento de referencia
Q) de la siguiente forma

g(r,2)

De donde se tiene que

v(r, 2)

= g(T,(r,2)) = g(&n) = §(&,m).

~

= ¢B(§(T7 ) Z),?](T, Z))a pbara B =1,2,...,nne.

Con la transformacién de las funciones de forma al elemento de referencia € se
calculan las derivadas parciales de 1§(&, 7).

OV OUg 9 | Dy dn
or o Or  On Or’
(3.18)
OV 0P 0f | Ovs0n
0z 0¢ 0z  On 0z

Observe que al usar las coordenadas definidas en la relacion (3.17), se tienen derivadas
parciales calculadas en la ecuacién (3.16) en el elemento de referencia Q.

nne

s 1 0z 1 (%bk
or— |Jlon IJ!Z Con
o 1 or 1 e am
E on ~ 2" 3.19)
o _ 1 9z 1 % az/;k '
or A Tl = o
on 1 or 1 e 8¢k
EEN VAR 712" o
Al sustituir las ecuacién (3.19) en la ecuacién (3.18) se tiene que
a@Z)Z’ 817//1\,3 B 1 nne awk 8'17Z)5 1 nne aZZJk_
o o [ o | o | T & e |
_ (3.20)
G@Dg 8125 1 nne a{ﬂ\k 6w5 nne awk
0. ~ o || |Z 3
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Note que la ecuacién (3.20) se puede escribir como el siguiente arreglo de matrices

o [ 905 |
o ¢
=J 7 (3.21)
005 o
0z - on |
Simplificando la ecuacién (3.21) se tiene
Vot = I Ve, (3.22)

La ecuacién (3.22) es la relacién que se necesita en la matriz elemental A y en los
vectores independientes F° y F¢, para calcular las integrales del problema discreto
del modelo A en el elemento de referencia €2, es decir

Ap = [ IT90, (K790 i1 de dn (3.23)
donde
l:((r7 Z) = l:((Te_l<T’ Z)) - ‘[:(<€7 77) = E(§7 77) = [/:;' (Z quz)\k(f7 T])) Zk{ﬁ\k(é'u 77))
k=1 k=1

y = WZk(fﬂ)-
1

Para calcular las integrales de linea utilizamos elementos lineales o cuadraticos en 1D

en el elemento de referencia, es decir, en este caso nnef = 2 o 3 y la transformacion
nnef

esTe:z= Z zk{ﬂ\k(n)
k=1

nnef
Fe— —d, /A K, (cos [d5 (Z zribe(n) + d3) + 1) Ygdn,
e k=1
B . nnef R R
Fg = dy /A K. (cos [ds (Z 2 n(n) + d4> + 1) Ypdn
& k=1

Fs=— /Q JZTNYs - TV 1 pol | dE dy.

En este caso se emplean las férmulas de Trapecio o de Simpson para aproximar las
integrales planteadas anteriormente.



39

3.1.6

Elementos bilineales y bicuadraticos

Elementos bilineales

Las matrices elementales de K¢ y F° para elementos bilineales se construyen de la
siguiente manera:

Kf Kf, Kiy Ki Ff
e | K5 OKh Ks kg || F
K5 K5 Kg Kgy | Fs
Kf Ky K§ Kj, Ff

Para el caso cuando se tiene un elemento bilineal las funciones de forma presentan
la numeracion local que se muestra en la figura 3.3.

0y
A
v e oy, T, —— 7,
~
Q, = Q —>5
~ ~
Y, ® ® ) Vie — o

Figura 3.3: Funciones de forma definidas en €2, y 0 para un elemento bilineal

Las funciones de forma en el elemento de referencia {2 se denotan por 13, para un
elemento bilineal se definen como:

fi= 71— )
fo= (1 +6)(1-1)
(3.24)

By =71 +6)(1 +7)

da= 71— +7)
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Elementos bicuadraticos

Para elementos bicuadréaticos las matrices elementales de K¢ y F'° se construyen de
las ecuaciones (3.23) y (3.24). Las funciones de forma en elementos bicuadréticos
presentan la siguiente numeracion local, que se muestra en la figura 3.4.

v, V3 (IR
@ @ ®

e w; e

Y @ ° ®

e . ‘e . e

{1 Vs 1%

M
N N
DR R
N N o
WS. .1% WP E
-1 A~ 1
Q
([ @ o
oS O

Figura 3.4: Funciones de forma definidas en €2, y Q para un elemento bicuadratico

Las funciones de forma para el elemento de referencia bicuadratico €2 se define como:

(&) =
Ua(&m) =
Us(&m) =
Ui(&m) =
Us(&m) =
Ue(&m) =
Ur(&m) =

bs(E,n) =

bol€,m) =

Lo —n)
i(? +&)(n* —n)

i(£2+£)(n2+n)

—_

1(52 —&)(n° +n)
%(1 —&)(n* —n)
HE+O0 )

51— + )

(3.25)
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3.1.7

Formulas de integracion

La integral exacta de la ecuacién (3.23) se resuelve de forma numérica utlizando las
formulas de integracién de Gauss, que se definen de acuerdo al tipo de polinomio de
interpolacién que se use y el tipo de elemento. La forma general de integracién de
gauss se define como:

npg

/ g(r,z)dr dz = /ﬁ(éa mIJe(&m)d dn = G(&,m)lJe(Gm)|w (3.26)

e Q =1

donde (&;,m;) son los puntos de cuadratura de Gauss, w; peso de cuadratura y npg el
nimero de puntos de gauss para cada tipo de elemento de la malla.

La integral de la ecuacién (3.23) usando las formulas de integracién de gauss, se
escribe como:

npg

/QJeTV@' (f} : JETV"@A) PITe| d€ dn =~ G(&m)lJe(&,m)| wi.

=1

donde §(&,n) = J; V- (K- JTV0) 7, 7= 3 mel&n) v || = drea de Q..
k=1

En el siguiente cuadro se muestran los puntos de cuadratura (&, 1;) con los corres-

pondientes pesos w; que se usan para resolver las integrales numéricas empleando

elementos bilineales.

npg 1 2 3 4
1 1 1 1
“I"VA A BB
1 1 1 1
"|"A A BV
W 1 1 1 1

Cuadro 3.1: Puntos de cuadratura de Gauss con sus correspondientes pesos, npg = 4.
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Puntos de cuadratura (&,7;) con los correspondientes pesos w;, que se usan para
resolver las integrales numéricas empleando elementos bicuadraticos.

npg 1 2 3 4 5 6 7 8 9
_ /3 3 _ /3 3 _ /3 3

& 5 0 5 5 0 5 5 0 5
_. /3 _ /3 _ /3 3 3 3

YU 5 5 5 0 0 0 5 5 5
w 25 40 25 40 64 40 25 40 25
l 81 81 81 81 81 81 81 81 81

Cuadro 3.2: Puntos de cuadratura de Gauss con sus correspondientes pesos, npg = 9.

3.2

Velocidad del fluido.

Para aproximar la velocidad del fluido se usan los valores de la presién encontrados
en el Modelo A, apartado 3.1 consideremos la ecuacién de Darcy en su forma discreta

sin dimensiones

— }?
Uh = ——" Vph, (327)
1
nnt
donde py, es el polinomio de interpolacién para la presién definido por Z p; oi(r, 2),

j=1
con ¢;(r, z) funciones base. La velocidad se calcula a nivel nodal debido a que cada ¢,
es distinta de cero en su soporte, denotado por sop(¢;). Para simplificar la simulacién
del calculo de la velocidad en el fluido se considera que el tensor de permeabilidad

es un escalar K = K1.

Sea

K,.0pn, K.,Op,
Up = (Upn, Usp) ( Lo’ u 0z ) (3.28)

nnt

Consideremos que Uy ), = Z Uy ¢i(r, z), donde Uy ; = Uy 1 (7;) es la velocidad de la
i=1

componente U ;, evaluada en el nodo i.
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La velocidad en su forma variacional discreta al nivel del nodo 7 es

nesop(;) nesop (é4) nnt
Z / Ulzﬁbde—— Z / 7«7«(28 p]ng)gf)ZdQ Vi=1,.

(3.29)

Por formulas de Green y considerando que velocidad U, ; es constante se obtiene

nesop(¢p;) nnt nnef nnf
Z/ . (Z% qsz) by S — Z/ . (ija @) o1 1y .

Ul,z

nesop(9s) )

5> /cbzdsz

(3.30)
para toda i = 1,2, ..., nnt.

Al restringir las funciones base ¢;, ¢, a cada elemento €2, las integrales anteriores de-
penden de las funciones de forma 1§, ¢5. Posteriormente se aplica la transformacion
isoparamétrica (3.17) para que la relacién (3.30) se reescriba como

pr /KWZPA < %) sl Je| € dny — z:f/ K, (ipAa—QﬂA) g me dg
i = nesop(#:)
u Z / | Je| dédn
(3.31)
donde

a 1 6¢5 nne 8¢k a/{l}\ﬁ nne 87:@\].3
5 o e

De manera similar se calcula la velocidad Uz, = Us;, Vi =1,2,...,nnt.



44

3.3

Concentracion de trazador.

El modelo que describe el transporte del trazador para el caso donde se considera
flujo con conveccion-dispersion esta determinado por la siguiente ecuacién en su
forma adimensional. El modelo se estudiara considerando que el tensor de dispersién
es escalar, es decir; D = DI y para valores de ® constante en el tiempo y por

regiones.
oC

1 ~
-+ 2V |Uc - pve| =0, 3.32
a o (3:32)
Dado que: V- UC=U-VC+CV-U , para el caso estacionario y flujo incompresible
el V- U =0, la ecuacién (3.32) se escribe como

oC 1714
=13 {U VO -V - (DVC)} =0, (3.33)

sujeto a las condiciones de frontera (2.36)- (2.42).

El problema en estudio involucra adveccion-dispersion con la parte advectiva do-
minante, por lo que al resolverlo numéricamente la soluciéon puede presentar ines-
tabilidad numérica. Existen varias técnicas para estabilizar los esquemas numéri-
cos para aproximar las soluciéon de problemas con advecciéon dominante. Basando-
nos en [Donea et al. (2003)] utilizamos para corregir la inestabilidad el esquema de
minimos cuadrados (MC), el método Crank — Nicolson (CN) para la integracién

en el tiempo y elementos finitos para discretizar el espacio. Estas técnicas funcionan

AtU

5 || cercanos a 1.

adecuadamente para niumeros de Courant (¢ ~||

Formulacién variacional

Definimos los espacios siguientes para obtener la forma débil del problema (3.33):

Sy = {CEHI(Q)X[O,T] . C(r, 2,t)

:o}.
I's

=0, ZE[H—ai—Aa,H—ai]},

I's

V = {v e HYQ) : v(r, 2)
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Multiplicamos la ecuacion (3.33) por una funcién de prueba v € V e integramos con
respecto al volumen €y .

1 = 1
/ @v dQ +/ —(U-VC)vdQ) — —V - (DVC)vdQ2 = 0. (3.34)
o, Of o, ® o, ®

Por férmula de Green se obtiene

1 -
8—CUdQ+/ —(U~VC’)de—|—/
Q

1 1
—DV(J-Vde—/—(DVCU)-ﬁdSzO.
q, Of L@ oy o

S
(3.35)
De las condiciones de frontera (2.36)- (2.42) se tiene.

8—01; dQ+/ Yivew dQ+/
o, ®

1 1
—DVC-Vu dQ—/ —(DVC v)-fis dS = 0.
o, Ot o, ® ® °

Ss

Dado que 775 es el vector normal exterior a la superficie, 7i5 = (—1,0) y usando la
condicién (2.41) .

a—CdeJr/ llj-VCde—l—/ lec.vde+ lCUlvdS:o.
q, @ P P

o, Ot Qy Ss

Se define el operador a(-, ) tal que

. 1 1
a(v,C) = ( ,éU-VC) +(w,5Dv0)+ ) 6CUlvds

con

(u,v):/ o dS.
Qy

El problema variacional se enuncia como: encontrar C' € S; tal que

9(C,v)
ot

+a(v,C)=0 YueV. (3.36)
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Discretizacion en el tiempo

Para la integracion en el tiempo se utiliza el método de Crank-Nicholson [Donea et al. (2003)]:

A A
Lomi — o Slom (3.37)

On+1 =
2 2

En el caso de la ecuacién de adveccién-dispersion (3.33)

1 1>
Cp=—— U-V(J—V-(DVO)],

)
Definimos el operador £ = —C} para que la ecuacién (3.37) se escriba como
At At
cmtl 4 720"“ =C" — 720”. (3.38)

Discretizacion en el espacio

En la discretizacion espacial se utiliza el método de minimos cuadrados que ayuda
a estabilizar la parte advectiva del problema advectivo-dispersivo, de esta forma se
establece un operador para minimizar los errores de la relacién de Crank- Nicolson
(3.38):

J(C") = |L(C™) = fll7, = (L(C™) = fLL(C™) — f)

donde L(C™H1) = Cntl 4 &tgcntl y f=Cn — £Lecm.

Al calcular la primera variaciéon de J e igualar a cero se obtiene el punto critico que
es donde J alcanza su minimo [J.T. Oden et al. (1983)]:

Es decir debemos encontrar C"*! € S, tal que

At At At At
(v + 7&1, crtl 4 7£C”“> = (v + 721}, c"— TEC”) NYveV (3.39)

Desarrollando la ecuacién (3.39) se tiene:

A A At?
(U,Cn+1) + 7t (,U’Scm-i-l) + 7t (S’U, C«n—f—l) + Tt (21}7807“_1)

A A A
— (v,C") — Tt (v, £C™) + Tt (£0,C") — Tt (S0, £C).
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Al sustituir el operador £ en la identidad anterior se obtiene lo siguiente:

At 1= 1 1 -

n+1 7T, n+1l)| . n+1 7T, n+1
(v, C™1) + 2{[<v,q)U vC ) (v,q)v DVC )}+[(@U Vv, C )
1 -~ A2 (1 - 1o 1 1o

<q)v DVv,C )}}+ (50 Vo 50 ve 5V DV, U Ve
(L0 .vo, 2v.DVC) 1 (Lv. DV, LV - DVC™ ]

® e o '

(vC’)+7{—[(U,EU-VC’)—(U,EV-DVC)}Jr[(EU-VU,C)

1 " At? 1= 1= n n
—(EV-DVU,O)]}—T[(EU-VU,EU-VC)—( V- DV, U vo)

1_’ 1 n n
—<5U-w,5v.pvc)+(5V-Dw,6v-pvc )}

Para elementos bilineales €2, en coordenadas cilindricas se cumple la relacion

10v
V- (Vv) = e Si ademds usamos la definicién del operador a(-,-), entonces la
r or

formulacién variacional se simplifica de la forma siguiente:

(U70n+1) 4 % [a(v,C’"“) + (l[j ) V,U7cvn+1) - D (i@ Cm+1> }

Or Or’
+ATF[((DU Vo, 6U VC"+1) —D(@l % éU VC"+1> —DG)U Vo, (I)l ‘anﬂ)
n+1
(5w )
:(U,Cn)+A2t[—CL<U c™) + (éﬁ-Vu,C")—D(lav >}
Af[((I)U Vo, 6U V(J") (qfr% éU v0"> <(1)U Vo, q}ra;")

(190 1o
b ((I)TOT’CDT or }
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La formulacion variacional discreta empleando elementos finitos se expresa como el
sistema de ecuaciones lineales siguiente:

2
{M+§(G+DK+E5)+%(G DR)+ATt(W D(S+S8")+ DT )]cnﬂ_

[M—%(G+DK+E5)+%(GT DR)—ATt(W D(S+ST)+D2T)] c,

donde cada una de las matrices es la suma de matrices elementales, definidas por:

ne

M=) M° con Mj, = / Yt d
Qe

o

1 g Oy | Ot Oy
K=Y K¢ K§, = — Q
Z i BTy /QE ( or Or * 0z 0Oz rd

; e 1 5% g D Oy
W:ZW con WBA:@/Q (U1 or U3 02 Ula_ U3 02 rdS)

G = ZGe con Gjy = l/ (U183¢A¢ U3ﬂ¢5> rdQ
Qe

R=)"R° con Rj, = / M% ds)

- e e i al/)ﬂ a'(ﬁ/\ 61/})\
S=) 8 con Sh=o o (U1 o +Us5 ) dO

. . 1 1 O Oy
T:ZT con TBA:@/Q ;WWdQ

nefs
1
Es = E E:  con EgBAZE/F Ui ¥a|rs ¥alps mdl
— 5,€

Cabe senalar que estamos suponiendo que cada elemento pertenece a una misma
capa horizontal, es decir la porosidad es la misma en todo el elemento y es constante.
Luego, el sistema de ecuaciones lineales a resolver en cada paso de tiempo n es:

AC™1' = (2B — A)C™. (3.40)

con matrices A y B definidas por:
2

A:M+%(G+GT)+%(DK—DR+E5)+ATt(W—D(S+ST)+D2T)

B:M+%(GT—DR)



Capitulo

Simulacion numeérica

El contenido de este capitulo comprende el analisis de los resultados numéricos obte-
nidos al realizar las simulaciones del problema planteado en este trabajo. El modelo
en estudio esta desarrollado en tres partes que describen el problema de la presion, la
velocidad del fluido y la concentracién del trazador. Los algoritmos se programaron
en MATLAB version 7.14.0.739 (R2012a) y se ejecutaron en una laptop con procesa-
dor Intel Core i5 Duo, 2.5 GHz y 4 GB de RAM bajo el sistema operativo Mac OS X.

Los datos numéricos usados en las simulaciones corresponden a un pozo petrole-
ro con caracteristicas geoldgicas particulares de una region en el territorio nacional
mexicano.

Las medidas del pozo y los parametros que se usaron en el modelo de estudio son las
siguientes:

H = 150 metros de altura en el pozo

L = 150 metros en la zona de influencia del pozo

Aa = % metros de longitud en las zonas de disparos y en cada capa permeable
reo = 10 centimetros radio del pozo

= 1cpde viscosidad. (1 ¢p=1x 1072 Pa — s)

@ = 1000 barriles/dfa. (1 barril = 0.15899 m?)

po = 100 atmosferas de presién inicial. (1 atmésfera= 1.01325 x 107° Pa)

ko = Permeabilidad del medio en miliDarcy. (1 Darcy= 9.86923 x 107!3 m?)
® = Porosidad del medio en porcentaje.

Los resultados ntimericos se ejecutaron para la region de estudio definida por €y,
ver apartado 2.1.

49
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El problema considera 15 franjas horizontales en el medio poroso con parametros
diferentes de permeabilidad, porosidad y dispersion. La idea es estudiar el efecto de
diversas estructuras geoldgicas con hasta cinco capas horizontales distintas, lo cual
se elaboré considerando las quince franjas basicas mencionadas.

Para analizar el comportamiento del trazador se pensaron en tres situaciones dife-
rentes del medio, se determind como region principal de interés la zona donde se
desarrolla el fenémeno de transporte de trazador debido al flujo bipolar vertical, que
se genera entre la capa horizontal donde se introduce el pulso, la capa horizontal de
extraccion que es la salida.

Las situaciones se clasificaron en tres casos, (1) una misma capa entre la capa de
inyeccién y la capa de extraccién, (2) tres capas diferentes y (3) cinco capas dife-
rentes. En los tres casos se establecié una capa impermeable arriba de la capa de
inyeccion y otra similar abajo de la zona de extraccion, esto a fin de que no se escape
el trazador por esas partes. Las zonas de disparos se consideran como zonas de alta
permeabilidad.

Para simplificar la simulacion se tomaron zonas A de alta permeabilidad y zonas B
de baja permeabilidad, los valores numéricos se muestran en el siguiente cuadro.

propiedades del medio | zona A (alta) | zona B (baja)
permeabilidad (mD) 100 10
porosidad ( %) 30 10
dispersion (%) 1 0.1

Cuadro 4.1: Condiciones del medio.

El analisis del problema se realizé en los tres diferentes casos como se describe a
continuacion:

Caso 1-capa: una sola capa entre la zona de inyeccién y la zona de extraccién.
Caso 3-capas: tres capas entre la zona de inyeccién y la zona de extraccion.
Caso b-capas: cinco capas entre la zona de inyeccién y la zona de extraccion.
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Caso 1-capa. Se considera que el fenémeno de transporte del trazador se desarrolla
en una formacién homogénea de alta permeabilidad A, en la regiéon comprendida
entre las zonas de disparos. Se presenta un dominio con condiciones similares para
los parametros de permeabilidad, porosidad y dispersion, esto es para observar el
comportamiento del pulso trazador en un medio de referencia ver figura 4.1.

|

\”l
h'” il ‘”'l}
'||\ u‘ ‘I” i \I\I”

18 Sl

zona de
inyeccion

>
Q

zona de
extraccion|

Lr

zona de
inyeccion

I w
i
A

zona de
extraccion|

Lr
Figura 4.2: Dominio Q que describe el Caso 3-capas, alta-baja-alta permeabilidad.
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Caso 3-capas. En la zona de interés se define una regién de alta-baja-alta permea-
bilidad respectivamente figura 4.2, en esta situaciéon el pulso debe desplazarse en un
medio que le representara cierta dificultad para seguir su trayectoria.

1 A \

) \HHHHHH\H\HHHHHHHHIHHHHHHHH\
I y‘

BT A<

|

|

*

zona de
inyeccion

>
B

T

zona de i

extraccion p A
| | \iil‘
| I‘ 0 A
il i
18

A HHf

Lr
Figura 4.3: Dominio € que describe el Caso 5-capas.

Caso 5-capas. En este caso en la regién que va desde la zona de inyeccion hasta llegar
a la zona de extraccion se definen regiones de alta-baja-alta-baja-alta permeabilidad,
este caso es similar al caso 3-capas, aqui se considera una zona mas de alta permea-
bilidad, ver figura 4.3.

El caso 5-capas es la situacion que mas podria acercarse a condiciones reales para un
yacimiento petrolero areno-arcilloso donde se tienen capas alternadas de roca de are-
nisca con bajo contenido de arcilla (de relativa alta porosidad y alta permeabilidad)
y de areniscas con alto contenido de arcilla (baja porosidad y baja permeabilidad).
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4.1

Resultados del modelo A

El valor de la presién p(r,z) se calculé con elementos bilineales y elementos bi-
cuadraticos del mismo tamano de malla, es decir con el mismo niimero de grados de
libertad. El mayor valor de la presién se encuentra en el punto medio de la zona de
disparos, el cual va disminuyendo hasta llegar a la zona de extraccion. La presién
presenta menor variacion en sus valores cuando se usan elementos bicuadraticos, en
la figura 4.5 en una barra de escala de colores los valores presentan al color rojo como
el valor méximo y el color azul como el valor minimo.

Solucién p(r,z)

0.8 1 1
0.7
’ 0.9 0.95
0.6
0.9
- 0.8
N 0.5 N
0.85}
0.4 0.7
0.6
0.2- ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 03 O'750 0.2 0.4 0.6 0.8 1

r r

Figura 4.4: Valores de la presién para elementos bilineales.

Solucioén p(r,z)

0.8 1
’ 0.95
0.7 0.95
0.9
0.6
0.85 0.9
N 05 08 N
0.75 0.85}
0.4
0.7
0.3 0.65 0.8f
0.6
%3 0.1 0.2 0.3 0.78
r

0 02 04 06 0.8

-

Figura 4.5: Valores de la presién para elementos bicuadraticos.

La malla que se usa para aproximar la presién es fina en la zona de disparos y
conforme avanza en direccién r crece de acuerdo a una serie geométrica, esto es para
reducir el error y obtener mas informacion cerca de la zona inyeccion-extraccion.
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4.2

Resultados del modelo B

El campo de velocidades se obtuvo después de conocer los valores de la presion en-
contrados en el modelo A, y para validar el algoritmo programado se propuso un
ejemplo particular con solucion analitica para la presion, con la cual se determiné la
velocidad usando la ecuacion de Darcy para un medio poroso.

Después de calcular y realizar un analisis de los errores de interpolacién se observa
que efectivamente se reproduce correctamente el campo de velocidades.

Error de interpolacion

Sea v € H'(). Si suponemos que las funciones de forma ¥ contienen polinomios
completos de grado < k, entonces el error de interpolaciéon vy, de v estd determinado
por

v — vp|lL, < CRF, C>0. (4.1)

donde C' es una constante que depende de los datos del problema y generalmente es
del orden del error estimado, [J.T Oden et al. (1981)], [J.T. Oden et al. (1983)].

Ejemplo

Se considera una funcién tedrica para la presién con un comportamiento suave

p(r,z) = r* + 23,y se calcula la velocidad, que es  v(r,2) = <—%, —%)

con permeabilidad constante k(z) = k.

Se estiman los errores para elementos bilineales y elementos bicuadraticos, los valo-
res obtenidos se muestran en el cuadro 4.2. Haciendo un andlisis de los errores los
resultados estan de acuerdo con los errores de interpolacion descrito en la ecuacion
(4.1), es decir, si tomamos en un elemento bilineal h = 0.0201 el orden de error para
la || - |1, estd determinado por h? = 4.0401 x 107% lo cual es una cota para el valor
obtenido en la tabla.
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elementos R Poin, |lv = vp L, ne nnt
bilineales 0.0491 | 0.0234 | 9.3124 x 107% | 2000 | 2091
0.0201 | 0.0051 | 3.6912 x 107% | 20160 | 20449

bicuadraticos | 0.0982 | 0.0468 | 4.9216 x 1079 | 500 2091
0.0402 | 0.0102 | 4.4818 x 1079 | 5040 | 20449

Cuadro 4.2: Errores absolutos para la velocidad.

Se observa que para elementos bicuadraticos se tiene una mejor aproximacién que
para elementos bilineales. Sin embargo si se trabaja con una malla mas fina de ele-
mentos bilineales se puede tener informacién suficiente para recuperar el campo de
velocidades como si se trabajara con elementos bicuadraticos. Ademés los elementos
bilineales simplifican los términos que aparecen en la formulacién de minimos cua-
drados, ver apartado 3.3.

Una vez validado el algoritmo programado, se calcula el campo de velocidades del
modelo B usando los valores de la presion del modelo A.

El campo de velocidades en cada uno de los tres casos planteados de flujo bipolar
vertical se muestra en la figura 4.6. Se observa que se tiene un campo de velocidades
simétrico respecto al punto medio entre las zonas de disparos.

En el caso 1-capa, se tiene un campo de velocidades que cambia suavemente debido
a que las capas tienen las mismas propiedades de permeabilidad, porosidad y dis-
persién. La mayor magnitud del campo vectorial se presenta en la zona de disparos.
El fenémeno de flujo bipolar vertical se concentra en mayor magnitud en el dominio
0<2<1y0<r<0.5 observe que para r > 0.5 el campo decrece en magnitud en
la direccién horizontal y vertical, ver figura 4.6 a).

Para el caso 3-capas figura 4.6 b), el comportamiento del campo muestra el efecto
de una capa con propiedades de baja permeabilidad, porosidad y dispersion en la
parte media del pozo direccion z. Debido a que las capas cambian de propiedades
verticalmente, entonces existe una franja horizontal en la parte media del pozo donde
la magnitud del campo es menor y luego vuelve a crecer el campo cuando llega a la
franja con propiedades de alta permeabilidad. Un comportamiento similar ocurre en
el caso 5-capas figura 4.6 parte c), donde se tienen cinco capas distintas en la zona
comprendida entre la capa de inyeccién y la capa de extraccion.
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Campo de velocidades

Figura 4.6

Las figuras de la izquierda consideran r € [0,1] y en las figuras de la derecha r €

[0,0.3].
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4.3

Resultados del modelo C

Los resultados numéricos para el modelo C que describe la dindmica de un pulso de
trazador en un campo de velocidades de flujo bipolar vertical, se obtuvieron analizan-
do el desplazamiento del trazador en un intervalo de tiempo de [0, T]. Este periodo
es aproximadamente el tiempo desde que el trazador entra al campo por la zona de
inyeccion hasta que sale por la zona de extraccion. Este tiempo es solo aproximado,
ya que debido a la dispersion, el pulso llega atin a tiempos posteriores.

Una forma de validacion del programa para el modelo C' es mediante el calculo de la
masa total del trazador en un intervalo de tiempo [0, 7).

La evaluacién para la conservacion de masa se analiza para el medio homogéneo
(caso 1-capa) y puede determinarse en dos partes, i) y ii).

i) Se define Mrp = 1 como la masa total del trazador en forma adimensional en el
interior del dominio. La masa total del trazador debe conservarse, es decir; debe ser
constante durante un intervalo de tiempo hasta el momento en que empiece a salir
por la zona de extraccién.

La evaluacion de la conservacién total de masa dentro del dominio se define como
una funcion del tiempo

Mrp = QWTw//C (ryz,t) rdrdz, (4.2)

para cualquier ¢ € [0, 7] fijo.

En la figura 4.7 se describe la cantidad total de masa de trazador dentro del dominio
Mrp para t € [0,7], el resultado numérico se calcula para 7' = 1 que es el tiempo
de duracién que el trazador tardaria en salir del dominio sino tuviera dispersion.

Analizando el recorrido del trazador a través del campo de velocidades se puede
observar que en los primeros pasos de tiempo la masa del trazador se conserva y
después de avanzar un determinado tiempo empieza haber pérdida de masa, esto es
cuando t € [0.2,0.3], finalmente la masa del trazador termina por salir del dominio.
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Figura 4.7: Masa total del trazador para t € [0, 7.
ii) Se define Mrp como la masa total acumulada del trazador que sale a través de la

zona de extraccion. La cantidad de masa de trazador figura 4.8 acumulada que ha
salido del pozo al tiempo t estd determinada por

Mpp = 27rrw//U(rw,z,t) C (ry, z,t) dz dt, (4.3)

para cualquier ¢ € [0, T fijo.
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Figura 4.8: Masa de trazador acumulada que ha salido del pozo, t € [0, T.

Finalmente en la figura 4.9 se observa que la masa del pulso trazador se conserva
en el intervalo de tiempo [0, T]. Al final de este periodo de tiempo en observacién se
puede ver que existe una pérdida de masa, que puede atribuirse al intervalo de tiempo
en observacion, también a la dispersion del trazador que puede estar retardando la
salida.
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Figura 4.9: Relacion constante del trazador Mrr = Mrp + Mrp, t € [0,T].

Los campos de velocidad presentados en el Modelo B describen flujo bipolar vertical
estacionario, en los cuales se coloca un pulso de trazador dentro del dominio, esto
ocurre cerca de la zona de inyeccién para analizar su comportamiento al ser arras-
trado por el campo.

El pulso inicial de trazador toma el valor méximo igual a 1 en el punto (r, z, t), con

T2—"r1

r = 2

, z = punto medio de la zona de inyeccion y ty = 0. Observe que en g = 0

el pulso se encuentra dentro del dominio en estudio, ver figura 4.10.

0.2

Figura 4.10: Pulso de trazador inicial.

0.4 0.6 0.8

La dinamica del trazador en el problema de flujo bipolar vertical al ser arrastrado
por el campo en un intervalo de tiempo de [0, 7| se describe en la figura 4.11, donde
T es el tiempo final hasta que casi termina de salir el pulso de trazador.
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Figura 4.11: Comportamiento del trazador en un intervalo de tiempo [0,7]. En las
graficas el tiempo transcurre de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
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izquierdo muestra el trazador para el casol-capa, lado derecho caso 5-capas.
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Después de realizar las pruebas correspondientes a cada uno de los casos estudiados
en el modelo, las curvas de concentracién C(r, z,t) en la zona de extraccién para
todo tiempo t € [0, 7] se muestran en la figura 4.13.

A continuacion se presenta un andlisis del arribo a la zona de extraccién del pulso
de trazador después de ser arrastado por el fluido de inyeccion. En la figura 4.13
se muestran curvas de arribo del trazador para los tres casos considerados. Esto es
natural por las condiciones impuestas al caso 1-capa, después se tiene la llegada del
pulso para el campo de velocidades del Caso 5-capas y finalmente llega el pulso del
trazador para el campo del Caso 3-capas.

El orden de arribo es el esperado, ya que en el Caso 1-capa no se tiene ninguna zona
de baja permeabilidad. La llegada del pulso de trazador del caso 5-capas antes que el
pulso trazador para el caso 3-capas, se debe a que el pulso de trazador es transportado
por un medio mas permeable, es decir; en el caso 5-capas hay una capa, la del centro,
que es mas permeable que el caso 3-capas, los resultados numéricos son los esperados
por el planteamiento del modelo.

T
—*—caso 1-capa
= = =caso 3-capas
— caso 5-capas| |

C(r,z)

Figura 4.13: Perfiles de concentracion en el punto medio de z en la zona de extraccién.
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Una de las aplicaciones interesantes del modelo desarrollado es la evaluacion de las
caracteristicas de un yacimiento, particularmente en nuestro caso, determinar pri-
meramente la presencia de diversas capas horizontales con propiedades diferentes en
permeabilidad y porosidad, y después estimar el valor de estas propiedades, es decir
su espesor, permeabilidad y porosidad. Esto es una tarea compleja, dado que existen
muchas combinaciones posibles de propiedades de las capas horizontales que pueden
dar lugar a la misma curva de surgencia (arribo) de trazador. Lo anterior es debido
a que la curva de surgencia es un reflejo del efecto integrado del medio poroso y por
ello es muy poco sensible a las variaciones espaciales del medio. Todas las curvas
muestran la misma estructura, es decir un pico con subida y bajada relativamente
suave. Sin embargo, analizandolo a mayor detalle, existen caracteristicas especificas
de la curva de surgencia de trazador, que la hacen diferente de un caso a otro. Estas
son:

¢

(i) el tiempo de “ ruptura ”, que es el tiempo al cual empieza a observarse la llegada
del trazador,

(ii) el tiempo de arribo del pico del pulso del trazador,

(iii) el valor del pico y el drea bajo la curva (asociable a la masa recuperada del
trazador).

(iv) el ancho del pulso trazador, (v) lo largo de la cola de bajada después del pico.

Es importante mencionar que el area bajo la curva de las curvas de surgencia en la
figura 4.13 no debe ser la misma, ya que esta area no es la masa de trazador, como
podria pensarse. La masa de trazador por unidad de tiempo y unidad de area que
sale del medio poroso hacia el pozo productor es el integrando de la ecuacién (4.3).
Esto muestra que la evaluacién de la cantidad de masa debe considerar el producto
de la concentracion con la velocidad, y ademaés, esta ultima depende de z.

Para el ajuste de los datos de surgencia a un modelo con diversas capas a fin de
obtener una estimacion del valor de los parametros de las capas es necesario resolver
un problema inverso de multiples parametros. Para ello hay técnicas desarrolladas,
pero el problema es complejo debido a que, como se menciond previamente, (1) la
solucién no es unica, (2) la curva de surgencia es regularmente poco sensible a los
parametros, (3) se requiere muchas corridas del c6digo, lo cual significa mucho tiem-
po de computo.

Al examinar el comportamiento del campo de velocidades en un medio no homogéneo
inmediatamente se hace notar la presencia de los parametros asignados de permea-
bilidad, porosidad y dispersién en el desplazamiento del fluido a través del medio
poroso, es notable el cambio de magnitud (valores de la velocidad) para el campo de
velocidades cuando estd atravesando por un medio con diferentes condiciones, que
son los resultados que se esperaban al hacer el planteamiento del problema.
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En este trabajo se realizé un andlisis de sensibilidad de la curva de surgencia de tra-
zador a diversos parametros. Concretamente se muestran graficas correspondientes
al Caso b-capas con variacion de parametros que muestran sensibilidad a la permea-
bilidad y al espesor de las capas.

En el cuadro 4.3 se describen las caracteristicas de los valores que toman el pardame-
tro de permeabilidad %k para analizar sensibilidad a la permeabilidad (a), (b), y (c).
Para detectar sensibilidad al espesor por capas se analizaron los casos (e) y (d).

caso (a) | caso (b) | caso (c) | caso (d) | caso (e)
100 mD | 100 mD | 100 mD | 10 mD | 10 mD
10 mD |30 mD |3 mD | 100 mD | 10 mD
100 mD | 100 mD | 100 mD | 100 mD | 100 mD
10 mD |30 mD |3 mD | 100 mD | 10 mD
100 mD | 100 mD | 100 mD | 10 mD | 10 mD

Cuadro 4.3: Valores para el parametro de permeabilidad k.

x 10
—+—caso (a)
=—caso (b)
St ===caso (c) | |
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Figura 4.14: Perfiles de concentracion en el punto medio de z en la zona de extraccion
que muestra la sensibilidad al aumento o reduccion de la permeabilidad.

En la figura 4.14 se muestran las curvas de surgencia de un trazador para los casos
(a), (b) v (c). En las curvas de surgencia es notable su sensibilidad a la variacién
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de parametros, sin embargo es complicado hacer un anélisis de las caracteristicas de
cada curva. El medio del yacimiento considerado es igual en los tres casos y sélo se
esta cambiando la permeabilidad en algunas de las capas.

Figura 4.15: Esquema de flujo uniforme a través de varias capas de distinta permea-
bilidad y espesor.

A manera de referencia, en el caso de flujo uniforme unidimensional a través de varias

capas con distinta permeabilidad k; y espesor h;, como se muestra en la figura 4.15,
la permeabilidad efectiva k.; esta dada por

14 h;
vy

Por ello, los casos considerados tendran las siguientes permeabilidades efectivas de
referencia:

Casos caso (a) | caso (b) | caso (c) | caso (d) | caso (e)
Permeabilidad efectiva (mD) | 65.2 155.2 25.1 65.2 36.6

Para los casos (a), (b) y (c) esto indicaria que el tiempo promedio de arribo (que
serd igual al tiempo de arribo del pico de la curva si las curvas fueran simétricas
respecto a ese pico) serfa menor en el caso (b); le sigue el caso (a) que segun el
modelo de flujo uniforme llegaria aproximadamente en mas del doble del tiempo y
finalmente el caso (c) que llegaria en un tiempo aproximado de siete veces mas largo
que el caso (b). Estos tiempos no son los observados en el caso del flujo bidimensio-
nal aqui desarrollado y mostrado en la figura 4.13. Aqui las diferencias son pequenas
entre el caso (a) y (c), esto es debido a que el pulso de trazador no fluye por todo el
espacio y a que la velocidad no es igual en todos lados.
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El ancho de la curva de surgencia es proporcional al valor de la dispersion y al tiem-
po de transito, por ello la curva que llega primero (b) tiene un ancho menor y la
ultima mayor. Las curvas de surgencia en la figura 4.16 tienen considerado un caso
con capas gruesas mas permeables y otro con capas gruesas poco permeables, esto
es para analizar la sensibilidad al espesor de las capas, casos (d) y (e).

En los casos (a), (d) y (e) mostrados en la figura 4.16 se tendra la permeabilidad
efectiva de flujo uniforme unidimensional de 65.2 mD, 65.2 mD y 36.6 mD respec-
tivamente.

—+—caso (a)
=—=caso (d)
===caso (e) ||

Figura 4.16: Perfiles de concentracion en el punto medio de z en la zona de extraccién
que muestra la sensibilidad al espesor de las capas.

De lo examinado en las curvas de surgencia en los casos (a), (b), (¢), (d) y (e), se
observa que el comportamiento es el esperado y que las curvas son sensibles a la va-
riacién analizada de los parametros, sin embargo no es posible encontrar firmas claras
en las curvas que indiquen la cantidad y espesor de las capas porosas involucradas
en el proceso. El ajuste del modelo a los datos de surgencia de trazador tendra por lo
tanto poca resolucién en cuanto al valor de los parametros. Para intentar determinar
algunos de esos parametros es necesario incorporar informacion adicional de otras
fuentes. Por ejemplo, de registros geofisicos de pozos se puede determinar el espesor
de capas y con la prueba de trazadores se podria determinar la permeabilidad efec-
tiva de ellas.
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Conclusiones

En este trabajo se elaboré un modelo matematico y numérico de una prueba de tra-
zadores de tipo flujo bipolar vertical. Se analizé el problema ligado a la posibilidad de
emplear estas pruebas de trazadores para caracterizar yacimientos areno-arcillosos
con capas horizontales alternadas de altas permeabilidad y porosidad (roca con poco
contenido de arcilla) y de bajas permeabilidad y porosidad (roca con alto contenido
de arcilla). Las condiciones y caracteristicas consideradas en este trabajo correspon-
den al caso simplificado de yacimientos encontrados en la formacion Chicontepec,
ubicada al sur-este del territorio nacional.

El modelo considera tres grandes partes: (i) el cdlculo de la presion del flujo de in-
yeccién en estado estacionario, (ii) la evaluacién de la correspondiente velocidad del
fluido de inyeccién y (iii) la determinacion del transporte advectivo-dispersivo de un
pulso de trazador.

En el planteamiento del problema se presentaron algunas dificultades en la estructu-
racién del modelo, entre otras la definicién de las condiciones de frontera y la eleccién
de un método de soluciéon numérica adecuado. Es importante mencionar, que para
tener resultados aplicables en campo se debe tener un modelo matematico bien plan-
teado. En el caso considerado, en el que se tienen condiciones que pretenden simular
la realidad, el efecto advectivo domina sobre el término dispersivo, esto ocasiona
que el problema presente inestabilidades numéricas. Para reducir las inestabilidades
numéricas se optd por usar la técnica de Crank— Nicholson y Minimos Cuadrados
para la discretizacion del problema.

67
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En la simulacion numérica se emplearon elementos bilineales y bicuadraticos, con la
finalidad de comparar las soluciones con ambos tipos de elementos. Los resultados
mostraron que usando mallas de igual tamano y con el mismo nimero de nodos,
los elementos bicuadraticos dan mejores aproximaciones que los elementos bilinea-
les. Si hay suficiente memoria lo anterior no es un problema que obligue a trabajar
con elementos bicuadraticos, ya que si se elige una malla mas fina para elementos
bilineales se puede tener tan buenas aproximaciones como si se trabajara con elemen-
tos bicuadraticos. Ademas, los elementos bilineales simplifican considerablemente los
términos que aparecen en la formulacién de minimos cuadrados. Por ello, para la ob-
tencién de los resultados numéricos se decidi6 trabajar con mallas muy finas usando
elementos de tipo bilineal.

En la simulacién numérica para el modelo A que describe la presién del fluido en el
flujo bipolar p(r, z) € [0, 1], los resutados muestran que los valores de la presién son
mayores en la zona de disparos que corresponde a la region donde se hace la inyec-
cién del fluido. Después conforme el trazador entra en la zona de salida los valores
de la presién disminuyen. Los valores de la presion presentan variaciones en la region
que esta entre las zonas de disparos, fuera de ella los valores descienden a valores
cercanos a cero y permanecen casi constantes.

Los valores para la velocidad del flujo bipolar vertical, Modelo B, se obtienen des-
pués de conocer los valores de la presion. El campo de velocidades fue analizado en
tres situaciones diferentes del medio poroso en la zona entre la inyeccion y la extrac-
cién.

Caso 1-capa: Un medio poroso homogéneo. En condiciones se tiene un campo de ve-
locidades U (r, z) con variaciones suaves y minimo en el plano horizontal en el punto
medio entre las zonas de disparos. Como los valores del gradiente de presion mas
grandes se presentan en las zonas de inyeccion y extraccién, el campo de velocidades
presenta mayor magnitud y sus valores también son mayores cerca de dichas zonas.

Los resultados numéricos describen como el pulso trazador es arrastrado por el cam-
po de velocidades de flujo bipolar vertical. En la situacion de un medio poroso ho-
mogéneo el trazador es tranportado con mayor velocidad cerca de la zona de inyec-
cién, hasta que es llevado gradualmente hasta la salida del medio poroso. El pulso
trazador hace su recorrido desde que entra hasta que sale del yacimiento en un inter-
valo de tiempo aproximado [0,77], en este tiempo se observan diferentes dindmicas
del pulso.
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La dindmica del trazador es analizada en los tres campos de velocidades para diferen-
tes condiciones en el yacimiento. En un yacimiento con condiciones no homegéneas
(caso 3-capas y 5-capas) tanto el fluido como el trazador tienen dificultades para
moverse a través del medio. Sin embargo es importante mencionar que al entrar en
zonas de baja permeabilidad, el desplazamiento ocurre ahi con menor celeridad que
cuando se encuentra en una zona de alta permeabilidad, como puede observarse en
los perfiles de concentracion de las curvas de surgencia.

Las curvas de surgencia para los tres casos, muestran que el desplazamiento del pulso
trazador ocurre en diferentes tiempos, esto es para un medio homogéneo el trazador
llega a la salida del yacimiento antes que un trazador en un medio no homogéneo. Las
curvas de surgencia reflejan las heterogeneidades del medio, sin embargo la causa-
efecto especifico no es excluyente. Por ello la solucién del problema inverso asociado
al ajuste de datos y la obtencion de parametros estructurales o dindmicos de una
formacién areno-arcillosa como espesor, permeabilidad o porosidad de cada capa re-
sulta dificil. Esto se debe a que son muchos parametros involucrados y la solucién
no es unica. La aplicacion del modelo aqui desarrollado a la estimacion de parame-
tros requerirda de informacion adicional de otras fuentes que reduzca el nimero de
parametros de ajuste.
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