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Introduccion

La cosmologia cuantica busca completar dos aspectos fundamentales en el entendimiento del
universo: describir adecuadamente lo que en relatividad general aparece como una singularidad de-
nominada la gran explosion, y obtener predicciones de su era temprana. Estas juegan un papel im-

portante en la escala de Planck /p) = W ~ 10733cm, donde los efectos cuénticos, relativistas

y gravitacionales juegan un papel importante.

La teorfa cuantica de campos en fondos curvos clasicos [2]| ha sido exitosa en la descripcion de la
formacion de estructura a gran escala basandose en la existencia de una fase de expansion acelerada
del universo conocida como inflacion [4, 5, 6]. En estos anélisis se conjetura que el espacio tiempo
es descrito adecuadamente por la relatividad general, incluso en la era inflacionaria. Sin embargo,
de acuerdo a los teorema de Hawking y Penrose, el espacio tiempo es necesariamente singular. La
existencia de singularidades impide plantear condiciones iniciales en el estado inicial de la materia.

Para indagar que es lo que sucede en la escala de Planck, se necesita una teoria cuantica de la
gravedad. Hasta el momento no existe una teoria completa de gravedad cuantica, sin embargo la
cosmologia cuantica de lazos proporciona algunos resultados interesantes de que es lo que sucede a la
escala de Planck. La cosmologia cuantica es una version simétrica de la gravedad cuantica por lazos.
En este esquema el espacio tiempo se trata de manera cuantica. La implementacion de esta geometria
cuantica da lugar a una fuerza repulsiva cuando la curvatura del espacio tiempo alcanza el régimen
Planckiano. La fuerza es tan intensa que la gran explosion se reemplaza por un rebote que implica un
volumen minimo no cero para el universo. La fuerza crece rdpidamente cuando p ~ 0,01pp;, y decrece
rapidamente apenas la densidad cae por debajo de este valor. En este segundo caso, el espacio tiempo
cudntico es una muy buena aproximacion, del espacio tiempo continuo de la relatividad general.

La geometria cuantica del modelo césmico plano e is6tropo sin constante cosmologica se ha estu-
diado considerando como fuente un campo escalar cuantico. Aunque el espacio de Hilbert gravitacio-
nal es de dimension infinita y cada estado sufre un rebote, es posible considerar estados restringidos
altamente centrados en una geometria clasica a tiempos tardios lejos de la gran explosion clésica y
describir su evolucion. Notablemente la cosmologia cuantica por lazos predice que la dinamica de
estos estados es adecuadamente descrita por ciertas trayectorias efectivas para todo tiempo, inclusive
el rebote. Como podria esperarse, esta trayectoria efectiva difiere de manera importante respecto de
la soluciéon de las ecuaciones de Einstein cerca del rebote. Sin embargo, de este modo, se define una
métrica suave del espacio tiempo conteniendo correcciones cuanticas. Estas correcciones son extre-
madamente grandes en el régimen de Planck pero decaen rapidamente fuera del mismo y el espacio
tiempo efectivo es indistinguible de la solucion clasica FLRW en la region de curvaturas pequenas.

Asi, la cosmologia cuantica provee geometrias cuanticas bien definidas a partir de las cuales



los modelos FLRW clasicos emergen lejos de la escala de Planck. A nivel fundamental no tenemos
una métrica clasica sino una amplitud de probabilidad para varias métricas. Es entonces natural
plantearse ; Como se propagan los campos de materia cuénticos en estas geometrias cuanticas?

El acceso a una teoria cuantica de campos satisfactoria en una geometria cuantica aportaria
nuevas perspectivas en varias direcciones. Primero, podria indicar una teoria coherente de formacion
de estructura de primeros principios. Por ejemplo, uno puede especificar las condiciones iniciales en
el pasado infinito donde el espacio tiempo cuéantico es bien descrito por una geometria clasica, o bien
en el punto de rebote. Segundo, podria indicar un puente entre la teorfa de gravedad cuantica y la
teoria cuantica de campos en espacio tiempos curvos. Asimismo permitiria responder a preguntas
como ¢ Cuéles son las implicaciones de las fluctuaciones cuénticas de la geometria sobre la dinamica
de los campos de materia? ;Cuéles son las consecuencias de las fluctuaciones de los conos de luz de
la geometria efectiva que implican el concepto fisico de causalidad?

Trabajo reciente implica la dindmica de un campo cuéntico de prueba sobre la geometria cuantica
provista por la cosmologia cuéntica por lazos. Se introduce un tiempo relacional fa Leibnitz, se
analiza el surgimiento de un operador hamiltoniano del campo de prueba a partir de la ecuacién
de constriccion del modelo gravitacional. La teoria cuantica de campos familiar en espacio tiempos
clasicos FLRW esta contenida en el modelo mas fundamental propuesto. Sin embargo el esquema de
aproximacion si bien intuitivo no es sistematico y requiere mayor estudio.

En el presente proyecto abordaremos la caracterizacién del modelo cuantico efectivo FLRW es-
pacialmente plano en la perspectiva de la integral de trayectoria de Feynman [8, 9|. Este provee una
accion efectiva de la cual se derivan las ecuaciones hamiltonianas del modelo y en este sentido es
analogo al esquema usado para el caso del interior de agujeros negros |10, 11]. En esta geometria se
implementaré la descomposicion en modos de un campo escalar para estudiar su dindmica e investigar
las propiedades de la funcion de dos puntos o funciéon de Green de frecuencias positivas.



Capitulo 1

Relatividad General

La accion de Einstein Hilbert esta dada por

SEH =

C4 64
d*z/=g (R — 2A) — dPrvVhK. 1.1
167G /Q W=9( e /m wVh (1.1)

La integracion sobre la primer integral cubre una region €2 de la variedad espacio tiempo, y la
segunda integral estd definida sobre su frontera 02 la cual es solamente espacial. El término de
frontera se necesita para tener un principio variacional consistente.

En adicién a la accion de Einstein Hilbert, uno considera la acciéon de campos no gravitacionales,
la cual denotaremos por S,,. Esta nos da el tensor de energia momento

2 0Sn

T, =——. 1.2
H /_g 59“” ( )
La variacion de Sggy + S,,, nos da las ecuaciones de campo de Einstein
1 81G
Ruu - §g;wR + Aguu = 77—‘MV (13)

1.1. Espacio FLRW

La métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker o modelo FLRW es una solucién exacta de
las ecuaciones de campo de Einstein Describe un universo en expansion (o contraccion), homogéneo
e isotropo. La métrica tiene la forma

dr?
1 — kr?

Al parametro k se le conoce como escalar de curvatura, el cual puede tomar el valor cero (espa-
cialmente plano), positivo (curvatura espacial positiva) y negativo (espacio hiperbolico). Haciendo
un reescalamiento, se puede considerar solamente tres casos: k = 0,£1. A N(t) se le conoce como el
lapso y a(t) como el factor de escala. Tanto el lapso como el factor de escala deben ser distintos de
cero. El factor de escala mide la expansion o contraccién del espacio.

ds* = —N?(t)dt* + a*(t) ( + 7%df” + r? sin® 0d¢2> : (1.4)



CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL 4

Ecuaciones de Movimiento

Para derivar las ecuciones de movimento, se requiere el escalar de curvatura de Ricci R. Para la
métrica de FLRW, se encuentra que el escalar de curvatura es

i i aN  k
— — 2. 1.
R 6<N2a+N2a2 aN3+a2> (1.5)

Con /—g = r?sindN(t)a’(t)/(1 — kr?)Y/2. Usando integracion por partes y simplificando, se
encuentra que la accion gravitacional es

3Vh ai?
Sgr(w = —% dt (W - k?CLN) (16)

Campo Escalar

Consideremos un campo escalar con acoplamiento minimo cuya accién esta dada por

1
Sulo) = = [ d'oy=a (G000, + m'? ). (17)
Para métricas y campos espacialmente homogéneos, la acciéon de materia se reduce a
Vo 3 ¢’ 2 42
De modo que la accién total estd dada por

S:ng+sm:/dt

3V ([ ad® 1 a3$2 2 N7 3 42

Analisis canénico

Se tienen dos variables libres N (¢) y a(t). Derivando los momentos canonicos de la manera usual,
se encuentra

oL  —3Vyaa oL  a3¢ OLgraw
_ L _e_ee =L

_ g e - ~ 0. 1.1
oa 4G N T 9 TN o 0 (1.10)

Paq

Como el Lagrangiano no depende de N, el momento canonico asociado a N es cero, por lo que
no es un grado de libertad. Constricciones de esta forma estan asociados con los grados de libertad
de la accion. El Hamiltoniano esta dado por

H = pNN+paa+p¢<;5—L
B N( orGp? D

5 ika—l—chz%Z) : (1.11)

3 a a3  8nG
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Una consecuencia de que en el Hamiltoniano no aparece N es {pn,H} =~ 0, lo cual nos lleva a
la constriccion H ~ 0. A nivel Lagrangiano {pn, H} =~ 0 corresponde a una de las ecuaciones de
Friedmann, la cual para N =1 es

o 8mGa?
a =
3

(4132 - m2¢2) — k. (1.12)

La otra ecuacion se obtiene de la variacion de (1.9) con repecto a ¢, obteniendo

é+%¢—m2¢:0. (1.13)

Centrémonos en el caso £k =0y m = 0, en este caso la soluciéon es

a(¢) = agexp(/87G/3(¢ — ¢y)) (1.14)



Capitulo 2

Campo escalar en una geometria clasica

2.1. Cuantizacion canodnica

En mecanica clasica para describir un sistema de N grados de libertad se necesitan N coordenadas
¢i(t) asi como las derivadas con respecto al tiempo de cada una de las N coordenadas.

Para hacerlo se construye el Lagrangiano el cual es una funciéon de los grados de libertad ¢;(t)
y ¢i(t). Asi mismo se define la accion como S = [dtL(q(t),¢(t)) con i = 1,...,N. Al extremizar
la accion se obtienen las ecuaciones de Euler Lagrange, a partir de las cuales se puede recuperar la
segunda ley de Newton.

Por definicién, un campo ¢ es una cantidad fisica que puede tomar un valor distinto en cada punto
del espacio, a cada instante de tiempo En una teoria de campo el Lagrangiano se puede escribir como

L= /dd_lxﬁ(gb,ﬁugb) (2.1)

donde d — 1 es el niimero de dimensiones espaciales. A L(¢, 0,¢) se le define como densidad lagran-
giana. Del mismo modo que en mecénica clasica se define la acciéon como.

S = / dtL = / A L(p,0,0) (2.2)

Esto nos sirve para formular el principio de minima acciéon. Dados el tiempo inicial ¢; y el tiempo
final ¢ entonces la trayectoria que satisface estas condiciones es un extremal de la accion.

5= [t (L(0+60.0,0+30,0) ~ Lio.0,0) = [

i

b OL OL
dt —0¢; + ————0(0,¢; ) . (2.3
Al integrar por partes y considerar que la variaciéon en los extremos se anula, se obtienen las
ecuaciones de Euler-Lagrange.
oL oL
— —O0y=——=——=0. 2.4
g " 0(0ui) (24)
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Una de las formulaciones de la mecanica clasica es la de Hamilton, en la cual se introduce el
momento canoénico conjugado dado por p = ;L. Analogamente el momento canénico conjugado
para teorias de campo es

oL
O(Ooti(x))

La formulacion hamiltoniana esta basada mateméaticamente en una transformada de Legendre del
Lagrangiano H = pq — L. Para una teoria de campo la densidad hamiltoniana estd dada por

IL;(z) = (2.5)

H = ZHZ )Oodi(x) — L, (2.6)

por lo cual el Hamiltoniano es

H— / B (2.7)

La idea de la teoria cuantica de campos QFT (siglas en inglés para Quantum Field Theory), e
empezar con una teoria clasica de campos (la cual tiene ecuaciones de movimiento determinadas por
su Lagrangiano) y posteriormente cuantizarla. De mecanica cudntica sabemos que para cuantizar un
sistema clasico con coordenadas ¢* vy momento p’, promovemos ¢' y p* a operadores que satisfagan los
relaciones de conmutacion [¢*, p’] = i6%. Este mismo principio se puede aplicar en campos donde ¢*(t)
es reemplazado por un campo ¢(X,?) mientras que p'(t) es reemplazado por el momento conjugado
I1(x,t). Debido a que X es una variable continua, §* debe ser reemplazada por una delta de Dirac.
Entonces el principio béasico de cuantizacién canonica es promover ¢ y II a operadores que satisfagan
las siguientes relaciones de conmutacion.

[o(t, %), 10(t,y)] = i6"V(x — y) (2.8)
[¢(t,X), ¢(t7Y)] = [H(t,X), H(tv}I)] =0. (29)

2.2. Campo escalar en Minkowski

Empecemos con el campo mas sencillo posible, el campo escalar y libre, el cual describira particulas
con espin cero, sin carga y no interactuantes. Esto corresponde a una densidad lagrangiana cuadratica
que sea invariante de Lorentz, que en su forma mas general es

1 1
L= (~0,00" — m’6?) = 2 + (Vo) — smie? (2.10)
Las ecuaciones de Euler Lagrange nos llevan a la ecuacion
82
(=0,0" + m*)¢p = (@—vum ) ¢ =0, (2.11)

que se le conoce como la ecuacion de Klein-Gordon, cuya soluciéon es
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d-1
qb(x,t):/(d p_1 (ape™* + ale?) (2.12)

2m)i-1 \2E,
donde py = E, = /p? + m?

Por otra parte el momento canénico conjugado para el Lagrangiano de Klein-Gordon es 11 =

¢ = o
) dd_lp L —ip-T ip-T
H(X,t) = —Z/ W 7p (ape e al,ep ) . (213)

Al imponer las reglas de conmutacién se encuentra que los operadores a y af satisfacen las
relaciones de conmutaciéon

[ap, GH = (2m)*" "D (p - p'). (2.14)
Recordando que el momento candénico conjugado es I1 = gﬁ, se encuentra que el Hamiltoniano es
a1 |12 1 2 1 o9

Sustituyendo los valores de ¢(z,0), Vo(x,0) y de II(x, 0) se encuentra el Hamiltoniano en términos
de los operadores a y af, que al usar las relaciones de conmutacion de esto tltimos se llega a la siguiente
expresion

dd_lp E dd—lp 1
H= / 2myi > (apal, + aap) = / il (agap + 5 [, aL]) . (2.16)

El término dado por el conmutador nos da la energia del vacio, la cual resulta ser infinita, sin
embargo debido a que en la naturaleza lo que es medible son las diferencias de energia, estaremos
olvidando dicho término.

Ahora podemos darle una interpretacién a los operadores a' y a. Interpretamos a ap COMO un
operador de destruccion y aL como un operador de creacién. Definimos el estado base |0) como el
estado que es aniquilado por todos los operadores de destruccion

ap [0) =0, (2.17)

este estado tiene energia F = (. Cualquier otro estado genérico del espacio de Fock se obtiene
actuando un operador de creacién sobre el vacio. Para un estado multiparticulas es

Prs s Pu) = (2B )% (2B, )}, .al, [0). (2.18)

Pn

Los factores de normalizacion (2E,)"/?

Lorentz.

La funcion de correlacion de dos puntos o propagador esta dada por (0| ¢(x)p(y) |0), esta puede
ser interpretada como la amplitud de propagacion de una particula entre y y x. Esto solo tiene
sentido si 2° > 9%, Para tener un propagador valido para cualquier valor de z° — ¢°, se introduce el

se escogen de modo que (p|q) sea un invariante de
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propagador de Feynman Dp(x —y) = (0] T{¢(x)¢(y)} |0), el simbolo T denota el orden temporal, el
cual nos dice en qué orden debemos de poner los operadores de campo.

0 T{s(x)p(y)}|0) = 6(z° —y°) (0] (x)e(y) [0) + O(y° — 2°) (0] (y)() |0) .
(2.19)

El propagador de Feynman para el campo de Klein Gordon, resulta ser la funcion de Green del
operador de Klein Gordon, es decir

(—=0,0" +m*)Ds(x —y) = —idW(x —y). (2.20)

Para el campo de Klein Gordon el propagador de Feynman se puede escribir como [3|

dip  je~PlE=y)
D(x —vy) = 2.21
(z =) / (2m)d p? + m? + i€’ ( )

podemos identificar a
1
D(p) = ———
)= 5
como el propagador en el espacio de momentos. El propagador para se puede calcular analiticamente,
la expresion es

(2.22)

O T{@OW}0) = G (mle = y) + 1-(1 = o), (2:23)

(2m)%|z —

donde K7(z) es una funcién de Bessel modificada de primer especie. Para una particula con masa
cero, tomamos el limite m — 0. Usando la aproximacion asintotica para K;(z) se encuentra

i 1 Lo
DF($7y) - (271’)2 |{L‘ _ y|2 + 471'5('1: yl )7 (224)

que es la funcion de Green para la ecuacion de onda.

2.3. Integral Funcional

El esquema de cuantizaciéon mostrado en la secciéon previa, conocido como cuantizacién canoénica
es solo una de las diferentes formas que existen de cuantizar. Un enfoque de cuantizacion alternativo
es el de integral de Feynman, llamado también método de integral funcional. El objeto bésico de este
enfoque de cuantizacion es la integral funcional dada por

Z[J] = / Dget | 'o(£+79), (2.25)
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donde la integral se efectua sobre el espacio de funciones ¢. A Z[J] se le conoce como el generador
funcional de la teoria y nos da la amplitud del vacio inicial |0,in) al vacio final |0, out) in la presencia
de una fuente J(z), la cual produce particulas.

Un resultado importante es que la funcién de Green esta dada por

OT9(w1)-.-0()|0) _ | Doe'l " (x)...o(x,)
(0[0) B [ Deei [ d#at : (2.26)

Esta expresion se puede obtener a partir de derivadas funcionales de Z|J]

G (xy, ..., x,) =

(0|0} i"0J(xq)...0J (z,) '
Nustremos como se implementa el método de cuantizacion de Feynman para el campo de Klein

Gordon. Consideremos la accién

S = /d”x [Lo(z) + ied® /2],

donde L es el Lagrangiano de Klein Gordon y el factor infinitesimal esta puesto para hacer conver-
gente a la integral funcional. Integrando por partes, Z[.J] se puede reescribir como

i | d™ 1 —i€ z)p(x
217] = /Dqﬁezfd 2[-3(0m2-ie) s+ @)t (2.29)
Esta es una integral de la forma
s 2m)" 17417
7 _ - pAp+J-p _ ( JATHT 29
1] /_Oodpe ? det AC (2.29)

donde A =i (0 + m? — i€) es un operador. Para calcular A™! se necesita la inversa de ((J + m? — ie)
multiplicada por i. La inversa es una funcion II(z — y) que satisface

(O4m® —ie) (z — y) = —6(z — y),

la cual sabemos que es resuelta por el propagador. Por tanto, en contramos que

Il L 2.30
@‘y”‘éﬂﬁf e mt e (2:30)
Entonces
Z[J] = Ne—ifd”ﬂﬁfd”y%J(ﬂC)H(Jr—y)J(y)7 (2.31)
de modo que el propagador es
1 62 Z1J] i e~ p(z—y)
— -2 — 4 _ — mn
OToa)olw2)l0) = i s o = e =) = i [ i (282)

Que es el mismo resultado que se obtuvo al ocupar los operadores de creacion y aniquilacion.
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2.4. Campo escalar en un fondo curvo

Consideremos el campo de Klein Gordon en un fondo curvo general con métrica g,,,, cuya densidad
Lagrangiana es

L =3V —g(@){g" 0,00, — [m* + {R(x)] ¢°}. (2.33)
El acoplamiento entre el campo escalar y el campo gravitacional estd dado por el término £ R¢?,

donde & es una constante que nos dice que tan fuerte es el acoplamiento y R es el ecalar de curvatura
de Ricci. Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtienen la ecuacién

(O +m* +ER(x)) ¢(x) = 0, (2.34)
donde

Dx¢(l’) — guvvﬂvy¢ _ (_g>—1/2 3# [(_g)—1/2 gm/au¢i| ) (235)

Existe un conjunto completo de modos wu;(x) ortogonales respecto al producto interno definido
por

(@1, ¢2) = —i /E [01(2)0ud5(7) = ¢(2)0u01(2)] v/ —gu(z)n"dX, (2.36)

donde n* es un vector unitario ortogonal a la hipersuperficie . El campo puede ser expandido en
modos

o) = Y [asui(x) + alu; (x)] (2.37)

i
Al imponer las condiciones de cuantizacion 2.8 y 2.9, se encuentra que los operadores a y al deben
satisfacer las relaciones de comutacion

[ai, a;f} = 0ij (2.38)

En un espacio tiempo curvo, el grupo de Poincaré no es més un grupo de simetria como ocurria
en el espacio tiempo de Minkowski. En el espacio de Minkowski existe un conjunto natural de modos,
los cuales estan asociados al sistema natural de coordenadas (t,z,y, z). En un fondo curvo, no existe
esa descomposicion natural de modos. Aqui se ve de manifiesto uno de los principios basicos de la
relatividad general, que es que el sistema coordenado es fisicamente irrelevante.

Consideremos un segundo conjunto ortogonal de modos u;(z). El campo también puede ser ex-
pandido usando esta segunda base

da) =) [ajaj(x) +alu(x)] . (2.39)

Esta nueva descomposicion en modos nos define un nuevo vacio |0) en la teorfa

a; |0y = 0. (2.40)
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Como ambos conjuntos son completos, los nuevos modos pueden ser escritos en términos de los
viejos:

Z_Lj = Z (Oéjiui + ﬁj,uf) s (241)

7

y viceversa
u; = g (ajiu] ﬁﬂuj) . (2.42)
J
A estas relaciones se les conoce como transformaciones de Bogolubov. Las matrices o;;, B;; se
conocen como coeficientes de Bogolubov. Pueden ser calculadas de la siguiente manera

Oéji = (Q_LZ',U]') 5]‘1' = — (ﬂl,U:) . (243)

Una relaciéon con importantes consecuencias fisicas es
=3 <aﬁaj n 5;@}) , (2.44)
J
de donde se sigue
0=0a;]0)=> Brai0) #0 (2.45)
J

Esto implica que el nimero de particulas observadas depende del observador.
En un fondo curvo, el propagador de Feynman satisface

[0, +m? + £R(2)] Gz — ) = —[—g(x)] /26" (x — o) (2.46)

2.4.1. Acoplamiento conforme

Existen dos valores de ¢ de particular interes: el llamado acoplamiento minimo, £ = 0 y el
acoplamiento conforme £ = 1/6. En este ultimo caso, si m = 0 la accién y las ecuaciones de campo
son invariantes antre transformaciones conformes

Gur(@) = G () = () g (), (2.47)
b2) = ) = 9 (@)ola) (2.48)
¢ — plx) = QN (2)o(x). (2.49)

Es claro que si ¢ es solucion de la ecuacion transformada

(O, + §R(x)) §(z) = 0, (2.50)
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entonces ¢ = (2¢ es solucidon de la ecuacion original

(e + §R(x)) é(x) = 0, (2.51)

Un caso de particular interés es un campo invariante conforme en un espacio-tiempo conforme
a un espacio-tiempo plano (Minkowski). Ejemplos de espacios conformalmente planos son modelos
cosmologicos Robertson Walker. Sus tensores métricos se puede escribir como

Gy () = () (2.52)

En este caso, la funciéon de Green satisface

Di(,y) = 0 (@) DY 2, )2 (y), (2.53)

donde DMk (x y) es la funcion de Green para un campo sin masa en un espacio de Minkowski.

2.5. FLRW

La métrica para un espacio FLRW es

ds* = dt* — a*(t) 23: hijdz'da’ (2.54)
donde :
3
> hyda'da? = (1—kr®)"'dr® 4 r*(d6® + sin® 0d¢”)
: = dx* + fA(x)(d6* + sin® 0d¢?) (2.55)
y

siny, 0<yxy<2m, K=+I1
fx)=9¢ x 0<x<oo, K=0 (2.56)
sinhy, 0<y<oo, K=-1

Escribiendo C(n) = a?(t), con el tiempo conforme 1 dado por

n= /t a ' (t)dt'. (2.57)

La métrica de la ecuacion (2.54) puede reescribirse como

3
ds® = C(n) (dn2 -y hijda:idxj> : (2.58)

1,J
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Centrémonos en el caso plano, es decir K = 0. En este caso la descomposicion en modos del
campo es

o(x) = /d”lk [akuk(x) + ulup ()] . (2.59)
Los modos pueden escribirse como
b ek 12
donde k = |k| y x; satisface
X | k2 1 o) [m? )R =0 2.61
g T (n) [m* + (€ = §) B(n)] }xx = 0. (2.61)

La condicién de normalizacion para xj es

XkOnXs — XiOpXp = 1. (2.62)
En general, no se puede obtener una expresion analitica para (2.61) sin especificar a C'(n) (variable
relacionada con el factor de escala a(t)). Un caso en el que se simplifican los calculos es cuando m = 0
y X = 1/6, es decir cuando tenemos acoplamiento conforme, en este caso
Xk = (2k)71/2e (2.63)
El propagador se puede escribir como
i 1

OIT(@60 10 = ( Goaro + =00 =) ) Concn ™ (264)

donde g =ny yo =1.

Factor de escala exponencial

En la ecuecion (1.14) se encontrd una solucion para las ecuaciones de Friedmann, obteniendo un
factor de escala de la forma a(t) = exp(2t/a). El elemento de linea es
3
ds? = dt* — e/ Z(dmi)Q, (2.65)
i=1
bajo un adecuado cambio de coordenadas, resulta ser el elemento de linea de un espacio De Sitter.
En términos del tiempo conforme

n=—ae (2.66)

el elemento de linea se puede escribir como
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ds* = (;—j <d7]2 - Z(dz’f) . (2.67)

i=1
Al calcular el escalar de curvatura de Ricci R, se encuentra
R=12/a? (2.68)
Este calculo nos hace ver que se trata de un espacio con curvatura constante positiva. La ecuacion
para i (2.61) es
d*x
dn?

cuya solucion puede ser escrita en términos de funciones de Bessel o Hankel. La solucién con el factor
de normalizacion adecuado es

1 12
+ {kz + ﬁ |:m2 + (f — %) @} }Xk = O, (269)

)
donde
29 2 2
=g omal - 12y. (2.71)

Haciendo uso de la expresion explicita para los modos se encuentra la funcion de Wightman

(2.72)

1 1 3 3 (An —ie)? — |Ax[?
+ _ 2 .
G (z,2) = 6ra? (Z —v ) sec(mv)F (5 + v, 5 Vi 2,1+ g— ,

donde F' es una funcion hipergeométrica.

2.6. Expansion adiabatica

En algunas aplicaciones como la regularizacion de divergencias ultravioletas, uno examina el
comportamiento a pequenas distancias. Una enfoque para el estudio a cortas distancias de la funcién
de Green es la expansion adiabatica

Introduciendo las coordendas normales de Riemann y* para el punto z, con el origen en 2/, se
puede desarrollar

1 (0% 1 (0%
gm/(x) = N + §R,ual/ﬁy yﬁ - ngauﬁ?}’y yﬁy'y + .. (273)
donde los coeficientes estan evaluados en y=0.

Definiendo

Gr(w,a') = (=g(2))/*Cr(z,a") (2.74)
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y su transformada de Fourier por

Gr(z,2') = (QW)_”/d"ke_ikygp(k) (2.75)

Desarrollando (2.46) en coordenadas normales y pasando al espacio de momentos k, Gr(k) se
puede resolver iterativamente a cualquier orden. Las primeras aproximaciones son

Gr(k) =~ —(K*+m*) ™ 4+ (: =OR(K +m*) > + ... (2.76)

Sustituyendo se encuentra

Gr(z,2') ~ —/ﬁe_iky ao(x, z') + ar(z, ") _9 + ag(z, ") 0 2 (k:2+m2)_1
F\L, (27_(_)4 0\+4> IRC) amQ 2\4y 8m2
(2.77)
donde
ap(z,2’) = 1 (2.78)
a(r,7') = (§—ER = 3(§ — Ry — 5005y"y’ (2.79)
as(z,2’) = L -¢PR*+ 1a} (2.80)
Introduciendo la representacion integral
—(k*+m? —ie) ! = —i/ dse~ s Hm?—ie) (2.81)
0
Gr(x,2') = —i(47r)_"/2/ ids(is)~"2e” O/ Py ol is), (2.82)
0
donde o(z,2') = Jyay™ y F(x,2';is) tiene la siguiente expansion adiabatica
F(xz,2'yis) Zaj z,2')(is)’ (2.83)
La funcién de Green se puede escribir como
Gr(z,2') = —i(—g(a:))l/4(:c,x’)(47r)”/2/ ids(is) " 2e SO/ P o is) (2.84)
0

Por lo tanto, el propagador de Feynaman toma la siguiente forma

—im(—g(x))V/* & J
Gr(z,2) =~ (=9(x)) Zaj(a:,:c’) (— 0 ) (2.85)

\n/2 2
(4mi)/ = om

2m2 (n—2)/4
x [(—) B, p((2mPa) ) (2.56)

—0
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2.7. Tensor de energia momento

En el espacio de Minkowski se encontr6 que el valor de expectacion de H es infinito. Esta diver-
gencia puede ser eliminada facilmente introduciendo el orden normal. En espacios curvos, la solucién
no es tan trivial. Una de las razones es por el rol que ocupa 7),, en la gravedad. En ausencia de graved
ad solo las diferencias de energia son observables. Cuando se toma en cuenta a la gravedad no es tan
simple, ya que la energia es una fuente de gravedad, y tiene efectos sobre la curvatura del espacio
tiempo. Ahora no se puede simplemente despreciar la energia infinita del estado baso. Se requiere
elaborar un esquema de renormalizacién el cual involucra la dindmica del campo gravitacional.

La llamada teoria cuantica de campos en fondos curvos, es una teoria semiclasica, en la cual
el campo gravitacional es tratado clasicamente, mientras que los campos de materia son tratados
cuanticamente. Se busca encontrar una teoria basada en las ecuaciones de campo de Finstein, algo
de la forma

1
R, — §Rguy + Ag+ = —81G(T,.) (2.87)
Sabemos que clasicamente se satisface

2 0Sm _
V=gagr M

ahora se busca obtener el andlogo cuantico. Utilizando el formalismo de integral funcional, se puede
encontrar

(2.88)

2 oW (out,0|T,,00,in)
- 2.
V=g dghv (out,0[0,in) ' (2.89)

donde Z[0] = eV,
Se puede encontrar que

W= %/T:: de/d”:c[—g(x)]UQGgs(:c,x). (2.90)
Se puede definir una densidad Lagrangiana efectiva L.rs, dada por
W = /ﬁeffdnl'/[—g<x)]1/2Leff<iL'>dn$. (2.91)
Ly satisface
Lups(a) = l=g() M2 Lugy = 3 Jim | dnr* GRS (o.0) (2.92)

Existen términos divergentes que deben ser renormalizados, a los términos divergentes les llama-
remos Lg;,. De modo que el Lagrangiano se vuelve

Lren = Leff - Ldiv (293)
Al restar Lg;,, las ecuaciones de campo se transforman en

out, 0|7},,]0,in)
(out, 0]0,in)

1
Ry = 5 R + Mg + Vi, +v9H,, = —87rG< (2.94)



Capitulo 3

Espacio-tiempo FLRW cuantico efectivo

Centrémonos en el modelo FLRW con £ = 0, A = 0 y un campo escalar con masa m = 0 como
fuente.

El espacio fase gravitacional esta descrito por el par canénico a y p,. Por medio de una transfor-
macién candnica extendida se puede pasar a unas nuevas variables v y b, conocidas como variables
de Ashtekar Barbero. Para este modelo:

a*Vy 4G p
_ h— — ra 3.1
el 3Vp a2’ (3:-1)
Cuyo paréntesis de Poisson esta dado por {v,b} = —2. El espacio fase gravitacional esta dado

por ¢ y su momento canonico conjugado p.
El espacio de Hilbert Hy;, cinemético es un producto tensorial de los espacios de Hilbert gra-

vitacional y de materia Hp;,, = Hier @ Hiet. Los elementos de H7.%" tienen una norma dada por

||\IJ|]2 =>, \\If(y)|2 El espacio de Hilbert de materia es H1* = LQ(R7 d¢). Por tanto los elementos
del espacio de Hilbert cineméatico tienen norma

=3 / 46 [ (v, D) (3.2)

La dindmica cuantica esta codificada en la constriccién

~CV(v,¢) = (—p* + ©) W(v, phi) = 0, (3.3)
donde p = —ihds y © es un operador positivo y autoadjunto, definido por

:37TG <\/_sml0b\/_) (3.4)

donde 0¥ (v) = v¥(v) y et actua como operador de translacion (e“ob\lf) (v) = ¥(v + 2lph). La
forma explicita de OW(v) estd dada por una ecuacion en diferencias. Las soluciones a la ecuacion de
constriccion asi como su producto interno, pueden ser obtenidos por el método de promedio en el

grupo.
Dado un estado |Wy;,) € Hiin, un estado fisico esta dado por

18
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W) = [ dac™C ) (3.5)
Se puede encontrar que la relacion entre Wpp,s(v, @) ¥ Wiin (v, ¢) se puede escribir como
\I/phys(yy ¢) = Z / d¢/A(V7 ¢7 V/(é/)\];[kin(yla (,b/) (36)
donde

Ay, p; V') == /da <V,¢ ‘e(i/h)aé V’,¢’>, (3.7)

a A se le conoce como amplitud de extraccidén, ya que extrae un estado fisico a partir de uno
cineméatico. El producto interno fisico esta definido por la accion de un bra (®pp,s| sobre un ket

|Wgin), es decir
/dae(i/h)aé

((I)phys | \I[Imn> = < q)km

\Ifkn> (3.8)

3.1. Integral de trayectoria

En mecanica cuéintica usual, las integrales de trayectoria dan una expresion para los elementos
de matriz del operador de evoluciéon. Dicha derivacion se debe a Feynman, el la deriv) escribiendo el
operador de evoluciéon como el producto de N operadores infinitesimales e insertando relaciones de
completez entre estos operadores de evolucion infinitesimales. De esta forma lleg6 a una integral de
trayectoria discreta; la continua la obtuvo tomando el limite N — oo.

En el presente problema no se tiene operador de evolucuién, pero tenemos una constriccién que
jugard un papel similar; la amplitud de extracciéon reemplaza la amplitud de transicion. Imitando lo
que hizo Feynman en mecanica cuantica usual, se encuentra que la amplitud de extraccion es

o o\ 1\" ,
(ve, 5 €€\ vy, i) = Z (;O) /de...d51/d¢N1...d¢1 (%> /de...dplezsN/ﬁ, (3.9)
UN—15--V1
donde
i, Grni1 — G bpi1 Vpi1 — V 3G Up + v
Sy =¢€ Z |}%1+1 n+1€ - — n2+1 n+1€ =+ Oé(pi - Z_Q\/VnVanTnH SiHZ(lObn+1):| :
n=0 0

(3.10)

Cabe recalcar que v solo toma valores discretos, mientras que b € (0,7/ly). Debido a la discretez

de v no es posible interpretar a (1,41 — v,)/€ como una derivada. Una identidad util para nuestro
fin es



CAPITULO 3. ESPACIO-TIEMPO FLRW CUANTICO EFECTIVO 20

/lo 0o 0o
™
EZ/U dbn%/mdun/oodbn. (3.11)

Esta identidad nos permite que v y b puedan tomar cualquier valor sobre el espacio fase cla-
sico. Ahora si es posible tomar el limite N — oo e interpretar v = (v,.1 — 14,)/€. Haciendo esto,
encontramos

A, ;v ¢) = / da / DuDbDpDe', (3.12)
donde

_ 1 1. in?
S = /0 dr (pqﬁ + 51/17 -« <p2 - BWGVQSlnlglOb)) . (3.13)

Notemos que la accién S no es simplemente la accién clésica, como ocurre en el caso de mecénica
cuantica usual. Esta accion contiene correcciones de gravedad cuantica. La diferencia proviene del
hecho que Feynman utiliz6 la representacion de Schorodinger, mientras que en cosmologia cuantica la
cinematica esta basada en una representacion polimérica que no es equivalente a la de representacion
de Schrodinger.

Las ecuaciones de movimiento para (3.13) son

¢ =~ 2ap (3.14)
p ~ 0 (3.15)
Vo= 12047TGV2M (3.16)
b = 12a7rG1/SinZ2)lob, (3.17)
con la constriccion
H=aC=a« (p2 — 3nGv? Sin;)lob) ~ 0. (3.18)

Las soluciones para v y ¢ son

v = yycosh (\/m(gb — gbg)) (3.19)

- 23ig;1(VB) tan~! (e~ IZC6—05)) (3.20)
0

donde v y ¢ son constante de integracion. Estas trayectorias representan universos con rebote,
siendo ¢p vy vp los valores en el punto de rebote. El volumen minimo se relaciona con el momento
del campo por |vg| = 2lyp/V127G. Mientras en relatividad general todas las trayectorias comienzan
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en el Big-Bang(tienden a v = 0 mientras ¢ — 00), aqui las trayectorias satisfacen v — oo mientras
¢ — —00.

Ocupando las ecuaciones (3.1) y (3.19), se encuentra el factor de escala para un espacio FLRW
efectivo.

1/3

a(t) = (QF‘(/;;VB>1/3 (cosh V12rG(t — t0)> (3.21)




Capitulo 4

Campo escalar en un fondo FLRW efectivo

22
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