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Resumen

Desde siempre el ser humano se ha enfrentado a procesos que involucran DATOS.
En consecuencia, la modelaciéon de fenémenos reales se ha convertido en una tarea muy
importante. Hoy en dia esta tarea es cada vez més compleja debido al gran volumen de
informacion con el que se cuenta, esto ha llevado a los cientificos a buscar metodologias
mas eficientes para modelar de manera adecuada dicha informacion.

Un conjunto de datos muy particular son los que forman las variables composicio-
nales, los datos composicionales son aquellos que describen en esencia las partes de un
todo y su espacio muestral es el simplex. El problema del analisis estadistico de datos
composicionales ha sido y es una fuente de preocupacién para muchos cientificos desde
que en 1897 Karl Pearson en [Pearson, 1897] pusiera de manifiesto la problematica de
aplicar métodos estadisticos clasicos para el estudio de los mismos. Es vasta la frecuen-
cia con que aparecen medidas de esta indole en las ciencias aplicadas —ciencias de la
tierra (geoquimica, petrologia, ...), biologia, quimica, ciencias ambientales, economia,
medicina, sociologia, ingenieria— y, por ende, la importancia de disponer de herra-
mientas adecuadas para su analisis.

Aunque en la literatura se han propuesto enfoques para el tratamiento de este tipo
de datos [Aitchison, 1982], estos se basan en la geometria derivada de log cocientes,
donde se asumen ciertas distribuciones paramétricas particulares para los datos trans-
formados. Sin embargo, existen datos con caracteristicas de asimetria o de grupo que
dificilmente pueden ser descritas por un modelo paramétrico. La metodologia que se
desarrolla en este trabajo de tesis se basa en la propuesta de un modelo no-paramétrico
(mezcla infinita de densidades paramétricas) para describir datos composicionales.






Introduccion

En la actualidad, la modelacién de fendémenos reales a través de modelos matema-
ticos es compleja. Ain mas, cuando esta descripcion se basa en el anélisis de modelos
donde las inferencias sobre los pardmetros es dirigida por DATOS, la tarea se vuelve
retadora.

Aunque inicialmente pareciera que la dimensionalidad de los datos no tiene un
impacto en la modelacién, no es lo mismo establecer y analizar modelos donde las va-
riables (quiza varias) son univariadas, que bajo la situacién donde las variables son de
naturaleza multivariada. Lo anterior, ya que cuando se trabaja con datos multivaria-
dos, un problema crucial es la definicion de funciones de probabilidad conjuntas que
describan adecuadamente la correlacion entre las diferentes componentes de los datos.
Por otro lado, como lo menciona el profesor Aitchison en [Aitchison, 1982], un primer
paso importante en un problema estadistico es la identificacion del espacio muestral
donde viven los datos. Por ejemplo, en el estudio de variables composicionales, el espa-
cio muestral naturalmente asociado es el simplex unitario p-dimensional SP. Por otro
lado, en el caso de los denominados datos direccionales, los datos son vectores definidos
en la esfera unitaria k& dimensional C*. En ambos casos, hoy en dia, la definicién de
modelos de probabilidad que describan datos de esta naturaleza es un campo abierto
en continuo crecimiento.

Este trabajo de tesis se centrard en el estudio y analisis de variables composicio-
nales. Es decir, datos multivariados cuyas componentes representan las partes de un
todo y estan sujetas a la restriccion de suma constante. Este tipo de datos se pue-
den encontrar de manera natural en distintas areas del conocimiento. Por ejemplo en
procesos electorales, donde la proporcion de votos a favor de cada una de las fuerzas
electorales es de relevancia politica en un pais. En Sedimentologia, es de especial interés
estudiar la relacion que existe entre la composicion de los sedimentos y las diferentes
profundidades del agua. En Ingenieria de Alimentos, con la intencién de mejorar la
calidad de la leche de vaca se llevan a cabo estudios sobre la composicion de la leche
antes y después de someter a las vacas a un cierto régimen alimenticio. Asi, los datos
composicionales son realizaciones de vectores aleatorios de suma constante y es justo
esta restriccion, aunado al hecho de que el cambio en una de las partes provoca como
minimo el cambio en otra de las componentes, lo que se ha considerado como la fuente
de todos los problemas.

Aunque en la literatura se han propuesto enfoques para el tratamiento de este tipo
de datos [Aitchison, 1982], estos se basan en la geometria derivada de log-cocientes,
donde se asumen distribuciones paramétricas para los datos transformados. Sin embar-
go, existen datos con caracteristicas de asimetria o de grupo que dificilmente pueden ser
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VIII CAPITULO 0. INTRODUCCION

descritas por un modelo paramétrico. La metodologia que se desarrolla en este trabajo
de tesis se basa en la propuesta de un modelo no-paramétrico (mezcla infinita de den-
sidades paramétricas) definido en R? para posteriormente mapearlo al simplex unitario.

Especificamente, la propuesta para analizar variables composicionales se basa en
la inferencia Bayesiana del modelo propuesto a través de la obtencion de muestras de
la distribucién predictiva posterior, las cuales se obtienen mediante un slice sampling.
Se evaluard la eficacia del modelo con conjuntos de datos simulados y se aplicara a
un conjunto de datos obtenidos en el ejercicio estadistico del Conteo Rapido para la

Gubernatura del Estado de Morelos, organizado por el Instituto Nacional Electoral
(INE) en 2018.

La estructura de esta tesis es la siguiente. En el Capitulo 1 se revisa la naturaleza
y métodos descriptivos de las variables composicionales, asi como los retos para espe-
cificar modelos que los describan adecuadamente, finalizando con la introduccién de
conceptos del enfoque Bayesiano de la estadistica y de las herramientas de simulacion
que seran utilizadas.

En el Capitulo 2 se presenta el modelo Normal Univariado, el modelo Normal Mul-
tivariado y el modelo no-paramétrico propuesto para la modelacién de las variables
composicionales. Este tltimo basado en los modelos de mezclas infinitas de normales
univariadas y multivariadas respectivamente. Ademaéas se introducen conceptos y re-
presentaciones que seran fundamentales para llevar a cabo su inferencia, tales como el
proceso Dirichlet en su representacién Stick-Breaking y el modelo de mezclas de pro-
cesos Dirichlet (MDP).

En el Capitulo 3 se presentan las inferencias para el modelo Normal Univariado y
Multivariado. Se desarrolla la inferencia para el modelo no-paramétrico, por lo que, se
determinan todas las distribuciones condicionales completas asociadas al modelo. Por
ultimo, se muestra la manera de simular de la distribucion predictiva final del modelo
propuesto.

En el Capitulo 4 se realizan diversas aplicaciones para la metodologia propuesta.
Comenzando con la apliacacion del modelo a conjuntos de datos simulados, con el
objetivo de evaluar el desempenio del mismo. Terminando con la aplicacién de la meto-
dologia propuesta a un conjunto de datos reales derivados de los ejercicios de conteos
rapidos realizados por el Instituto Nacional Electoral (INE) en las elecciones estatales
de 2018.

Finalmente, en el ultimo Capitulo se presentan las conclusiones y perspectivas de-
rivadas del presente trabajo de tesis.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo comienza con un estudio introductorio a los datos composicionales,
desde su naturaleza y ejemplificacién en el mundo real hasta definir su espacio mues-
tral asi como las operaciones que se pueden efectuar sobre los mismos. Posteriormente
se abarcan los principales problemas que competen al analisis estadistico de los datos
composicionales con la finalidad de introducir la metodologia adecuada para su estudio.
Se introducen conceptos para su manipulacion descriptiva asi como para el estudio de
distribuciones de probabilidad que pueden ser de gran ayuda para la modelacion de
los mismos. Posteriormente, se da una breve introduccién al enfoque de la estadisti-
ca bayesiana para finalizar con los métodos de simulacién que seran utilizados en la
inferencia del modelo propuesto mas adelante.

1.1. Datos Composicionales

Los datos composicionales son datos que describen cuantitativamente las partes de
un todo y aportan solo informacion relativa entre sus componentes. Los datos compo-
sicionales aparecen en forma de vectores de dos o mas componentes no negativas, las
cuales se expresan regularmente como proporciones, porcentajes o partes por millon de
algiin todo y cuya suma es un valor constante k (igual a 1, 100 o 10%, respectivamente).

Los datos composicionales surgen en diversas ciencias tales como, la geologia (ana-
lisis de los minerales presentes en las rocas), economia (portafolios de inversién) y
quimica (distribucién de contaminantes en agua, aire y suelo), entre otros, a continua-
cién se presentan algunos ejemplos:

m Estudio de la composicién de la leche

Para mejorar la calidad de la leche de vaca, se estudia la composicién de la leche
que produce una de cada treinta vacas antes y después de una dieta estrictamente
controlada y un régimen hormonal por un periodo de ocho semanas. Se decide te-
ner el control de otras treinta vacas criadas en las mismas condiciones, pero sobre
un régimen regular al establecido. El propdsito del experimento es determinar si
el nuevo régimen ha producido algin cambio significativo en la composiciéon de
las diferentes proteinas de la leche. La pregunta esencial para ese problema es ; El
nuevo régimen ha producido algiin cambio en la composicion de la leche?

s Sedimentos del lago Artico en diferentes profundidades
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En sedimentologia, especimenes de sedimentos son separados en partes mutua-
mente exclusivos y exhaustivos (por ejemplo, arena, limo y arcilla) y las propor-
ciones de estas partes por peso son llamadas composiciones. Algunas interrogantes
que surgen al analizar estos datos son: ;La composiciéon de sedimentos depende
de la profundidad del agua? Si es asi, jcémo se puede modelar esa dependencia?

Composiciéon Geoquimica de las Rocas

En petrologia, el analisis de las composiciones geoquimicas de las rocas es un
aspecto fundamental, tales composiciones se expresan como porcentajes en peso
de diez o mas déxidos principales o como porcentajes de algunos minerales basicos.
. De qué manera podria describirse la variabilidad en la composicién de las rocas?

Patrones de Presupuesto Familiar

Un aspecto significativo en el estudio de la demanda del consumidor es el analisis
de encuestas sobre el presupuesto familiar, donde la atencién suele centrarse
en los gastos de una muestra de hogares en una serie de grupos de productos
mutuamente excluyentes y exhaustivos y su relacion con el gasto total, el ingreso y
el tipo de vivienda, la composicién del hogar, etc. En una encuesta de una muestra
de personas solteras que viven solas en alojamientos alquilados, veinte hombres
y veinte mujeres fueron seleccionados al azar y se les pidié que registraran, en
un periodo de un mes, sus gastos en los siguientes cuatro grupos de productos
excluyentes y exhaustivos:

1. Vivienda incluyendo luz y combustible

2. Productos Alimenticios

3. Otros bienes, incluyendo ropa, calzado y bienes duraderos
4. Servicios, incluidos transporte y vehiculos

Algunas preguntas interesantes al observar los datos registrados podrian ser: ; En
qué medida el patréon de la distribucion del presupuesto de los gastos para los
hombres depende de la cantidad total gastada? ;Hay diferencias entre hombres y
mujeres en sus patrones de gasto? ; Hay algunos grupos de productos que tienen
prioridad en la asignacion del gasto?

El espacio muestral y las operaciones asociadas
a los datos composicionales

Los datos composicionales son realizaciones de vectores aleatorios de sumas cons-
tantes, es decir, cualquier vector y, cuyas componentes representan las partes de un
todo, estd sujeto a la restriccion de que la suma de sus componentes sea la unidad, o
en el caso general, una constante. Formalmente se tiene la siguiente definicién:

Definicién 1. Un dato composicional y = (y1,Y2, ..., Yp+1) con p+ 1 partes, es un
vector con componentes estrictamente positivas, tal que la suma de todas ellas es igual
a una constante k. Su espacio muestral es el simplex SPTL, definido por:

p+1
i=1
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Cabe senalar que p > 1, pues un dato solo puede ser composicional si tiene al me-
nos dos componentes, ya que de lo contrario no se puede hablar de las partes de un
total, pues al informar una sola parte implicitamente estamos relacionando un total
predefinido o una parte complementaria. En su formulacién estadistica, los datos com-
posicionales son realizaciones de una composicion, vector aleatorio cuyo recorrido esta
en SP™ la notacién (p + 1) cobrara sentido mas adelante al introducir la metodologia
a utilizar la cual reducird en uno la dimension.

Antes de indicar las problematicas especificas que surgen al querer aplicar el ana-
lisis estadistico clasico a los datos composicionales, se presentan definiciones de gran
importancia para su manipulacion.

A partir de un vector en RP*! con componentes positivas, es decir, en R’fl siem-
pre se puede obtener un dato composicional en SP!. Basta con dividir cada una de
sus componentes por la suma de todas ellas y multiplicar cada una de ellas por una
constante k, denominada la constante de clausura. Formalmente se tiene la siguiente
definicion:

o e 1 .,
Definicién 2. El operador clausura C : sz — SPL es una transformacion que ha-
1 .
ce corresponder a cada vector & = (T1,Za,...,Tpsr1) €N RE™ su dato composicional

. kxxy kx ;1:2 k * .CED
asociado y = C(x) = ST ST Zp "
1 %+ 1 4

en SPT1, con k la constante de
clausura.

Es necesario indicar que en adelante se manejara una constante de clausura k£ =1,

es decir, la restricciéon de la suma constante para un dato composicional y en SPH!
P+l

cualquiera, se reduce a Z y; = 1 y se llamara simplex unitario p 4+ 1-dimensional.
i=1

A continuacién se presentan algunos ejemplos:

17 45
17+ 45)" (17 + 45)

T = (17, 45) = N = C(.’L'l) = <( ) = (027,073)

12 3 4
o = (12,3,4) = yo =C(22) = <(12+3+4)’ (1243+4) (12+3+4)>

— (0.63,0.16,0.21)

En algunos casos es de interés analizar inicamente el valor de las magnitudes rela-
tivas sobre un subconjunto de partes para un conjunto de datos composicionales, por
lo que, resulta necesario disponer de un procedimiento para la formaciéon de subcom-
posiciones.

Definiciéon 3. Si S es un subconjunto cualquiera de las partes 1,2,...,p+1 de un dato
composicional y de SPT y yg simboliza el subvector formado por las correspondientes
partes de y, entonces s = C(ys) recibe el nombre de subcomposicion de las S partes de
Y.

Si bien la formacién de una subcomposicion es en esencia una transformacion de
SP! a un simplex de dimensién inferior, puede observarse que se tiene la propiedad de
conservar la magnitud relativa entre las partes. Observemos ésto con un ejemplo:
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y = (0.46,0.22,0.32) tomando a ys = (0.46,0.32) = s = C(ys) = (0.59,0.41)

Donde la magnitud relativa de las partes de y de donde se tomo el subvector ys, es

0.46
decir, y1 v y3 es o 03 = 1.44 que resulta ser la misma que la magnitud relativa
Y3
0.59
de las partes de s, — o = 1.44.
S92 0 4].

Ahora se definen en el Simplex SP*! las operaciones de perturbacién y potenciacién
introducidas por Aitchison en [Aitchison, 1982], las cuales resultan ser equivalentes a
la suma y producto en RP*!, respectivamente.

Definicién 4. La operacion perturbacion @ : SPT! x SPH — SPHL entre
w = (wy,ws, ..., wyr1) €SP yu = (uy,ug, ..., upr1) €SP esta definida por:

wdu = C(wy * Uy, Wy * U, ..., Wpp1 * Upt1) (1.2.1)
donde C es el operador clausura.

El conjunto de perturbaciones forma un grupo abeliano el cual tiene como elemento
1 1 1

oy Krerns LRRR |
Este elemento neutral juega el papel del vector cero en los datos composicionales. La

neutro la composicion E = ( ), es decir, w P E=Edw = w.

. , 1 1 1
composicion inversa de w, denotada por Sw, esta dada porow = | —, —, ..., .
w1 W2 Wp41

Esta operacion juega el rol de la resta en los datos composicionales, es decir, w @ cw =
cwdw =E.

Definicion 5. La perturbacion con una composicion inversa se suele denotar normal-
mente con el operador binario © : SPT! x SPTL — SPFL definido por w S u == w ® Su
para cuales quiera dos elementos w,u del simplex SP*1.

Veamos los siguientes ejemplos:

= (0.38,0.62), wy = (0.24,0.76), ws = (0.11,0.43,0.46), wy = (0.18,0.36,0.46)

wy B wsy = C(0.38%0.24,0.62 % 0.76) = (0.16,0.84)

ws OF = c(o 11*3 043*3 046*3> — (0.11,0.43, 0.46)

1 1 1 111
- —c (0185 —.0. 4 S
Wa OWa = wa © CWa C(O 5% 0187090 * 360 6*046> (3’3’3)

1 1
w39w4::w3@@w4:6(011* ,0.43 x ——,0.46 *

= (0. 420.
0.18’ 0.367 046) (0.22,0.42,0.36)
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Definicién 6. La operacién potenciacion ® : Ry xSPT — SP entrew = (wy, wo, ..., wp) €
SPFL gy o € Ry esta definida por:

aOw = C(wy,wy, ..., wy,) (1.2.2)
donde C es el operador clausura.
Se dan algunos ejemplos:

1 ®w; = C(0.38',0.62") = (0.38,0.62)

0.23 ® wy = C€(0.24%%0.76°2%) = (0.43,0.57)
30wz = C(0.11%0.43%,0.46%) = (0.01, 0.44,0.55)

3
T Owa=C (0.18%,0.36%,0.467) = (0.21,0.36,0.43)

Se puede comprobar que con la operacién de perturbacion y potenciacion por un
escalar la terna (SP*!) @, ®) es un Espacio Vectorial, [Billheimer, 2001].

Es importante definir la norma, producto interior y distancia en el Simplex, estos
elementos son de gran ayuda para definir lineas, angulos, ortogonalidad, etc. Por lo
tanto, a continuaciéon se presentan algunas definiciones al respecto.

Definicién 7. Sean w = (wy,wa, ..., Wpr1) yu = (U, ug, ..., upr1) dos elementos de
SP+L. El producto interior de Aitchison estd definido como:

pt1 »
In — (1.2.3)
= g(w) 9(u)
donde g(-) es la media geométrica, es decir, g(w) = v+)/Wy - Wy - - Wp1.-
Definicién 8. Seaw = (wy,wa, ..., wy1) un elemento de SP*t. La norma de Aitchison

de w esta definida como:

1 p+1p+1 2
| w [la= Z > (ln wj) (1.2.4)

7,1]1

Definicién 9. La distancia de Aitchison entrew = (wy, Wa, ..., Wyt1) YU = (Ug, Uz, ..., Upt1)
dos elementos de SP*1 se define como:

1 p+1p+1 w 2
da(w,u) = SN ln——ln—z (1.2.5)
2(p+ 1 i=1 j=1 uj

Anteriormente se mencioné que SP™! dotado de las operaciones perturbacién y po-
tencia es un espacio vectorial, si anexamos el producto interior de Aitchison se puede
comprobar que el conjunto (SP™, @, ®, < -, - >4) conforma un Espacio Euclideo.
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1.3. Problemas con el analisis clasico

El problema de los datos composicionales ha sido y es una fuente de preocupacion
para muchos cientificos desde que Karl Pearson en [Pearson, 1897] pusiera de manifies-
to la inadecuacion de los métodos estadisticos clasicos para el estudio de los mismos.
Chayes en [Chayes, 1960] menciona que ignorar la restriccién de suma constante o in-
corporarla indebidamente en un modelado estadistico, puede provocar tener resultados
erréneos, es decir, analisis inadecuados que llevan a tener inferencias dudosas o distor-
sionadas. A continuacion se revisan algunos de los problemas que se pueden presentar
en el analisis de datos composicionales.

En primer lugar la mayoria de los analisis multivariados comienzan con un andlisis
univariado de las variables individuales, pero en el caso de datos composicionales cada
variable marginal no tiene un significado en si misma aislada del resto.

Los componentes independientes muestran correlaciones negativas, ver mas en [Chayes, 1960],
este sesgo negativo contradice las interpretaciones habituales de correlacion y covarian-
za, donde la independencia suele estar relacionada con correlacion cero.

La covarianza entre dos componentes depende de qué componentes se incluyan en el
conjunto original de datos. Esto descalifica las herramientas clasicas basadas en la va-
rianza como descripciones objetivas de la dependencia entre solo dos variables (A esto se
le conoce como el problema de la correlacién espuria, ver méas en [Aldrich et al., 1995]).

Las matrices de varianzas y covarianzas son siempre singulares debido a la restric-
cion de suma constante y muchos de los métodos estadisticos multivariados se basan
en matrices de rango completo.

Los componentes no pueden distribuirse normalmente debido al rango de valores
acotados, por lo tanto, el modelo normal no es adecuado para las composiciones (no
transformadas), por que es incapaz de describir datos acotados. Muchos métodos mul-
tivariados estan al menos motivados por distribuciones normales multivariadas.

Entonces la mayoria de los métodos multivariados son enganosos o inaplicables pa-
ra conjuntos de datos composicionales, todo esto pone de manifiesto una diferencia
sustancial entre datos composicionales y otros conjuntos de datos multivariados.

A continuacién se presentan una serie de principios basicos definidos por Aitchison,
que todo analisis composicional deberia cumplir para evitar caer en los problemas antes
mencionados:

s Invarianza de escala: Establece que los datos solo llevan informacién relativa,
de modo que cualquier cambio en su escala no tiene ningin efecto.

» Invarianza bajo permutacion: Establece que los resultados no dependen del
orden en que aparecen las partes de la composicion, en otras palabras, los re-
sultados de cualquier analisis no debe depender de la secuencia en la que se
proporcionan las componentes de un conjunto de datos.
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m Coherencia subcomposicional: Establece que los resultados obtenidos para
una subcomposiciéon, debe permanecer igual que en la composicién original.

Entonces para evitar problemas y erroneas conclusiones todo analisis composicional
deberia de satisfacer en medida de lo posible estos principios.

Se debe mencionar que la definicién clasica de los coeficientes de covarianza y corre-
laciéon no son coherentes subcomposicionalmente. Esto se conecta con dos problemas:

m Correlacion espuria: La correlacién entre cocientes con denominador comin son
arbitrarios en un grado incierto. Para mas detalles sobre la correlacion espuria el
lector puede referise a [Aldrich et al., 1995].

m El sesgo negativo: Aparece porque cada renglon o columna en la matriz de cova-
rianza de una composicion cerrada suman cero dado que la varianzas son positi-
vas, esto implica que algunas covarianzas son forzadas a tomar valores negativos.

1.3.1. Transformaciones log-ratio

Esta demostrado que trabajar con las partes de una composicion en si mismas nos
conduce a ser subcomposicionalmente incoherentes y a no ser invariantes bajo escala,
por eso para ser coherentes subcomposicionalmente e invariantes bajo escala se trabaja
con sus cocientes (ratios).

Pero estos ratios son nimeros positivos y pueden tener valores bastante grandes
o bastante pequenos, por lo que sus desviaciones estandar suelen ser tan grandes o
inclusive méas grandes que las medias, lo que indica un alto grado de sesgo en sus dis-
tribuciones. Ademaés los ratios % #* %, entonces dependen del orden de las partes no
son invariantes bajo permutacion.

Por estas razones los ratios se transforman logaritmicamente, convirtiendo valores
estrictamente positivos en niimeros reales que pueden ser negativos o positivos. Otra
razoén es para hacer que los datos sean mas simétricos y reducir el efecto de los valo-
res atipicos, ademas de que la transformacién logaritmica convierte datos en escala de
Razoén en datos en escala de Intervalo y la mayoria de los métodos estadisticos asumen
que los datos estan en una escala de Intervalo.

Y en general con las transformaciones log-ratio la inversion In(}) = —In(2), es
decir, solo producen un cambio de signo dando asi una simetria con respecto al ordena-
miento de las partes. Por ello se introducen a continuacién tres de las transformaciones
tipo log-ratio mas utilizadas para mapear los datos composicionales al espacio real y
poder llevar a cabo su analisis. Observe que estas transformaciones satisfacen dos de
los tres principios béasicos de Aitchison, por lo que podremos llevar a cabo un buen
analisis sin caer en los problemas antes mencionados.

Ya se menciono que el conjunto (SP™', &, ®, < -,- >4) conforma un Espacio Eucli-
deo, esto significa que se puede trasladar practicamente cualquier cosa definida para
vectores reales a los composicionales, ya que un espacio euclidiano es siempre equiva-
lente al espacio real, esta equivalencia se logra a través de una Isometria, es decir, una
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transformacion del Simplex al Espacio Real que mantiene los angulos y las distancias.

Aitchison en [Aitchison, 1982] introduce las transformaciones log-ratio aditiva(alr) y
centrada(clr), aplicando el analisis estadistico clésico a las observaciones transformadas,
utilizando la transformacion alr para el modelado y la transformacion clr para aquellas
técnicas basadas en una métrica. Aunque no es explicito, la razén subyacente fue que
la transformacién alr no conserva las distancias, mientras que la transformacién clr
preserva las distancias pero conduce a una matriz de covarianza singular. Debido a
estos inconvenientes fue necesario introducir la transformacion log-ratio isométrica(ilr)
cuyo término significa en realidad la asociacion de composiciones con coordenadas en
un sistema ortonormal general.

Transformacion log-ratio aditiva

Definicién 10. La transformacion log-ratio aditiva(alr) es una transformacion 1 - 1
de w = (w1, Wy, ..., wp1) € ST a Y € RP definida por

w1 W2

Wp+1 Wp+1 Wp+1

Y = alr(w) = <ln ,log ... log 22 > (1.3.1)

Desafortunadamente la transformacion alr es asimétrica respecto a las partes de la
composicién, debido a que la componente utilizada como denominador w,; cobra espe-
cial protagonismo. Por otro lado, con estas coordenadas no es posible usar el producto
interno habitual y la distancia, ademés no cumple con la invarianza bajo permutacion
y no deberia utilizarse, por ejemplo, para el analisis de conglomerados de lo contrario
se corre el riesgo de tener diferentes agrupaciones dependiendo de la ultima variable en
el conjunto de datos.

Transformacién log-ratio centrada

Definicién 11. La transformacion log-ratio centrada(clr) de una composicion w =
(w1, wa, ..., wpi1) € SPT de (p+ 1)—partes a Z € RPT! se define como

Z =clr(w) = <log g(';)) ,log g('jl)’ ...,log g(Du:)l> (1.3.2)

donde g(w) es la media geométrica de w.

La transformacién clr es simétrica e isométrica en las partes, pero la imagen de SP*+1
estd restringida a un subespacio de RP*! y las matrices de covarianza y correlacién de
los datos clr transformados son singulares (det = 0).

Transformacion log-ratio isométrica

En el 2003 Egozcue y sus colaboradores proponen la transformacion log-ratio iso-
métrica, la cual evita los problemas existentes en las transformaciones anteriores.

Definiciéon 12. La transformacion log-ratio isométrica(ilr) de una composicion w =
(w1, wa, ..., wpy1) € SPT de (p+ 1)—partes se define como

ilr(w) = (K w,e; >4, <wW,e2 >4,...,<W, € >4) (1.3.3)

donde (e1, €, ..,¢e,) es una base ortonormal del simplez.
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Existen tantas ilr como bases ortonormales se pueden definir, Egozcue se baso en
la matriz de Helmert para formar la base ortonormal. Esta transformacién (ilr) es iso-
métrica, la ventaja es que transforma los datos composicionales en coordenadas en un
sistema ortogonal, es decir, se puede usar cualquier técnica estadistica multivariante
para su estudio.

La propiedad mas importante de esta transformacién es que reduce la geometria de
Aitchison en SP*! a la geometria euclidiana ordinaria en R?. Por ejemplo, si w,u € SP*!,

da(w,u) = de(ilr(w),ilr(u))
donde d.(-,-) es la distancia euclidiana.

Por este motivo en el presente trabajo de tesis se propone como parte fundamental
de la metodologia, utilizar la transformacién #lr con la finalidad de transformar las
composiciones en datos reales en R?, para llevar a cabo su modelacion a través del mo-
delo propuesto en el siguiente capitulo. Los resultados obtenidos mediante la inferencia
de dicho modelo serdn devueltos a su espacio original S mediante la transformacién
inversa ilr~!, para su correcta interpretacion.

{Por qué tantas transformaciones log-ratio?
Existen diversas opiniones respecto a cual de ellas es mejor; Sin embargo, algunas

de las razones por las que existen diversas transformaciones log-ratio son:

m Porque ninguna es perfecta. Las tres respetan la perturbacion y la potencia, sin
embargo la transformacion alr no preserva el producto escalar.

m La transformacion clr produce matrices de covarianza singulares y esto podria
ser una fuente de problemas si el método estadistico utilizado necesita invertirla.

m La ventaja de clr es que representa un enlace uno a uno entre las partes originales
y las transformadas, lo que parece ser util para su interpretacion.

m La transformacion ilr con cualquier base ortonormal puede incluir muchas partes
lo que hace practicamente imposible llevar a cabo una interpretacion.

m ilr es isométrica y sus valores transformados producen matrices de covarianza de
rango completo por lo que pueden analizarse sus datos de forma adecuada.

A continuacion, se muestan algunas propiedades de las tres transformacioens men-
cionadas.

Transformacion log-ratio aditiva

alr(w @ u) = alr(w) + alr(u) (1.3.4)
alr(a ©@w) = a © alr(w) (1.3.5)
<w,u >,%# alr(w) - alr'(u) (1.3.6)
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Transformacion log-ratio centrada

clr(w & u) = clr(w) + clr(u) (1.3.7)
cric @w) = a® cr(w) (1.3.8)
<w,u >4=< clr(w),clr(u) > (1.3.9)

Transformacion log-ratio isométrica

ilr(w ®u) = ilr(w) + ilr(u) (1.3.10)

ilr(a Ow) = a ©ilr(w) (1.3.11)

<w,u > 4= ilr(w) - ilr'(u) (1.3.12)

<w,u > =< ilr(w),ilr(u) > (1.3.13)

donde (-) representa el producto en los reales, (< -,- >) el producto punto en los

reales y (*) representa la transpuesta de ese vector.

1.4. Estadistica Descriptiva

1.4.1. Descripcion Grafica

Tal y como ocurre con el espacio real, el simplex también tiene representaciones
graficas donde sera posible visualizar a los datos composicionales y como se muestra
en la Figura 1.1 estas representaciones del simplex estan contenidas de manera natural
en espacios reales.

S? C R? S* C R? S*CR?
Segmento Diagrama Tetraedro
Ternario

Figura 1.1: Representaciones graficas del simplex.

Entonces los datos composicionales pueden ser representados graficamente para
llevar a cabo un primer andlisis descriptivo de los mismos. La representacién grafica
méas utilizada son los diagramas ternarios, pero también existen otros tipos de repre-
sentaciones como por ejemplo, visualizarlos como secuencias en diagramas de barras
o como puntos en diagramas de dispersién convencionales, entre otros. A continua-
cion se presentan los dos primeros, el lector puede consultar mas representaciones en
[Van den Boogaart and Tolosana-Delgado, 2013] y [Pawlowsky-Glahn et al., 2015].

Diagramas Ternarios

Los datos composicionales en S? suelen representarse mediante diagramas ternarios,
triangulos equilateros de altura k, con k la constante de clausura del Simplex. Existe
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una correspondencia biunivoca entre los datos composiciones con 3 partes y los puntos
de un diagrama ternario. Un dato composicional x = (z1, x2, 23) se corresponde con el
punto que dista xq, x5 y 3, respectivamente, de los lados opuestos a los vértices 1, 2
y 3 como se observa en la Figura 1.2.

x3 x2

x1

Figura 1.2: Representacién de un dato composicional £ = (1, x5, z3) en el Simplex S°.

En el diagrama ternario cada uno de los vértices del triangulo representa una com-
ponente. Cada vértice equivale al 100 % del componente que le pertenece del dato com-
posicional y este porcentaje decrece conforme el punto avanza hacia el lado opuesto.
A manera de ejemplo a continuacion se presentan tres diagramas ternarios correspon-
dientes a tres conjuntos de datos composicionales.

En la Figura 1.3 se representa la composiciéon mineral de 25 rocas tipo Hongite,
en los minerales (A, B, C), este conjunto de datos composicionales fue obtenido de
[Aitchison, 2003].

Composicién Geoquimica de Rocas

Figura 1.3: Diagrama Ternario de 25 rocas tipo Hongite.

En la Figura 1.4 se puede visualizar la subcomposicién de los tres partidos electora-
les mas fuertes del conjunto de datos utilizados para el calculo del ejercicio estadistico
del conteo répido, realizado por el Instituto Nacional Electoral (INE) para la Guberna-
tura del estado de Puebla en 2019, dicho conjunto de datos composicionales conformado
por 429 registros fue extraido de [Muestra de Puebla, 2019].
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Eleccién Extraordinaria de la Gubernatura de Puebla 2019

Figura 1.4: Diagrama Ternario de 429 datos electorales de la Gubernatura de Puebla
2019.

Se puede ver que existen diferentes comportamientos dependiendo de la naturaleza
y el area de donde provengan, por lo tanto, no es de extranarse que en algiin campo se
presenten patrones con caracteristicas de agrupamiento.

En la Figura 1.5 se muestra un conjunto de 250 datos simulados a través de una
mezcla de normales bivariadas y llevada al simplex mediante la transformacion ilr—!, es
evidente que los datos fueron disenados para poseer la caracteristica de agrupamiento
antes mencionada.

Datos Simulados

Figura 1.5: Diagrama Ternario de 250 datos simulados.

Los diagramas ternarios son de gran ayuda para observar de manera grafica patrones
de variabilidad que puedan existir en los datos composicionales, realizar pruebas de
significancia, andlisis en modelos de regresion, etc.

Diagrama de barras

Un diagrama de barras es una representacion de todas las partes de la composicion.
En un diagrama de barras, uno representa la cantidad de cada parte de un individuo
como una barra dentro de un conjunto. Es decir, las barras se apilan con la altura
correspondiente de cada una de las partes de la composicién del individuo hasta anadir
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el total de la composicion. En la Figura 1.6 se muestra el diagrama de barras para
un conjunto de datos composicionales de 5 tipos de leguminosas, conformadas por 5
componentes que son (Grasa, Sodio, Carbohidratos, Proteinas, Otros), dicho conjunto
fue extraido de [Van den Boogaart and Tolosana-Delgado, 2013].

o _
O Otros
O Proteinas
B Carbohidratos
© | B Sodio
= B Grasa
[0s]
=
= |
o
o™
o
. . o
=

soya chicharo trigo maiz  frijol

Figura 1.6: Diagrama de barras asociado a 5 tipos de leguminosas cuyas componentes
son w = (Grasa, Sodio, Carbohidratos, Proteinas, Otros).

1.4.2. Medidas Descriptivas

Los datos composicionales son realizaciones de vectores aleatorios cuyo soporte esta
en SP*1 por lo tanto, se plantea la necesidad de aplicar técnicas estadisticas adecuadas
para el estudio e interpretaciéon de los mismos contemplando su topologia. A conti-
nuacion se presentan algunas de las medidas estadisticas numéricas mas ttiles para la
descripcion de los datos composicionales.

Una medida de ubicacion para datos composicionales se define a través de la media
geométrica.

Definicién 13. La media geométrica composicional o centro T de un conjunto de datos
composicionales T1,Ts, ..., T, € SPT se define como:

zF—C lea:p (% z: zn(xl-j)ﬂ — Clon s s Gpr] (1.4.1)

donde

1
9; = (H %’)
i=1
conj=1,2,....p+1 yC el operador clausura.

El centro de una composicién aleatoria debe considerarse como el valor esperado
o media de una composiciéon. La estimacion del centro puede hacerse en coordenadas
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ilr, y las propiedades de su estimador corresponde a las del estimador de medias reales .

Por otro lado, como una medida global de dispersion se puede usar la varianza total
definida como

Vartotls] = 3 S Var [m( )]

mhom (1.4.2)

p
Z rlilr(z

La estimacion del centro, de la varianza total y sus componentes, puede hacerse en
coordenadas ilr y las propiedades de estos estimadores corresponderan a las de los esti-
madores de medias y varianzas reales ver mas en [Pawlowsky-Glahn and Egozcue, 2001].

Una medida que explica la relacion existente entre dos variables es la covarianza.

Definicién 14. La estructura de covarianza de una composicion x de (p + 1)—partes

es el conjunto
oij = Cov (log ( ) log (:@)) ) (1.4.3)
Tk x

Cuando i, 7, k, [ toman solo dos valores, se obtiene la definiciéon de varianza, es decir,

Definiciéon 15. Para dos elementos i y j de una composicion x de (p + 1)—partes, la
varianza log-cociente se define como

var (log @)) . (1.4.4)

Existen diferentes formas tutiles y equivalentes para describir los patrones de varia-
bilidad, cada una de estas covarianzas posee diferentes propiedades como se menciona
a continuacion.

Especificaciéon de la estructura de covarianza

En esta seccion se presentan algunas de las estructuras de covarianza como la matriz
de covarianza log-cociente y la matriz de covarianza log-cociente centrada, asi como
algunas de sus caracteristicas.

Definicién 16. (Matriz de covarianza log-cociente). Para una composicion x de (p +
1)—partes la matriz de (p+1) x (p+ 1)

Y =Cov (log ( k) log (iz>> , (1.4.5)

es denominada la matriz de covarianza log-cociente.

Esta matriz de covarianza, generalmente es una matriz no singular y es asimétrica
en el tratamiento de las partes.

Una manera de conservar la forma especificada anteriormente de la matriz de
covarianza y al mismo tiempo obtener un comportamiento simétrico de todas las
(p + 1)—partes es reemplazando el denominador por la media geométrica g(z).
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Definicién 17. (Matriz de Covarianza log-cociente Centrada). Para una composcion
x de (p+ 1)—partes la matriz (p+1) x (p+1)

I:= Cov (log (g%) log (;i))) , (1.4.6)

coni,j=1,2,....,p+ 1 es llamada la matriz de covarianza log-cociente centrada.

La matriz de covarianza log-cociente centrada tiene una estructura de matriz de
covarianza, generalmente es una matriz no singular y es simétrica en el tratamiento de
las partes.

Como ya se ha mencionado, los datos composicionales aparecen frecuentemente en
diversas disciplinas, por lo que resulta necesario disponer de herramientas adecuadas
para su analisis estadistico. Asi, ademéas de contar con medidas descriptivas numéricas
y métodos graficos adecuados, se dispone de modelos de probabilidad en SP! para
describir patrones de variabilidad en el Stmplex. A continuacién se revisan algunos de
estos modelos.

1.4.3. Distribuciones de Probabilidad en el Simplex

Por su propia naturaleza las componentes de una composicién toman sus valo-
res en el intervalo [0,1]. Esta naturaleza hace evidente que las distribuciones mul-
tivariantes tradicionales mas usuales, como la distribucion normal, pueden producir
resultados erréneos si son aplicadas directamente a los datos, por ello a continua-
cion damos dos distribuciones cuyo soporte cumple con la naturaleza composicional
[Martin-Ferndndez et al., 2004].

La Distribucién de Dirichlet

La Distribucion de Dirichlet, Dir(a) es una familia de distribuciones de probabili-

dad multivariable, continua y parametrizada por un vector a = (o, aa, . .., ap4q) real
de términos positivos. Esta distribucion es la generalizacion multivariable de la distribu-
cion beta. La distribucion de Dirichlet de orden p > 1 con pardmetros oy, oo, . . ., appg >

0 tiene una funcién de densidad de probabilidad en el espacio euclidiano R? dada por:

1o
(@1, @, Tppa|on, g,y apy) = m H i ' (1.4.7)
i=1

Recordando que la distribucion Beta es una distribucién de probabilidad continua, cuya
funcién de densidad tiene soporte en x € [0, 1], de esta forma la distribucién Dirichlet
toma el valor dado por la ecuacién 1.4.7 en el Simplex abierto (p + 1)-dimensional
definido por:

T1,T2,...,Tp >0

$1+Z’2+"'+$p<1
Tpp1=1—21—29 —+ =2, >0

y cero en otro caso.
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La constante de normalizacién en la ecuacion 1.4.7 es la funcién Beta multinomial
B(a), la cual se puede expresar en términos de la funcion Gamma. Es decir,

B 172 T ()

Ble) = F(Ekﬂ ;)

cona = (ag, ,...,041).

Desafortunadamente, esta familia paramétrica no es adecuada para la descripcion
de la variabilidad de datos composicionales, pincipalmente cuando en los datos compo-
sicionales se tienen patrones concavos, debido a que los contornos de isoprobabilidad
de Dir(a) son convexos. Ademés, la clase de Dirichlet no soporta un grado suficiente
de dependencia composicional.

La Distribucion Logistica Normal

En busca de alternativas a la clase Dirichlet, McAlister en [McAlister, 1879] se per-
catd de que los datos composicionales adoptaban patrones similares a los de una normal
N(u,0%) mediante transformaciones tipo log-cociente, en particular con la transforma-
ci6n ilr se puede obtener la Distribucion Logistica Normal (o Distribucion Normal en
el Stmpler).

Una composicion aleatoria X tiene una distribucion Logistica Normal con un vector
de medias g y matriz de precisién A, denotada como NP (u, N), si al proyectar en
cualquier direcciéon arbitraria u con el producto escalar de Aitchison se obtiene una
variable aleatoria con una distribucién normal univariada, con vector de medias <
W, u >4y precision clr(u) - X - clr*(u). En particular, si se toma una base ortonormal
en el Simplex, V| entonces las coordenadas ilr(X) de la composicién aleatoria tienen
una distribuciéon normal multivariada, es decir, la densidad conjunta es

Ny(a | v dv) = ]2 2m)  exp {3 (@) — ) M (ilr(@) — )}

con py v Ay, respectivamente, sus vectores de medias y matriz de precision.

1.5. Estadistica Bayesiana

La metodologia propuesta en este trabajo de tesis nos conducira a realizar inferen-
cias sobre un modelo no-parametrico, mismo que serd propuesto mas adelante, dicha
inferencia se llevara cabo desde el enfoque Bayesiano de la estadistica. Por este motivo
a continuacion se presentan algunos de los conceptos méas importantes de la estadistica
Bayesiana.

En la estadistica existen dos tipos de enfoques, el enfoque cldsico o frecuentista y
el enfoque Bayesiano. Ambos enfoques se forma a partir de los conceptos de probabi-
lidad pero el enfoque clasico o frecuentista se centra principalmente en el calculo de
probabilidades y lo contrastes de hipdtesis. En este enfoque los pardmetros permanecen
estaticos durante todo el estudio, por lo que, iinicamente se utiliza la informacion ob-
tenida en el ensayo del experimento estudiado. Esto tltimo presenta problemas cuando
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se dispone poca informacion muestral puesto que muchos de sus métodos se apoyan en
resultados asintéticos, como la Ley de los Grandes Numeros y el Teorema Central del
Limite.

Por otro lado, el enfoque Bayesiano esta basado en el Teorema de Bayes y se di-
ferencia del enfoque frecuentista basicamente por la posibilidad de poder incorporar
informacion externa al estudio que sé este realizando. Es decir, este enfoque hace posi-
ble la incorporacion de hipotesis cientificas que el experimentador o la literatura tengan
acerca del estudio realizado.

El enfoque Bayesiano contiene como casos particulares muchos de los procedimien-
tos frecuentistas, resolviendo muchas de las dificultades que enfrentan los métodos cla-
sicos. Los métodos Bayesianos se derivan de un sistema axiomético, por lo tanto propor-
cionan una metodologia general y ofrecen ademas un paradigma completo, tanto para
la inferencia como para la toma de decisiones bajo escenarios donde la incertidumbre
esta presente. La aparacion y el desarrollo a profundidad de este enfoque se puede con-
sultar en [Bernardo and Smith, 2009], [Hoff, 2009], [Rossi et al., 2012], [Lynch, 2007],
[Correa Morales and Barrera Causil, 2018], [Mendoza and Regueiro, 2011], entre otros.

El Teorema de Bayes es la obra mas conocida del matematico britdnico Thomas
Bayes, su trabajo publicado de forma péstuma en 1763 impacté de manera importante
el modo en que se hace inferencia estadistica. A continuacion se presenta el teorema
para el caso de eventos:

Teorema 1. Sea (2, A,P) un espacio de probabilidad. Sea {A1, As, ..., A,} una par-
ticion de ), tales que P(A;) > 0 para cada i = {1,2,...,n}. Entonces para cualquier
B € Q tal que P(B) > 0 se tiene que:

P(B | Ai)P(A)

P(B)
__ P(B]A)P(A)
Y P(B [ A)P(Ay)

P(4; | B) =
(1.5.1)

esto para cada i ={1,2,...,n}.

De manera general, sea f(x | #) un modelo probabilistico paramétrico donde la
funcion f(- | 0) puede ser la funcién masa de probabilidad (o de densidad) de una
variable (o vector) aleatoria discreta (o continua), se desea llevar a cabo inferencias
para el parametro asociado 6 sobre el espacio paramétrico ©, en otras palabras se
desea hacer inferencia sobre la familia paramétrica asociada que se define como:

F={f(z]6):0€c0)}

Entonces bajo este enfoque la incertidumbre que se tiene sobre 6 se puede describir
a través de una medida de probabilidad 7 (#) llamada distribucién a “priori” o “ini-
cial”, la cual representa la informacion externa o subjetiva sobre dicho parametro.

Es importante aclarar que los parametros no son variables aleatorias pero desde
el enfoque Bayesiano se les trata asi para calcular la incertidumbre de su valor. Di-
cha incertidumbre se ira actualizando conforme a la informacién muestral disponible
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mediante el Teorema de Bayes, obteniendo una distribucién 7(6 | z) llamada a “poste-
riort” o “final”.

Asi para una muestra aleatoria de datos £ = {x1,%s,...,2,} se tiene que:
012 L@ 10m0)
/(@) (1.5.2)
_ f@]o)m)
Jo fx | 0)m(6)do

El cual también se puede escribir como:

70| z) x f(z | 0)r(6) (1.5.3)

dado que f(z) es una constante con respecto a 6 y f(x | 0) es la probabilidad
conjunta de la muestra condicionada a # llamada también verosimilitud. Asi, en el
enfoque de la estadistica Bayesiana un modelo paramétrico queda especificado por:

{f(x]0),7(0)}

A f(z) se le llama distribucion predictiva y juega un papel muy importante en las
predicciones del fenémeno real, es decir, en el comportamiento de observaciones futu-
ras. La distribucién predictiva que describe el conocimiento acerca de una observaciéon
futura “z” unicamente con la informacién contenida en () se le denomina distribucién
predictiva a priori o inicial y proviene de la marginalizacién de la distribucién conjunta
para el vector aleatorio (X, ©) inducida por el modelo f(z | ) y la distribucion inicial

7(0) a través del concepto de probabilidad condicional.

f(z,0) = f(z | 0)m(0) (1.5.4)

Por lo tanto, al marginalizar esta distribucion de probabilidad conjunta se obtiene:

fla) = [ f(e.0)d6
- /@ fla | 0)m(0)do

Una vez obtenida la muestra, el modelo f(z | 6) y la distribucién final f(0 | z) indu-
cen nuevamente una distribucién conjunta para el vector aleatorio (X, ©) condicional
a los valores observados € = {z1,z9,...,2,}:

(1.5.5)

f@.0]z) = f(;s(z)w)
_ fa]8.2)f(8,2)
f(z)
(z]60,2)f(0]z)
(2] 0)7(0 | 2)

(1.5.6)

f
f
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La ultima igualdad se da puesto que f(z | 6,2) = f(z | #) por la independencia
condicional entre x y & dado 6. Asi, marginalizando la distribucién conjunta obtenemos:

flalz)= [ f@.0]2)df

(1.5.7)
- / F(z | 0)m(0 ] 2)d
e
la cual se denomina distribucién predictiva a “posteriori” o “final” y describe el
conocimiento acerca de una observacion futura z basado tanto en la informacién con-
tenida en la distribucién inicial 7(#) como en la informacién muestral .

1.6. Métodos de Simulacion

Para llevar a cabo la implementacién computacional de las inferencias para el mo-
delo que se propondra mas adelante, se utilizaran métodos de simulacién, por ello a
continuacién se presentan los puntos mas esenciales de la simulacién estocastica asi
como los métodos utilizados.

En el contexto estadistico, entendemos por simulacién a la técnica de muestreo
estadistico controlado, que se utiliza conjuntamente con un modelo, para obtener res-
puestas aproximadas a preguntas que surgen en problemas complejos de tipo proba-
bilistico. La simulacion estocastica es de gran utilidad cuando no tenemos expresiones
cerradas para calcular medidas de incertidumbre y permite obtener estimaciones con
menores supuestos que los métodos analiticos, a cambio de un trabajo computacional
mas intenso [Diharce, 2008].

A continuacién se presentan los puntos mas esenciales de como funciona la simula-
cién estocastica:

m Recolectar y organizar informacion del problema
m Plantear un modelo matematico con sus supuestos estocasticos

Implementaciéon computacional

m Validacion del codigo
m Analisis de resultados

s Validacién de la simulaciéon

Los métodos de simulacién a utilizar son los métodos MCMC' (Markov Chain Mon-
te Carlo), estos ofrecen la opciéon de muestrear densidades multivariadas que no son
faciles de simular, a menudo “rompiendo” estas densidades en densidades univariadas
o multivariadas mas manejables. Dada un muestra de datos los métodos MCMC per-
miten muestrear de la distribucion final 7(6 | ) moviéndose a través de todo el soporte
O, permitiendo asi aproximar esencialmente cualquier caracteristica de la distribucion
que la genero.
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Entonces los métodos MCMC solucionan muchos de los problemas en la inferencia
Bayesiana, a través de una aproximaciéon indirecta de la distribucién final en la que
se requiere simular cadenas de Markov, por ello antes de presentar directamente los
métodos utilizados en este trabajo de tesis se da una breve introduccién a las cadenas
de Markov.

1.6.1. Breve introduccion a las Cadenas de Markov

Una cadena de Markov es un tipo particular de un proceso estocéstico, el cual trata
de la caracterizacion de series de variables aleatorias. El estudio se basa principalmente
en el comportamiento dinamico de la cadena. Un proceso estocéstico se define como
una sucesiéon de variables aleatorias {X; : ¢t € T'} para algin conjunto T. Al conjunto
de todos los posibles valores se le denomina espacio de estados y T' es el conjunto de
indices.

Definicién 18. Una cadena de Markov es un proceso estocdstico {X,;} tal que para
t € N y para cualquier sucesion de estados xq, x1, o, ..., Ty, T Se tiene que:

P(Xt—i—l = ZL’|Xt = xt’Xt—l = Tt_1, ...,X() = I(]) = P(Xt+1 = $|Xt = l’t)

A la probabilidad condicional P(X;;; = x;|X; = x;) se le denomina probabilidad de
transicion al tiempo t del estado x; al ;. Como simplificacién de notacién se denotara
a los estados x; y x; simplemente como estados 7 y j.

Para comprender mejor el funcionamiento de las Cadenas de Markov en los métodos
de Monte Carlo se consideraran cadenas homogéneas, es decir, aquellas cuya probabi-
lidad de transiciéon de un estado a otro no depende del tiempo en el que se encuentre.
Es decir

P(Xep1 = jl Xy = i) = P(X1 = j|Xo = 1) = py

y por lo tanto, para una cadena homogénea se tiene que la probabilidad de transicién
de n pasos entre dos estados ¢ y j esta dada por:

piy = P(Xisn = jI Xy = i) = P(X,, = j[Xo = 9)
Algunas propiedades relevantes de las Cadenas de Markov son las siguientes.

Definicion 19. Una cadena de Markov X, es irreducible si para cualesquiera dos es-
tados i y j existe un n;; > 0 tal que

pij’ (t) >0

En otras palabras esta propiedad describe la posibilidad de pasar de cualquier es-
tado actual a otro que pertenezca al espacio de estados. A esto también se le conoce
como comunicacion entre estados y es deseable que exista comunicacion entre todos los
posibles estados de la cadena.

Por otro lado se tiene la propiedad de recurrencia, la cual indica que la cadena
regresara al estado actual después de un cierto tiempo t¢.

Definiciéon 20. La cadena irreducible X; serd recurrente si para todo estado 1,

P(min{t >0: X; =1|Xy=1i} <o0)=1
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La siguiente propiedad es una condicién necesaria que garantiza que una cadena
irreducible tenga una distribucién estacionaria.

Definicion 21. Dada X, irreducible y recurrente, se denominard positiva recurrente si
para todo estado © se cumple que

Emin{t >0: X; =X, =1} < o
La cadena X; es estacionaria si la distribucién de X; es la misma para todo t.
Definicion 22. Si T es el espacio de estados de la cadena Xy, se dice que

Definicion 23. Se dice que una distribucion © es una distribucion estacionaria de una
cadena de Markov con probabilidad de transicion p;; si

o
ZW i)pij = 7(j)
=0

donde 7(1) y w(j) es la distribucion en el estado i y j, respectivamente.

Si bien para una cadena irreducible y positiva recurrente existe una distribucién
estacionaria, es importante garantizar que no sea posible regresar al estado actual,
a través de la transicion a estados distintos, Uinicamente en multiplos de un entero
mayor que 1. De existir esta posibilidad de regresar al estado actual de esa forma, la
cadena podria entrar en un ciclo que no le permitiria alcanzar una convergencia lo
que haria imposible obtener resultados relacionados con la distribucién objetivo. Dicha
caracteristica se define como aperiddica.

Definicion 24. Una cadena de Markov X, es aperidodica si para todo estado i e indice
t se cumple que
m.c.df{n>0:pk >0} =1,
donde m.c.d. es el mdximo comin divisor.
Retomando el contexto de la inferencia bayesiana, las distribuciones estacionarias
resultan de gran utilidad ya que seran las distribuciones finales de los parametros de
interés. De esta forma, con las propiedades establecidas para una cadena de Markov,

se puede enunciar el siguiente teorema importante y de gran utilidad en el desarrollo
practico de la estadistica bayesiana.

Proposicién 1.6.1. Si X es una cadena irreducible, aperiodica y positiva recurrente,
entonces posee una unica distribucion estacionaria 7(-). En ese caso se dird que X es
irreducible y ergodica, y cumple con:

1. py — w(j), cuando n — oo para toda i y j.

2. Dada g una funcion real y E.{|g(X)|} < 0o, entonces

p (Z?:l 9(Xt)

n

S Ew[g<x>1) )

donde E [g(X)] =3, 9(X;)m(X;), la esperanza de g(X) con respecto a ().
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1.6.2. Métodos Monte Carlo via Cadenas de Markov

Definicion 25. Un Método de Monte Carlo via una Cadena de Markov para la simu-
lacion de una distribucion f es cualquier método que produce una cadena de Markov
ergodica (X)) cuya distribucion estacionaria es f.

Dada esta definicién entonces Monte Carlo se refiere al proceso de simulacién esto-
castica y Cadenas de Markov se refiere al proceso de muestrear un nuevo valor en la
cadena, dado el valor previo y se pueden proponer una infinidad de implementaciones
practicas. Algunos métodos MCMC son el Metropolis Hastings, el Slice Sampling, el
Gibbs Sampling, entre otros; De hecho, se cuenta con versiones de Slice dentro de Gibbs
dentro de Metréplis Hastings, es decir, se cuenta con diferentes versiones de acuerdo a
las necesidades de cada estudio o analisis. A continuacion se describen dos de ellos, los
cuales seran importantes en el desarrollo de esta tesis.

Gibbs Sampling

El Gibbs Sampling fue propuesto por Geman y Geman en [Geman and Geman, 1984]
dentro del contexto del procesamiento de imagenes. El nombre se debe a que Geman y
Geman tenian como objetivo el interés de estudiar la distribucion de Gibbs. Este tra-
bajo pasé practicamente inadvertido para la comunidad estadistica hasta que Gelfand
y Smith en [Gelfand et al., 1990] senalaron que el Gibbs Sampling podria servir para
estudiar otras distribuciones como las distribuciones finales en estadistica bayesiana.

El algoritmo del Gibbs Sampling se puede entender de la siguiente manera: Su-
péngase que se tiene un vector de pardmetros d-dimensional 8 = (6y,0s, ...,0,), las
distribuciones condicionales completas f;(0;|6_;,x), i = 1,...,d, son totalmente cono-
cidas y es posible simular de ellas. Entonces, el Gibbs Sampling permite obtener una
muestra de la distribucién final (conjunta) de los pardmetros dados los datos, m(0|x),
a partir de las f;(6;|0—i,x). Esto se logra creando una cadena de Markov multivariada
0" = (9&”, Gét), e QEIt)) mediante la simulacion secuencial de las condicionales comple-
tas para cada componente.

Asi, el Gibbs Sampling genera la cadena de Markov ) = (99, Hét), e ,95)) y con
ello se obtiene una muestra de la densidad conjunta 7 (8|z), lo anterior puede describirse

de la siguiente manera:
1. Asignar adecuadamente un valor inicial (¥ = ( EO) , 050), o ,0&0)) y hacer el con-
tador t = 0.

2. Generar 0+ = («9§t+1), 95‘“), o ,Ol(ﬁl)) a partir de 8¢ = (9?), Gét), o ,fo)) de
la siguiente manera:

a) Generar 0" de f1(6y | o ... ,Hc(lt))
b) Generar 65 de fo(6 | 61V 0, .. 6)
¢) Generar 65 de f5(65 | 08V, 087 60 . o)y

d) Generar HC(ltH) de fq4(04 | 9?“), 9§t+1), . ,Qt(ﬁrll))
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3. Actualizar el contador a t =t + 1 y regresar al paso 2, repetir este procedimiento
hasta lograr la convergencia.

Si el procedimiento se repite para cada uno de los valores iniciales 69,69, . ..,60%,
entonces al final de un nimero suficientemente grande de iteraciones “T"”, los valores
67,07, ... 0% se pueden considerar como una muestra de tamafio “N” de 7(@|z). Lo
anterior requeriria la generacion de N cadenas por eso alternativamente se puede gene-
rar una sola cadena y a partir de “7"”, tomar los valores §7+% §7+2F T +Nk donde
“k” se elije de manera que las correlaciones entre las observaciones sean independientes.

El Gibbs Sampling utiliza densidades de una dimensién para poder simular de la
densidad multivariada, las cuales son relativamente faciles de simular y justamente es
por esa razon que este muestreo es una técnica ampliamente utilizada para obtener
muestras de distribuciones finales multivariadas. La caracteristica principal es que la
simulacién de un parametro utiliza los valores obtenidos en los pasos anteriores al ciclo,
para los parametros que han sido simulados dentro del ciclo y mantiene los valores
actuales para aquellos que atn no han sido generados.

Slice Sampling

Perteneciente a la gran variedad de métodos MCMC el Slice Sampling se basa
en la observacion de que para muestrear una variable aleatoria se puede muestrear
uniformemente de la region bajo el grafico de su funcién de densidad.

Entonces el algoritmo Slice Sampling en su forma mas simple obtiene una muestra
de manera uniforme por debajo de la curva de la densidad conjunta (@ | z), de la
siguiente manera:

1. Se elije un valor @, para el cual 7(6y | ) > 0 y se hace el contador t = 1.

2. Generar un valor ¥ de manera uniforme en el intervalo [0, 7(0;_1 | z)]. Esto define
una region de @ donde (0 | ) > u, es decir, una regién donde la densidad de
probabilidad es al menos u.

3. Generar un valor 8; de manera uniforme en la regiéon delimitada en el paso ante-
rior, actualizar el contador ¢ = t+1 y regresar al paso 2, repetir este procedimiento
hasta lograr la convergencia.

Entonces el Slice Sampling permite obtener muestras utilizando lo que se conoce
como data augmentation introduciendo estas variables latentes uniformes en el modelo
propuesto como se vera mas adelante, ver més en [Neal, 2003].

Evaluacién de Convergencia

Un elemento 6 generado de una cadena de Markov es considerado una observacion
de la distribucién estacionaria tedricamente, cuando el nimero de iteraciones tiende a
infinito. En la practica no es posible cumplir con esa condicion. En su lugar se toma el
valor de la cadena después de una cantidad suficientemente grande de iteraciones, de
tal forma que dicho valor se aproxima a una observacion de la distribucion objetivo.
A partir de ese valor, los siguientes estados de la cadena continuaran siendo conside-
rados provenientes de la distribucion estacionaria. Otra complicaciéon practica es que,
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para obtener una muestra de la distribucion estacionaria, las observaciones deben ser
independientes entre si y, los estados de una cadena de Markov son por su naturaleza
dependientes entre si. Estos dos aspectos forman parte fundamental del estudio de la
convergencia de cualquier cadena simulada.

Existen dos formas para analizar la convergencia, uno es el enfoque teérico, con el
cual se busca medir distancias y poder establecer cotas sobre las funciones de distribu-
cion generadas por una cadena. En particular, se puede estudiar la variacion total de
la distancia entre la distribucion de la cadena en la iteracion t y la distribucién limite.
También es posible analizar aspectos particulares derivados de la estructura probabi-
listica de las cadenas. Si bien el enfoque tedrico es importante para el estudio de la
convergencia, en la practica estos resultados pueden ser complicados de aplicar.

Un segundo enfoque es a través de métodos graficos. Este enfoque analiza las pro-
piedades de las observaciones obtenidas de una cadena para establecer la aproximacion
de ésta a la distribucion limite. Uno de los principales inconvenientes de esta perspec-
tiva es que no es posible garantizar la convergencia. A pesar de esta complicacion el
analisis de la convergencia desde la perspectiva gréafica es de gran utilidad en la practi-
ca. Una referencia para el lector es el libro de [Gamerman and Lopes, 2006] en donde
se detallan los distintos métodos y enfoques para el analisis de convergencia.

Un aspecto importante de los métodos MCMC es el hecho de establecer la cantidad
de ciclos o iteraciones que se deben realizar para que la cadena generada se aproxime
a la distribucién estacionaria. A esta cantidad de iteraciones del algoritmo se le conoce
como periodo de calentamiento. La obtencion del periodo de calentamiento y por lo
tanto la convergencia de la cadena, puede obtenerse a través de algunas verificaciones
de convergencia basadas en técnicas graficas propuestas en [Gelfand et al., 1990]. Uno
de estos métodos consiste en realizar n simulaciones paralelas de la cadena que se desea
estudiar y graficarlas durante un mismo niimero de iteraciones, posteriormente graficar
los histogramas de los n valores obtenidos en la k-ésima iteracion. Luego se grafican los
histogramas de las m iteraciones posteriores a k. Generalmente, es necesario utilizar
valores para m entre 10 y 50. Después de esto, se acepta la convergencia de la cadena si
no existen diferencias notables entre los histogramas obtenidos. De esta forma el valor
de k sera considerado como el periodo de calentamiento.

Otra técnica grafica requiere la simulaciéon de una tnica cadena. En este caso si
dicha cadena a partir de una iteracion k presenta, cualitativamente, el mismo compor-
tamiento; entonces, esto es un indicador de convergencia y por lo tanto k representa el
periodo de calentamiento. Otro enfoque utiliza los promedios ergddicos para los cuales
el periodo de calentamiento se establece como aquella iteracion a partir de la cual los
promedios ergddicos presentan un comportamiento aproximadamente asintético.

Las conclusiones sobre la convergencia de la cadena, realizadas utilizando estos
métodos graficos, pueden ser reafirmadas si se realiza dicho analisis utilizando distintos
valores iniciales para la cadena y seleccionando el mayor valor de iteraciones requeridas
para poder afirmar que la cadena ha convergido. Sin embargo, debe resaltarse que las
técnicas graficas de analisis deben usarse con precauciéon puesto que la convergencia
puede no ser notada o puede determinarse de forma equivocada dependiendo de la
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escala que se utilice para realizar las graficas. Ademas existen diversas cadenas que
pueden exhibir todos los indicadores de convergencia sin haberla alcanzado realmente.






Capitulo 2

El Modelo Propuesto

En este capitulo se describe el modelo propuesto para la modelacion de datos com-
posicionales en el Simplex unitario (p + 1)-dimensional. La propuesta para analizar
variables composicionales se basa en la definicion de un modelo de mezclas infinitas
de distribuciones normales univariadas y multivariadas, por lo tanto, se comienza des-
cribiendo el modelo normal univariado seguido del multivariado. Luego, se introducen
los modelos de mezclas infinitas para ambos casos y los procesos Dirichlet en su repre-
sentacion Stick-Breaking. Por tltimo, se termina representando el modelo propuesto a
través del modelo de mezclas de procesos Dirichlet.

2.1. El modelo Normal Univariado

Una variable aleatoria continua x € R, tiene una distribucion normal univariada,
con parametros 11y A (donde u € Ry A > 0), si su densidad de probabilidad N (z | u, A)
es:

1 1 1
N(z | p,\) =2 (27) 2 exp{—Q)\(x—,u)Q} (2.1.1)
Con esperanza:
Elz]=u (2.1.2)
Y con varianza:
Viz] =271 (2.1.3)

La distribucion normal fue introducida por Carl Friedrich Gauss a principios del
siglo XIX, al estudiar los errores de medida en los movimientos de los cuerpos celestes.
Es una distribucién que tiene forma de campana, es simétrica con respecto a p y puede
tomar valores entre menos infinito y méas infinito, ver més en [Reyes, 2012].

Algunas de las propiedades més importantes de esta distribucién son las siguientes:
m Al ser simétrica la moda, la mediana y la media coinciden y son iguales a .
m En el intervalo [ — 2\, i+ 2] se encuentra el 95.5 % de la distribucion.

m Una transformacion lineal de una variable aleatoria normal también se distribuye
normalmente.

s Cualquier combinacion lineal de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas en forma normal, tiene una distribuciéon normal.

27
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Sin embargo la importancia de la distribucién normal proviene principalmente del
Teorema central de limite, que dice que bajo condiciones muy generales la suma (o
media) de un conjunto de variables aleatorias se distribuye aproximadamente normal.
En la Figura 2.1 se muestra el histograma de un conjunto de datos & provenientes del
modelo normal estdandar univariado, es decir, z ~ N (0, 1).

Normal Estandar

900~

600 -

X2

300~

' g . '
-2.5 0.0 25 5.0
X1

Figura 2.1: Histograma de la normal estandar.

Para una muestra aleatoria x = {x1, s, ..., x,} del modelo Normal Univariado, su
verosimilitud esta dada por:

L(u A | X) = [T N | )

~
—_

I

Il
R

1 1
A2 (2m) 2 exp {—

(2.1.4)

n n 1. &
= A2 (27) 2 exp {—5)\2 (x; — u)2}
i=1
= )\g (277)_% exp {—%)\ [Z r? — Quin + nuZ] }
i=1 i=1

donde 7, 2 y 37, x; son estadisticos suficientes para p y .

Uno de los principales objetivos es hacer inferencia de manera Bayesiana para los
parametros para g y A, es decir, analizar la distribucién posterior

L A z)m(p, A)
A ) = A T2 m G Ndpdh (2.1.5)
o< Lp, A [ z)m (1, A)

En el siguiente capitulo se mostrara la forma de realizar dicha inferencia tanto para el
modelo univariado como para el modelo multivariado.
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2.2. El modelo Normal Multivariado

Un vector aleatorio continuo £ = (z1,...,z,) € RP, tiene una distribucién normal
multivariada de dimensién p, con pardmetros g y A (donde pp = (pu1,...,4,) € RP y
A es una matriz simétrica y positiva definida de dimensién p X p), si su densidad de
probabilidad N,(z | p, A) es:

1 _p 1
Nyfa | N) = W2 2m)F exp {5 (@~ w) Ao — ) (2.2.1)
Con vector de esperanza:
Elz]=p (2.2.2)
Y con matriz de covarianzas:
Cov[z] =A~" (2.2.3)

Dentro de las distribuciones multivariantes la distribucion normal multivariada es
de especial importancia ya que es la generalizaciéon de la distribuciéon normal univa-
riado, por lo que, muchas de sus propiedades destacables seran extensiones naturales
de las antes vistas para el caso univariado. Una propiedad destacable propia del caso
multivariado seria que si & ~ N,(u, A), entonces cada componente z; ~ N(p;, ;) esto
para cada:=1,2,...,py donde cada \; es el elemento i-ésimo en la diagonal principal
de la matriz de covarianzas A, ver mas en [Montanero, 2018].

En la Figura 2.2 se muestra el grafico de puntos de un conjunto de datos & prove-

nientes del modelo normal estandar bivariado, es decir, x ~ Ny ((8) ) (é ?))

0.0%

Figura 2.2: Grafico de puntos de la normal estdndar bivariada.
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2.3. Un modelo no-paramétrico

El modelo de mezclas es un modelo probabilistico conocido por su flexibilidad e im-
portantes ventajas, ver mas en [Lindsay, 1995], es justo esta flexibilidad la que permite
aproximar problemas no paramétricos, por lo que también suelen denominarse modelos
semiparamétricos. Este modelo suele considerar la existencia de subpoblaciones dentro
de una poblacién general y consiste en una distribucion de probabilidad que es una
combinacion convexa de varias distribuciones. Por lo tanto, hay distintas variantes,
por ejemplo hay modelos de mezclas finitas o infinitas ya sea de la misma distribucion
o distribuciones distintas, es decir, todas las distribuciones pueden ser discretas, todas
continuas o combinadas. En particular en el presente trabajo de tesis se esta interesado
en un modelo de mezclas infinito y cuyas distribuciones (continuas) sean iguales, es
decir, estamos interesados en el modelo de mezclas infinitas de distribuciones normales
univariadas y multivariadas. Cabe senalar que el motivo de presentar por separado el
caso univariado del multivariado, cobrara sentido en el siguiente capitulo al mostrar la
forma de realizar inferencias sobre los parametros correspondientes a cada caso.

El modelo de Mezcla Infinita de Normales Univariadas

Una variable aleatoria continua x € R, tiene una distribucién de mezcla infinita
de normales univariadas, con vector de pesos w = (wq,ws,...) y pardmetros g =

(1, pray - .) ¥ A= (A1, Ag, .. .), si su densidad de probabilidad f (z | w,u, A) es:
flzw,pA) =Y wN (x|, \;) (2.3.1)
i=1
Donde cada N (x| p;, A;) es como 2.1.1 y ademés Y22, w; = 1.

En la Figura 2.3 se puede observar el histograma de una mezcla de normales uni-
variadas con tres componentes.

Mezcla de Normales Univariadas

9000~

6000~

X2

3000-

' ' ' ' ' ' '
-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 2.3: Histograma de una mezcla de normales univariadas con tres componentes.
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El modelo de Mezcla Infinita de Normales Multivariadas

Un vector aleatorio continuo & = (xy,...,x,) € RP, tiene una distribucién de mezcla
infinita de normales multivariadas de dimension p, con vector de pesos w = (wy, we, . . .)
y pardmetros g = (41,M2,...) ¥ A = (A1, A2,...), si su densidad de probabilidad
flx]w,pA)es:

f@|w,p) = wN, (| pi,\) (2.3.2)
i=1
Donde cada N, ( | i, A;) es como 2.2.1 y ademas >.2° w; = 1.

En la Figura 2.4 se puede observar el grafico de puntos de una mezcla de normales
bivariadas con cuatro componentes.

Figura 2.4: Grafico de puntos de una mezcla de normales bivariadas con cuatro com-
ponentes.

Podemos observar que los modelos de mezclas son multimodales teniendo asi la ca-
pacidad de modelar situaciones mas complejas y reales. El principal problema y causa
de la complejidad en este tipo de modelos es la coleccion infinita contable de parame-
tros {w, i, A} para los que hay que realizar inferencias.

Es importante mencionar que deben considerarse métodos de computacion intensi-
va para inferir en modelos de mezclas, tales como, los métodos MCMC, algoritmos EM,
entre otros. El enfoque bayesiano que utilizan los métodos MCMC nos permiten trans-
formar la estructura compleja de un modelo de mezclas en un conjunto de estructuras
simples utilizando variables latentes. No debemos olvidar que el principal objetivo es
modelar, por lo que, aunque exista un problema de identificabilidad este no impactara
de manera significativa este estudio.
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Procesos Dirichlet

En la teoria de probabilidad los Procesos Dirichlet son una familia de procesos es-
tocasticos cuyas realizaciones son distribuciones de probabilidad, es decir, un proceso
Dirichlet se puede entender como una variable aleatoria cuyo soporte son variables
aleatorias, ver més en [Ferguson, 1973]. El proceso Dirichlet denotado como D(c, Fp)
se especifica mediante una distribuciéon base F, y un ntmero real positivo ¢ llamado
pardametro de concentracién (también conocido como pardmetro de escala), la distri-
buciéon base es el valor esperado del proceso, es decir, el proceso de Dirichlet dibuja
distribuciones “alrededor” de la distribucién base. Sin embargo, incluso si la distri-
bucién base es continua, las distribuciones extraidas a partir de proceso de Dirichlet
seran casi seguramente discretas, ver més en [Blackwell et al., 1973],y es justamente el
parametro de escala quien especifica qué tan fuerte es esta discretizacion.

Una aplicacion particularmente importante de los procesos de Dirichlet es como
una distribucién de probabilidad previa en modelos de mezclas infinitas ya que son el
conjugado previo para distribuciones discretas infinitas y no paramétricas. Entonces
en el presente trabajo de tesis, se propone utilizar los procesos Dirichlet para llevar a
cabo la inferencia sobre las colecciones infinitas {w, g, A} de pardmetros de los modelos
propuestos. Cabe sefialar que los resultados presentados a continuacién para el modelo
univariado, son completamente equivalentes para el modelo multivariado.

Representacion Stick-Breaking

Se sabe que una medida de probabilidad P se puede elegir de D(c, Py) y que bajo
un esquema de muestreo atribuible a [Sethuraman and Tiwari, 1982] e involucrando el
llamado proceso stick-breaking, se puede representar como:

P = w;dy, (2.3.3)

=1

donde dy, denota la medida con una masa puntual de 1 en ¢; = {5, A;}.Y donde
ademas los pesos w; serdn obtenidos mediante el proceso stick-breaking el cual se dara
mas a detalle en el siguiente capitulo.

El modelo de Mezclas de Procesos Dirichlet

Como ya se menciono las distribuciones aleatorias generadas por los procesos Diri-
chlet son discretas casi seguramente, por lo tanto, un modelo de mezclas de procesos
Dirichlet(MDP) se basa en la idea de construir funciones de distribucién absolutamente
continuas. Asi, el modelo propuesto se puede establecer como:

[ (@ P)= [ N | X)dP(u,X (23.4)
Esta construccién de funciones de distribucién absolutamente continuas se considero

por primera vez en [Lo, 1984]. Luego, a partir de la ecuacién 2.3.3 para P, el modelo
de la ecuacién 2.3.4 se puede representar como:

fw p,X) =3 wiN (x| 1, A) (2.3.5)
j=1
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Entonces realizar inferencias sobre las colecciones infinitas de parametros en los modelos
de mezclas infinitos propuestos en las ecuaciones 2.3.1 y 2.3.2 se reduce a realizar
inferencias en el modelo MDP, en otras palabras por el enfoque utilizado, se reduce a
obtener muestras del modelo MDP. Esto se lograrda mediante la propuesta de Walker
en [Walker, 2007], que practicamente se basa en muestrear el Modelo de Mezclas de
Procesos Dirichlet mediante un Gibbs Sampling a través de la inclusion de variables
latentes.






Capitulo 3

Inferencia Bayesiana del Modelo

Una de las principales ventajas de la metodologia bayesiana es que evita el “sobre-
ajuste” y con esto desvanece la dificil tarea de ajustar la complejidad del modelo. Por
eso se comienza con la inferencia Bayesiana para el modelo normal univariado y mul-
tivariado, misma que serd incluida en la inferencia del modelo propuesto. Por tltimo,
se presenta la inferencia al modelo de mezclas asi como el algoritmo para llevar a cabo
la implementacion del mismo.

3.1. Inferencia para el Modelo Normal

El modelo normal es uno de los modelos de probabilidad mas importante y sin duda
alguna el mas estudiado, por lo tanto, se cuenta con una amplia documentacién con
respecto a la inferencia de sus pardmetros, tanto para el enfoque clasico como para el
enfoque Bayesiano. Recordemos que bajo la metodologia Bayesiana proponer distintas
distribuciones iniciales conducira a obtener distintas distribuciones posteriores, por ese
motivo, en el presente trabajo de tesis se buscaron iniciales de tal forma que las poste-
riores fuesen lo mas adecuadas posibles.

Por otro lado el objetivo principal de este capitulo es realizar inferencias sobre el
modelo propuesto, es decir, sobre el modelo de mezclas infinitas. Por lo tanto, pa-
ra el modelo normal tnicamente se presentan las distribuciones posteriores obtenidas
con las distribuciones iniciales propuestas en [Bernardo and Smith, 2009], si el lector
desea obtener informacion sobre los calculos de estos resultados puede ver mas en
[Geisser and Cornfield, 1963]. Las inferencias presentadas a continuacién tienen la par-
ticularidad de ofrecernos distribuciones posteriores marginales y completamente especi-
ficadas, esto resulta muy conveniente al momento de la implementacién computacional.

3.1.1. Inferencia para el Modelo Normal Univariado

Dada una muestra aleatoria * = {x1,29,...,2,} con z; € R para toda i =
1,2,...,n y los hiperpardametros “a, 8”7 y “ug,no”, para las siguientes distribuciones
iniciales respectivamente:

T(A)=Ga(\]| a,p) (3.1.1)
7 () A) = N (| 10 moN) (3.1.2)

35
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Se obtiene las siguientes distribuciones posteriores:

m(u|z) =St <,u | fins (0 + ng) (a + ;n) 3.1 2a +n) (3.1.3)

ﬂM|$):CM<A|a+;n4%) (3.1.4)

donde
fin = (no 4+ n) " (nopo + nT)

1 1 _
5n=5+§n52+§(n0+”) "non (po — 7)°

y los estadisticos utilizados son T =n"' 30"z, y s2 =n"' 30 (v — T)%

Entonces observamos que la inferencia implementada para el modelo normal univa-
riado hace uso de las distribuciones Normal Univariada, Gamma y Student Univariada.

La distribucién Normal Univariada ya fue formulada en 2.1.1, por lo tanto, a con-
tinuacion se formulan las distribuciones Gamma y Student Univariada.

Distribucion Gamma

Una variable aleatoria continua = € R, , tiene una distribucion Gamma, con pa-
rametros a y 8 (donde o > 0y 8 > 0), si su densidad de probabilidad Ga(z | «, 3)
es:

Ga(z | o, B) = Ff;xa—lexp{—ﬁx} (3.1.5)
Con esperanza:
E[z] = g (3.1.6)
Y con varianza: o
Vie = 5 (3.1.7)

Distribuciéon Student Univariada

Una variable aleatoria continua x € R, tiene una distribucion Student univariada,
con parametros g, Ay a (donde € R, A > 0y a > 0), si su densidad de probabilidad
St(z | u, A\, ) es:

&@JMA@Q:FCﬁn)<A>;P+;A@—uf]m?) (3.1.8)

o

Con esperanza:
Efz] = p (3.1.9)

Y con varianza:

Viz] = A~ <<a62)> (3.1.10)
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3.1.2. Inferencia para el Modelo Normal Multivariado

Dada una muestra aleatoria = {x,Zs,...,2,} con x; € R donde p > 2 para toda
i=1,2,...,ny los hiperparametros “o, 87y “pg, ng”, para las siguientes distribuciones
iniciales respectivamente:

TA) =Wi,(A| o, B) (3.1.11)
T ([ A) = Np (1| pro, 0A) (3.1.12)

Se obtiene las siguientes distribuciones posteriores:

(] @) =Sty (| pn, (n+10) @B, 200,) (3.1.13)
, 1
T\ z) = Wi, <,\ | a+2n,,3n> (3.1.14)

donde
pn = (no +n) " (nopo + )

Bu= B+ 38+ 5 (no+n) " nan (o — ) (o — '

1 1( )
ap,=a+-n——=(p—
" TP

y los estadisticos utilizados son Z=n"'3" 2, vy S =30, (z; — T)(z; — T)".

Entonces observamos que la inferencia implementada para el modelo normal mul-
tivariado hace uso de las distribuciones Normal Multivariada, Whishart y Student
Multivariada.

La distribucién Normal Multivariada ya fue formulada en 2.2.1, por lo tanto, a
continuacion se formulan las distribuciones Whishart y Student Multivariada.

Distribucion Wishart

Una matriz x simétrica y positiva definida de cantidades aleatorias x;; = x;;, para

1,7 =1,...,pconp = 2, tiene una distribucién Wishart de dimensién p, con pardmetros
ay B (donde 2a > p—1y B es una matriz simétrica y no singular de dimension p X p),
p(p+1)

si la densidad Wi,(z | «,8) del vector aleatorio "5~ dimensional de las entradas de
x es:

—p(p—1
Wiy | o, B) = g 2T exp {—tr (Bz)} (3.1.15)
PiT(3R2a+1-1)
Con esperanza:
Ez] = a8 (3.1.16)
Y con el elemento ij** de su matriz de covarianzas:
Cov [z;;] = % (0 + iia;) (3.1.17)

Donde o;; es el elemento 75 de la matriz de covarianzas ¥ = 7.
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Distribucion Student Multivariada

Un vector aleatorio continuo £ = (z1,%2,...,7,) € RP con p > 2, tiene una
distribucién Student multivariada de dimensiéon p, con pardmetros g, A y o (donde
= (ft, f2, ..., 1) € RP, X es una matriz simétrica y positiva definida de dimensién
pxpy a>0),sisudensidad de probabilidad St,(z | g, A, @) es:

T ((a+p)) _l(atp)

1
Sty(@ | A 0) = A A DY) BRSBTS
2

Con esperanza:
Ez] =p (3.1.19)

Y con matriz de covarianzas:

Cov[z] = A~ <(a - 2)> (3.1.20)

3.2. Inferencia para el Modelo no-paramétrico

A continuacién retomaremos el modelo propuesto en las ecuaciones 2.3.1 y 2.3.2,
con el propoésito realizar inferencias sobre sus parametros. Nétese que, aunque los para-
metros asociados al modelo en cualquiera de los casos (univariado o multivariado) es la
coleccion infinita {w, u, A}, en el fondo, el pardametro de interés es el modelo subyacente
a los datos, es decir, el modelo de mezclas.

Antes de comenzar con la inferencia, recordemos que los modelos de mezclas ofrecen
una gran versatilidad en la descripciéon de datos, lo que los convierte en herramientas
ampliamente utilizadas, sin embargo, no fue hasta que [Escobar and West, 1995] pro-
pusieron una implementaciéon computacional, que se generd un aumento en el interés
por este tipo de modelos. Una vez mas, aunque los resultados presentados a continua-
cion se hacen para el modelo de mezclas univariado, son completamente equivalentes
para el modelo multivariado.

Comenzamos obteniendo los pesos involucrados en la ecuacion 2.3.3 mediante el
proceso stick-breaking:

w1 =
wi=v [[1—w) ¥ji>1 (3.2.1)
1<j
donde las variables vy, 15, ... son variables aleatorias independientes e indeticamente

distribuidas Beta(1,c), con ¢ el pardmetro de escala del proceso Dirichlet.

Luego para llevar a cabo inferencias sobre el modelo propuesto, hemos visto que ne-
cesitaremos obtener muestreas el modelo de Mezclas de Procesos Dirchlet (MDP), para
esto se utiliza el método dado por Walker en [Walker, 2007], el cual propone muestrear
el modelo MDP a través de un Gibb Sampling en donde cada iteracién estard basada
en el esquema Slice Sampling, que se ocupara de la infinitud mediante la inclusiéon de
variables latentes. Por lo tanto, se necesitan especificar todas las condicionales finales
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completas de los parametros involucrados. En principio se deberian muestrear, en cada
paso del Gibbs Sampling, toda la coleccién infinita de pardmetros {w, g, A}, sin embar-
go, como se vera a continuacion, solo sera necesario muestrear un conjunto finito de
parametros.

Entonces para estimar el modelo via un Gibbs Sampling, se introduce una variable
latente u tal que la densidad conjunta de (z,u) dado (w, u, A) estd dada por

f(l',U|UJ,[l/, Zﬂ u<w] ’Illu]? ) (322)
7j=1

donde 1(-) es la funcién indicadora sobre la condicién (-).

La introduccién de la variable latente u es crucial en el proceso de inferencia puesto
que permite lidiar con el problema de la “infinitud” en cada paso del algoritmo.

Claramente, la integracién sobre u nos devuelve la densidad deseada f(x | w,pu,A),
por lo tanto, la densidad conjunta existe y también existird una densidad marginal
para u. Alternativamente podemos escribir la ecuacion 3.2.2 como:

Flou o) = S w; U | 0,w))N(z | a5 A) (3.2.3)
i—1

Asi, con probabilidad wj,  y u son independientes, por lo tanto, la densidad marginal
para u esta dada por:

=Y w;U(u | 0,w;)

1 (3.2.4)
Z I(u < wy)

j=1

Por otro lado, si se define el siguiente conjunto:

Alu |w) ={j:w; > u}

entonces la ecuacién 3.2.2 se puede escribir como:

flulwpm )= > N(z|p,)) (3.2.5)
j€A(ulw)
Por lo tanto:
flz,ulw,p,A)
T u,w, A =
o | X) =

_ Yjealw) N(@ | 115, A5)
_ Z°° <o) (3.2.6)

Z N:E|/L], )

flu]w) | W) jeAtu)

Asi, dada la variable u se tiene un modelo de mezcla finita con pesos todos iguales a
1/f(u | w). Por lo tanto pasar de una suma infinita a una suma finita, dada u, va a
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hacer mucha diferencia cuando se trate de un muestreo.

Luego, es comtn en el contexto de mezclas, introducir variables latentes indicadoras
z; que indiquen el componente de la mezcla al cual pertenece la observaciéon x; para
todai=1,...,n.

Por lo tanto, consideremos la siguiente densidad conjunta:
flr,z=k,u|w,p,A) = N(x | ug, \p)1(k € A(u | w)) (3.2.7)

Entonces, la verosimilitud completa basada en una muestra de tamano n se ve facil-
mente como:

iy i, zi = ki [wop, A) = TTN (@i | gy M) 1 (s < wi,) (32.8)

=1

A continuacion se presenta el conjunto de funciones de densidad condicionales finales
completas que se necesitan para poder implementar el Gibbs Sampling.

Densidades condicionales finales completas

1. Parai=1,2,...,n se tiene:
flui | --) ~ U0, wi,)
2. Para j =1,2,... se tiene:

(g, A | -0 ) = fluga A |-+ ) o< Polpg, Aj) Tl N (5 | g, Aj)

Si no existiera un k; igual a j entonces (15, A;) se debe simular de su respectiva
distribucién inicial Py(pj, Aj) = 7(pg, Aj) = 7(p; | Aj)m(A;), es decir, el producto
de las densidades dadas por las ecuaciones 3.1.2 y 3.1.1 para el caso univariado
o por las ecuaciones 3.1.12 y 3.1.11 para el caso multivariado.

3. De la verosimilitud 3.2.8 se tiene:

i=1 I<k;
Recordando que:
w1 =M
wj=v; [[1—-w) Vji>1
1<j

Por lo que, de la coleccién infinita de {v} solo las v; < k*, donde
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k* = max{ky, ko, ..., kn}, seran afectadas y solo para esos indices se muestrean
de la distribucién condicional final completa, las cuales estan dadas por:

7(v;) o Beta(a;,b;)
donde

n n

aj:1+Z]l(zi:j) y bj:oz+Z]l(zi>j)

i=1 =1

Sin embargo, para los v; con j > k*, v; ~ Beta(1,c).

4. De la densidad 3.2.8 se tiene:
P(zi=Fk| ) o< N(xi | p, \e) 1 (K € A(u;|w))

Los valores que toma cada z; es sobre un conjunto finito, el cual es de la forma {k :
wi > u;}. Por lo que solo se necesitan muestrear tantos wy, hasta asegurar que se tienen
todos los wy > u; para toda i = 1,...,n. Para encontrar todos los w; en cada paso del
algoritmo, se propone muestrear k* pesos w; hasta que se cumpla que

k*
dwi>1—u
j=1

donde u* = min{uy,us,...,u,}. Ya que con lo anterior se garantiza que todos los wy
con k=1,...,k* cumplan con wy > u; para toda ¢ =1,...,n.

Ahora bien, aunque se esta utilizando en su totalidad el algoritmo dado por Walker
en [Walker, 2007], vamos a complementarlo con una propuesta mas eficiente de dicho
muestreo realizada por Kalli en [Kalli et al.; 2011], la cual seniala que si se considera
la densidad conjunta dada por la ecuacion 3.2.8 se presentan varios problemas con el
muestreo debidos en parte a la correlacion entre las variables u y w. Adicionalmente
senala que la actualizacion de u puede llevar a simular mas pesos w de los necesarios. Por
lo anterior proponen considerar un Slice Sampling mas general definiendo la siguiente
densidad conjunta:

flrz=ku|w pw) =& 1 (u< E)wiN(z | i, Ae) (3.2.9)

donde &1, &, &3, ... es una sucesion determinista de valores positivos decreciente. Al-
. . . _1 o
gunas opciones que producen muestreos eficientes son §; = (1 —k)x’ "' con Kk =1/2'y

gj = e_j.

Asi, la verosimilitud para los datos completos basada sobre una muestra de tamano
n esta dada por:

fzi, 2 = kiywi}iey | & w,m,X) = T] Wus < &)wn, /&6, N (i | prg, M) (3.2.10)
i=1

Si € y v son condicionalmente independientes entonces las condicionales completas para
la implementacion del Gibbs Sampling, puedan ser especificadas de la siguiente manera:
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1. Para 5 =1,2,... se tiene:

FQgs Aj 1) o N | pos o) Ga(Ag | v, 8) Ty N (i | 115, Aj)
2. Para j =1,2,... se tiene:

f(v;|--+) o Beta(v; | a;,b;), donde:

aj =1+3 1(z = j) y bj =c+ X Lz > Jj)

3. Parai=1,2,... n se tiene:
flui| ) o< (0 < u; < &)

4. Pr(zi=k|---) o< 1(k : & > wj)wi /&N (x; | pr, Mi)

Entonces para proceder con la cadena solo se necesita muestrear hasta un entero N para
el que se han encontrado todos los k£ apropiados para realizar el paso 4 exactamente.
De hecho es facil encontrar el conjunto de k requeridos, ya que sera del tipo {1,..., N}
donde N = max{N;} y N; es el entero méas grande [ para el cual & > w;. Para mayores
detalles del algoritmo el lector puede consultar [Kalli et al., 2011].



Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo ilustraremos el potencial que puede tener el Modelo de Mezclas
de Normales Multivariadas en la descripcion de datos composicionales. Comenzaremos
con una serie de ejemplos con datos simulados, con el objetivo de evaluar la eficiencia
del modelo. Lo anterior, a través del analisis de la distribucion predictiva. Seguido
de esto se pondra a prueba el modelo con un conjunto de datos reales derivado de
ejercicios de Conteo Rapidos realizados por el Instituto Nacional Electoral (INE) en
México. En este caso, ademas de ofrecer la distribucién predictiva como una descripcion
al comportamiento de la poblacion, se ofrece un estimador puntual, una regiéon de
probabilidad e intervalos de probabilidad marginales para el parametro de interés que
es la proporciéon de votos de las fuerzas electorales involucradas en dicho proceso.

4.1. Datos Simulados

A continuacién presentamos dos ejemplos con datos simulados, con el fin de evaluar
y analizar la metodologia propuesta. Ambos ejemplos, representan patrones de datos
poco convencionales, el primero representa un patrén de datos bastante complejo de
modelar y el segundo representa un patrén de datos bastante extremo al momento de
recuperar ciertas caracteristicas de la poblacion de la que proviene. En cualquier caso,
como se podra ver, la metodologia propuesta es capaz de describir adecuadamente las
caracteristicas de los datos.

Ejemplol: Una mezcla de Normales Bivariadas

El primer conjunto de datos simulados lo construimos a partir del siguiente modelo
de mezclas de normales bivariadas con 3 componentes:

z ~ f(zlw,p,A) donde,

3
f(.’r|w,y,,)\) = ZW’LNQ(:E“‘I’Z?)‘%)?

i=1
y cuyos parametros son los siguientes:

Pesos: w; = 0.34, wy = 0.33 y w3 = 0.33

43
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. -0.8 0 0.8
Medias: p1 = <—0.8>’ K2 = <1> Yy U3 = (—0.8)

Precisiones: Ay = (500 50()), Ay = (500 50()) Y As = (500 50()>

Muestra

A partir de este modelo se genera una muestra de tamano 500 a la que llamaremos
Xsim1, notemos que la muestra estd en R? y por lo tanto podemos visualizarla en el
diagrama de dispersion de la Figura 4.1.

Datos Simulados 1
1.5-

o :::'o .‘J" o
° © o
1.0- RN s o g °° °
o ° C3 9°
° ‘. 8 @ '§‘. o:
o %% 800’0 2o °
° %% o ©
°
0.5-
N
x
0.0-
e
o o
-0.5- o o
'..‘o..;.:o.0o. o 2% o0 8
° o © o040 © °®0 ® °
= 00, o o o, o "*’ '.o.‘
© “o’ A % o0 o o°.o‘o¢':°\."
oo‘o.ﬁ' " % ‘ : o .’ °® { &
-1.0- oo, o.'.g' o ® o5 o &3 o
° ° ° ©o00
° oo
-1.0 -05 0.0 05 10
X1

Figura 4.1: Muestra Xgim1(Azul).

Posteriormente, para obtener una muestra Ygim1 de datos composicionales le apli-
camos la transformacion ilr~! a Xgimi1, es decir, Ysimi = ilr 1 (Xgsim1) la cual ya se
encontrard en S* y por lo tanto podemos visualizarla en el diagrama ternario de la
Figura 4.2.

Podemos observar que se trata de una muestra de datos composicionales con un
patron bastante peculiar que trataremos de modelar con la metodologia propuesta.
Para lo anterior, especificaremos todos los insumos necesarios necesarios para llevar
a cabo la implementacion de la metodologia propuesta y asi obtener una muestra de
la distribucién predictiva final. Observemos que un paso previo seria pasar la muestra
Ysim1 de datos composicionales a los nimeros reales bajo la transformacion #lr pero
esto ya lo tenemos en Xgjn1 por la manera en como se construyo la muestra.

Especificacién de los parametros del algoritmo

A continuacién se especifican los valores de arranque que tomaran los parametros
y demas valores numéricos requeridos para la implementacién del andlisis correspon-
diente.
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Figura 4.2: Muestra Ygim1(Azul).

Comenzamos especificando en la Cuadro 4.1 los hiperparametros del modelo normal,
es decir, especificando distribuciones iniciales para g y A.

Distribucién Inicial Hiperparametros

0
X~ No(po,mod) | 0~ (0>

TL():]_

a = 1.00033

g _ (1000330
—\ 0 100033

Cuadro 4.1: Hiperparametros utilizados en el algoritmo.

A~ Wis(a, B)

Después de especificar la distribucién inicial, cuya justificacion se dara mas adelante,
en el Cuadro 4.2 se especifican los valores de arranque (numérico) necesarios para correr
el algoritmo asociado.

¢ | kani | Burn | Conv | Lag | sizeMCMC
3 3 1,000 | 179,000 | 10 2,000

Cuadro 4.2: Valores de arranque utilizados en el algoritmo.

Para este ejemplo, se considera un periodo de calentamiento de 1,000 iteraciones
seguidas de 179,000 iteraciones para alcanzar la convergencia y solo a partir de ese
momento se toma una muestra de la distribuciéon predictiva final de tamano 2,000
cada 10 iteraciones; realizando asi un total de 200,000 iteraciones del algoritmo. Los
valores de arranque para c y k.int son el resultado de realizar miltiples combinaciones
y corridas del algoritmo tanto con datos simulados como con datos reales, obteniendo
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con estos un equilibrio entre tiempo de computo y el ajuste de la distribucién predictiva
final.

Distribucion Predictiva

Asi, tras un tiempo de computo de 7.6 horas el algoritmo obtiene una muestra de
tamafo 2,000 tanto de la distribucién predictiva final en R? que llamaremos Xpredsimi,
como de valores k y kO que representan el nimero de componentes muestreados y no
vacios, respectivamente, en cada paso del algoritmo. La muestra de la distribucion
predictiva final puede ser visualizada junto a la muestra de los datos originales Xgjm1
en el diagrama de dispersion de la Figura 4.3.

Datos Simulados 1

X2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
X1

Figura 4.3: Muestra de la distribucién predictiva final Xpredsim1(Rojo) junto a la
muestra original de datos Xgim1(Azul).

Bajo la transformacién ilr—! podemos obtener a Ypreasimi = 7 (Xpredsim1),
misma que podemos visualizar junto a la muestra Ysim1 en la Figura 4.4.
Podemos observar que la muestra de la distribuciéon predictiva final es capaz de mode-
lar adecuadamente los tres ciimulos que inicialmente son una de las caracteristicas que
maés resalta en este primer conjunto de datos simulados, sin embargo, también podemos
notar que existen algunos puntos que se alejan demasiado de dichos cimulos estando
incluso en los lados y vértices del diagrama ternario.
Esto puede deberse a la falta de convergencia por parte de la cadena generada por
el algoritmo, recordemos que para poder afirmar que la muestra Xpredsim1, obteni-
da a partir de dicha cadena, proviene de la distribucion predictiva final del modelo
propuesto, se requiere que los valores de dicha muestra sean tomados a partir de la
convergencia de esta y ademas deben ser tomados de tal manera que estén lo menos
autocorrelacionados entre si.
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Datos Simulados 1
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Figura 4.4: Muestra de la distribucién predictiva final Ypredasim1(Rojo) junto a la
muestra Ygijm1 (Azul).

Anailisis de Convergencia y Autocorrelacion

En la Figura 4.5 se analizan graficamente los promedios ergdédicos y autocorrela-
ciones de k£ y k0 como herramienta para monitorear la convergencia de la cadena y
la autocorrelacion entre los valores de la muestra obtenida por el algoritmo. Se puede
observar que la autocorrelacion entre los valores de las muestras para ambos para-
metros es pequeno y que a pesar de que los promedios ergbédicos muestran pequenas
fluctuaciones, estos son ya a una escala muy pequena.

Regién de Probabilidad

Una vez que se tiene una muestra de la distribucion predictiva final estamos en
posibilidad de llevar a cabo inferencias sobre caracteristicas poblacionales. Comenza-
mos obteniendo una region de probabilidad a través de una aproximacion por kernel
normal (Ver, por ejemplo, ...) a la densidad de la muestra de la distribucion predictiva
final. Las curvas de nivel de dicha aproximaciéon pueden visualizarse en la Figura 4.6,
conjuntamente con las muestras Xsim1 ¥ Xpredsim1- Entonces, para obtener la region
de probabilidad tomamos los puntos de la curva de nivel que acumula una probabilidad
del 95% v los llevamos al simplex bajo la transformacién ilr—!. Asi, la correspondiente
region de probabilidad junto con la muestra Ygimi se pueden visualizar en el diagra-
ma ternario de la Figura 4.7. En la Figura 4.7 se puede observar cémo esta region
de probabilidad, derivada de la distribucion predictiva obtenida bajo la metodologia
propuesta, describe adecuadamente el comportamiento general de los datos. Particu-
larmente, la region esta conformada por tres componentes, uno para cada uno de los
cumulos caracteristicos del conjunto de datos simulados.
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Figura 4.5: Anélisis de convergencia y autocorrelacion para los datos simulados 1.

Datos Simulados 1

X2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
X1

Figura 4.6: Muestra Xgjm1(Azul) y muestra de la distribucion predictiva final
Xpredsim1 (R0jo) junto a las curvas de nivel de su densidad estimada.
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Datos Simulados 1
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Figura 4.7: Regién de probabilidad(Rojo). Muestra (simulada) de los datos originales,
YSiml (AZUI) .

Intervalos de Probabilidad Marginales

La regién de probabilidad nos brinda informaciéon conjunta de las componentes
pero en ocasiones resulta conveniente contar con informacion marginal, por lo que a
continuacion se obtendran intervalos de probabilidad marginales para cada una de las
componentes involucradas. Asi, tomando marginalmente para cada componente de la
muestra Ypredsimi 10S quantiles que acumulan 2.5 % de probabilidad en sus extremos,
obtenemos los limites inferior y superior de los intervalos de probabilidad marginales,
estos se muestran en el Cuadro 4.3.

’ Intervalos de Probabilidad Marginales ‘

Componente || Inferior Superior
Y1 13.42% 72.70 %
Y2 13.71 % 72.45 %
Y3 09.34 % 69.74 %

Cuadro 4.3: Intervalos de probabilidad marginales para cada componente.

Una forma de evaluar estos intervalos es procediendo de la misma manera como
se obtuvo en un principio la muestra Ygijmi. Asi, se genero una muestra de tamano
100,000 y la consideraremos como nuestra poblacion, a continuaciéon obtuvimos los
correspondientes intervalos marginales, los cuales se muestran en el Cuadro 4.4.
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’ Intervalos Poblacionales ‘

Componente || Inferior | Superior
Y1 14.68% | 70.38%
Y2 14.73% | 70.39 %
Y3 10.51% | 68.41%

Cuadro 4.4: Intervalos marginales para la poblacion.

Se puede ver que los intervalos de probabilidad marginales obtenidos a través de la
muestra de la distribuciéon predictiva final contienen a los intervalos poblacionales.

Todos los resultados anteriores muestran que con la metodologia propuesta se pue-
den describir adecuadamente datos composicionales con comportamientos no estandar.

Breve justificacion de la especificacion inicial

Por ultimo daremos una breve justificacion a la eleccion de los hiperparametros del
Cuadro 4.1 que especifican las distribuciones iniciales del modelo base normal involucra-
do en la metodologia propuesta. Desde un inicio comenzamos eligiendo hiperparametros
que determinaran distribuciones iniciales no informativas en R?, para u y A, obteniendo
resultados como los mostrados en la Figura 4.8, donde es evidente la alta variabilidad
que contiene la muestra de la distribucién predictiva final en el simplex unitario. El
comportamiento anterior, se atribuye principalmente a la falta de convergencia por
parte de la cadena que al proceso estocastico.

Datos Simulados 1

-70.0

S

e g 60.0

Figura 4.8: Muestra de la distribucién predictiva final Ypredasimi(Rojo) junto a la
muestra de datos orignales Ygimi(Azul). Andlisis derivado con distribuciones iniciales
no informativas en R2.

Asi, como una forma de analizar el impacto de la especificacion inicial en la con-
vergencia del proceso, en la Figura 4.9 se muestran los resultados obtenidos con distri-
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buciones iniciales informativas (en R?). En este caso se puede observar que la muestra
de la distribucién predictiva final tiene muy poca variabilidad.

Es importante senalar que ambos resultados se obtuvieron utilizando los mismos
valores de arranque del Cuadro 4.2, entonces ademas de comparar la variabilidad tam-
bién podemos comparar entre otras cosas el tiempo de computo, que resulta ser casi
del doble para las iniciales no informativas que para las iniciales informativas. En este
punto se debe recordar que en el problema de inferencia para modelos no-paramétricos
(mezclas infinitas contables de densidades), la distribucién inicial juega un papel cru-
cial en el andlisis (como queda de manifiesto en este ejemplo). Derivado del analisis
anterior, se propuso establecer una especificaiéon inicial no informativa en el simplex
y no en R2. Lo anterior, derivo en las iniciales especificadas por los hiperpardmetros
del Cuadro 4.1. Adicionalmente, con esta especificacién, se obtiene un equilibrio entre
la variabilidad de los resultados mostrados en las Figuras 4.8 y 4.9, llegando incluso a
mejorar entre otras cosas el tiempo de computo.
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Figura 4.9: Muestra de la distribucién predictiva final Ypredasim1(Rojo) junto a la
muestra Ygsim1(Azul) con distribuciones iniciales informativas.

Ejemplo 2: Un mezcla de Gammas trivariadas

Para este segundo ejemplo, se simulo un conjunto de datos a partir del siguiente mo-
delo de mezclas de 2 componentes de distribuciones Gammas Proyectadas trivariadas
(Ver, Nufiez-Antonio y Geneyro, 2019) .

0~ f(Olw,a,B) donde,

3
f(GICU,a,ﬂ) = ZwiGP3(0|ainBi)a

i=1

con parametros dados por:
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Muestra

A partir de la especificaiéon anterior, se genero una muestra de 250 datos composi-
cionales a la que se le denominara Ysijmz, la cual se puede visualizar en el diagrama
ternario de la Figura 4.10. Cabe senalar que dichos datos composicionales son ternas
positivas de 8 “s bajo el operador clausura.
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Figura 4.10: Muestra Ygim2(Azul).

Se debe senalar que este conjunto de datos describen el comportamiento de datos
composicionales con un patron bastante extremo, el cual trataremos de modelar con la
metodologia propuesta en este trabajo.

Como primer paso, mapeamos la muestra de S* a R? mediante la transformacién
ilr, es decir, hacemos Xgimz = ilr(Ysimz2). Una vez en R? podemos visualizarla en el
diagrama de dispersién de la Figura 4.11 y podemos especificar todos los pardmetros
necesarios para llevar a cabo el algoritmo con el propésito de obtener nuevamente una
muestra de la distribucién predictiva final.
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Datos Simulados 2
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Figura 4.11: Muestra Xgimz2(Azul).

Distribucion Predictiva

Decidimos utilizar los mismo valores de arranque para todos los parametros del
algoritmo, es decir, utilizamos los valores que estan contenidos en los Cuadros 4.1
y 4.2 con la intenciéon de ser consistentes. Entonces, tras un tiempo de computo de
21.6 horas el algoritmo recorre 200,000 iteraciones, obteniendo una muestra de tamafo
2,000 tanto de la distribucién predictiva final en R? que llamaremos Xpredsim2, COMO
de valores k y kO que representan el nimero de componentes muestreados y no vacios,
respectivamente, en cada paso del algoritmo. La Figura 4.12 presenta la distribucion
predictiva final junto la muestra orignal Xgjms.

Posteriormente, bajo la transformacién ilr~ podemos obtener a
Y predsimz = i7" (Xpredsimz ), misma que podemos visualizar junto a la muestra Y sijmz
en la Figura 4.13. De la Figura 4.13 se puede observar que, la muestra de la distribucion
predictiva final presenta gran variabilidad.
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Datos Simulados 2
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Figura 4.12: Muestra de la distribucion predictiva final Xpredasimz(R0jo) junto con la
muestra original Xgima(Azul).

Datos Simulados 2

Figura 4.13: Muestra de la distribucién predictiva final Ypreasim2(Rojo) junto a la
muestra Ygimz(Azul).

Analisis de Convergencia y Correlacion

En la Figura 4.14 se analizan graficamente los promedios ergddicos y autocorrela-
ciones de k y k0, entonces podemos observar que la autocorrelacion entre los valores
de las muestras para ambos parametros en general es pequefa, la inestabilidad de los
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promedios ergddicos indica la falta de convergencia por parte de la cadena. Esto im-
pacta en la variabilidad de la muestra de la distribucién predictiva final, quizas en un
futuro para muestras con patrones tan extremos sea conveniente aumentar el niimero
de iteraciones tanto de calentamiento como de convergencia para mejorar dichos pro-
medios, asi como, aumentar el Lag con el que se toman los valores provenientes de la
cadena, para disminuir ain mas su autocorrelacion.
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Figura 4.14: Analisis de convergencia y autocorrelacién para los datos simulados 2.

Estimadores Puntuales

Al principio de esta seccién mencionamos el interés particular para este conjunto
de datos simulados, que es poder recuperar ciertas caracteristicas de la poblacién de la
)
que proviene. Entonces, asi como se obtuvo la muestra Ygijmz, Se genero una muestra
de tamano 100,000, la cual se considero como nuestra poblacién y obtuvimos la media
) )
poblacional, la cual es reportada en el Cuadro 4.5.

’ Media Poblacional ‘
Componente
Y1 Y2 Y3
92.14% | 07.84% | 00.02%

Cuadro 4.5: Media poblacional para cada componente.

Posteriormente, a partir de la muestra Xpreqasimz S€ obtienen los correspondientes
estimadores puntuales, Cuadro 4.6. A continuacién se da una breve descripcion de este
proceso.
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m Media: Se obtiene sacando la media marginal, es decir, por componente de XpredSim2,
para después pasar dicho valor al simplex bajo la transformacién ilr—!. Nétese
que resulta ser el centro muestral para datos composicionales.

m Mediana: Se obtiene sacando la mediana marginal, es decir, por componente de

X predsim2; para después pasar dicho valor al simplex bajo la transformacién ilr—!.

’ Estimadores Puntuales ‘

. Componente
Estimador 7T 75 v3
Media 91.58 % | 08.40% | 00.02%
Mediana || 92.76 % | 07.02% | 00.22 %

Cuadro 4.6: Estimadores puntuales propuestos para cada componente.

En los diagramas ternarios de la Figura 4.15 se representan visualmente estos es-
timadores puntuales junto con la media poblacional y la muestra Ygsjmz. Podemos
observar que la media resulta estar mas cerca del valor poblacional, entonces la me-
todologia propuesta al menos para tres componentes esta siendo capaz de recuperar
caracteristicas importantes en poblaciones con un comportamiento un tanto extremo.
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Figura 4.15: Media poblacional (Dorado) y muestra Ygimz(Azul). Estimadores pun-
tuales: media composicional (en Verde) y mediana marginal (en Rojo).
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4.2. Datos Reales

Conteo Rapido

El Conteo Rapido es un ejercicio cientifico estadistico, cuyo principal objetivo es
contribuir a dar certidumbre, confianza y transparencia a un proceso electoral, ofrecien-
do una estimacién de las tendencias de la votacién de alta calidad estadistica la misma
noche de la eleccién [Estok et al., 2002]. Este ejercicio nos permite conocer con mucha
rapidez a tan solo pocas horas de finalizada la votacién, cémo seran los resultados al
término del conteo de todos los votos.

Este tipo de ejercicios estadisticos es realizado con regularidad en muchos paises. En
Meéxico el primer ejercicio de este tipo se llevo a cabo hace mas de dos décadas y tuvo
por objetivo estimar los resultados de la eleccién presidencial de 1994. Inicialmente se
decidié implementar conteos rapidos para estimar las tendencias de la votacién en cada
eleccion presidencial, sin embargo, en el ano 2016 el Consejo General del Instituto Na-
cional Electoral, decide organizar conteos rapidos tanto para elecciones federales como
locales.

En esta seccion, aplicaremos la metodologia propuesta para estimar las tendencias
de la votacién para la gubernatura del estado de Morelos llevada a cabo en 2018. Los
resultados seran brevemente comparados con los obtenidos por el Comité Técnico de
Conteos Rapidos coordinado por el INE [General, 2018], con el objetivo de motivar e
impulsar los retos que mas adelante se puntualizaran en las conclusiones de este trabajo
de tesis.

Elecciones para la Gubernatura del Estado de Morelos, 2018

El 01 de julio de 2018 en el Estado de Morelos en México, se llevaron a cabo las
votaciones para la gubernatura del estado. Con la finalidad de conocer con rapidez las
tendencias de los resultados al término del conteo de los votos, el INE nombro cientificos
expertos en matematicas y estadistica, para crear el Comité Técnico Asesor de Conteo
Répido (COTECORA), quien fue el encargado de llevar a cabo el ejercicio del conteo
rapido. De las 200 casillas que integran la muestra construida por el COTECORA, se
recibié informacién de 160 casillas, las cuales representan un 80 % de la muestra total
y con las cuales se llevaron a cabo las estimaciones correspondentes. En este trabajo,

nosotros nos basaremos en dicha informacién, la cual se encuentra disponible en el sitio
web del INE [Muestra de Morelos, 2018].

Muestra

Realizamos un tratamiento a la base original para unificar las variables de interés
y asi poder formar una base de datos composicionales de 3 componentes. Lo anterior,
aglomerando los partidos politicos en tres coaliciones (componentes) definidas de la
siguiente manera:

m Coalicion MORENA: Incluye los votos para Morena, Partido Encuentro Social,
Partido del Trabajo, y sus combinaciones.
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m Coalicion PAN: Incluye los votos para el Partido Accién Nacional, Movimiento
Ciudadano y su combinacién.

m Coalicién Otros: Incluye los votos del Partido Revolucionario Institucional, Parti-
do de la Revolucién Democratica, Partido Social Demécrata de Morelos, Partido
Verde Ecologista de México, Partido Nueva Alianza, Partido Humanista, Candi-
datos Independientes, Votos Nulos, Candidatos No Registrados y sus combina-
ciones en los casos en las que los haya.

La nueva base conformada por estas 3 componentes fue sometida al operador clau-
sura para llevarla al simplex de dimension tres S* en donde recibié el nombre de Ynor-
Esta muestra, se puede visualizar en el diagrama ternario de la Figura 4.16. Posterior-
mente bajo la transformacién ilr se llevo al espacio real R? donde recibié el nombre de

XMor, s decir, Xntor = il7(Ynmor) ¥ podemos visualizarla en el diagrama de dispersién
de la Figura 4.17.

Distribucion Predictiva

Un vez mas, con la intenciéon de ser consistentes, los valores de arranque a utili-
zar en el algoritmo para este conjunto de datos son los mismos que se utilizaron en
los ejemplos con datos simulados, es decir, los contenidos en los Cuadros 4.1 y 4.2.
Asi, tras un tiempo de computo de 1.7 horas, el algoritmo recorre 200,000 iteraciones,
obteniendo una muestra de tamano 2,000 tanto de la distribucién predictiva final en
R? que llamaremos Xpredmor, como de valores k y kO que representan el nimero de
componentes muestreados y no vacios respectivamente en cada paso del algoritmo. La
muestra de la distribucion predictiva final puede ser visualizada, junto a la muestra
Xnor; €n el diagrama de dispersion de la Figura 4.18. Posteriormente, bajo la trans-
formacién ilr—! podemos obtener a Ypredmor = ilr‘l(XpredMor), misma que podemos
visualizar junto a la muestra Yyior en el diagrama ternario de la Figura 4.19.
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Figura 4.16: Muestra de votos, Y nor(Azul).
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Figura 4.18: Muestra de la distribucién predictiva final Xpreamor(R0jo). Muestra de
votos de casillas Xpyjor (Azul).
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Figura 4.19: Muestra de la distribucién predictiva final Ypreamor(R0jo) junto a la
muestra Y ngor(Azul).

Podemos observar que la muestra de la distribucion predictiva final presenta gran
variabilidad, pues existen algunos puntos que se alejan demasiado estando incluso en
los lados y vértices del diagrama ternario. A continucacion se analiza la convergencia
y autocorrelacion del proceso, para ver si estdn pueden estar involucrados en dicho
comportamiento.

Anailisis de Convergencia y Correlacién

En la Figura 4.20 se analizan graficamente los promedios ergédicos y autocorrela-
ciones de k y kO como herramienta para monitorear la convergencia de la cadena y, la
autocorrelacion entre los valores de la muestra obtenida por el algoritmo. Se puede ob-
servar que la autocorrelacion entre los valores de las muestras para ambos parametros
es pequeno y que a pesar de que los promedios ergddicos muestran pequenas fluctua-
ciones, estas son a una escala muy pequena. Derivado de lo anterior, concluimos que
la cadena ha alcanzado la convergencia.
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Figura 4.20: Analisis de convergencia y autocorrelacién para los datos de la gubernatura
del estado de Morelos.

Estimadores Puntuales

En el Cuadro 4.7 se presentan los resultados del computo distrital para este ejercicio
electoral, es decir, los resultados reales después de sumar los resultados contenidos en las
actas de escrutinio y computo de cada una de las casillas [Computos en Morelos, 2018].

’ Cémputo Distrital ‘

Coalicién
MORENA PAN OTROS
52.59 % 14.05% | 33.36 %

Cuadro 4.7: Computo distrital para las coaliciones.

Entonces a través de la muestra Xpreamor 0Obtenemos los mismos estimadores pun-
tuales propuestos en el segundo ejemplo con datos simulados, estos se pueden observar
en el Cuadro 4.8.

’ Estimadores Puntuales ‘

Estimador Coalicion
MORENA | PAN | OTROS
Media 56.72 % 13.10% | 30.18%
Mediana 53.61 % 12.84% | 33.55%

Cuadro 4.8: Estimadores puntuales propuestos para las coaliciones.
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En los diagramas ternarios de la Figura 4.21 se representan visualmente estos esti-
madores puntuales junto con el computo distrital y la muestra Ypyor. En este caso la
mediana es la que resulta estar mas cerca al computo distrital. De lo anterior, se puede
concluir que con la metodologia propuesta estamos en posiciéon de poder brindar un
buen estimador puntual que respete la restriccion de la suma constante, la cual es la
restriccion natural de este tipo de datos.
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Figura 4.21: Cémputo distrital (Dorado) y muestra de casillas Y npor (Azul). Estimado-
res puntuales: Media composicional (Rojo) y mediana marginal (Verde).

Intervalos de Probabilidad Marginales

Una vez que hemos sido capaces de obtener un estimador puntual para la variable
de interés que es la proporcion de votos para cada coalicién, nuestro proximo objetivo
serd brindar una regién de probabilidad conjunta e intervalos de probabilidad margi-
nales. Para ello se modifico el algoritmo de la siguiente manera: En cada iteracién (en
equilibrio) del algoritmo, se género una muestra aleatoria de 1,000 realizaciones del
modelo (vectores reales de dimensién dos) y para esta muestra se calculé su mediana.
Entonces al finalizar el algoritmo se obtuvo una muestra de 2,000 medianas en R? que
llamaremos Apreamor ¥ Cuya visualizacion junto a la muestra Xpygor Se encuentra en el
diagrama de dispersion de la Figura 4.22.

~ OTROS
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Figura 4.22: Muestra de medianas Apyeamor(R0jo). Muestra de casillas Xppor(Azul).

En los diagramas ternarios de la Figura 4.23 se puede visualizar la muestra Yyor,
el computo distrital y la nube de medianas llevadas al simplex bajo la transforma-
cién ilr~!. Podemos ver que el cémputo distrital estd contenido dentro de la nube de
medianas, entonces tomando marginalmente para cada componente de esta muestra
de medianas en el simplex los quantiles que acumulan 2.5% de probabilidad en sus
extremos obtenemos los limites inferior y superior de los intervalos de probabilidad
marginales mostrados en el Cuadro 4.9.

’ Intervalos de Probabilidad Marginales ‘

Coalicién || Inferior Superior
MORENA | 52.20% 55.31%
PAN 11.80 % 14.22 %
OTROS 31.70% 34.96 %

Cuadro 4.9: Intervalos de probabilidad marginales para las coaliciones.

Satisfactoriamente dichos intervalos contiene al computo distrital para cualquiera
de las tres coaliciones.
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Figura 4.23: Muestra de medianas Apeanmor(R0j0) bajo la transformacion ilr, muestra
de casillas Yypor(Azul) y computo distrital (Dorado).

Regién de Probabilidad

Por ultimo se obtiene la regién de probabilidad de la misma forma en que se obtuvo
para el primer conjunto de datos simulados, en los diagramas ternarios de la Figura 4.24
se puede visualizar dicha region. La region de probabilidad contiene al computo distrital
tal como se ve en la Figura 4.24a. De lo anterior, se desprende que con la metodologia
propuesta en este trabajo, se pueden obtener estimaciones razonables tanto de manera
puntual como en forma de regién e intervalos marginales, para el verdadero valor de
los parametros involucrados, es decir, para la proporcién real de votos de las fuerzas
politicas involcradas en este tipo de ejercicios Electorales.

Breve comparacion con los resultados del INE

En el Cuadro 4.10 mostramos dos de los intervalos del conteo rapido brindados
por el INE la noche de la eleccion, ya que estos son comparables con los intervalos de
probabilidad marginales mostrados en el Cuadro 4.9.

’ Intervalos del INE ‘
Coalicion || Inferior | Superior
MORENA || 51.00% | 53.80 %

PAN 13.40% | 16.10%

Cuadro 4.10: Resultados del conteo rapido realizado por el INE.

Las coaliciones comparables en este caso son MORENA y PAN. Se puede observar
que el respectivo computo distrital correspondiente a cada una de estas dos coaliciones
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esta contenido en el correspondiente intervalo de probabilidad derivado de la aplicacion
de nuestra metodologia. Ademads, la diferencia porcentual mas grande para nuestros
intervalos es de 3.11 % puntos porcentuales, mientras que la de los intervalos del INE es
de 2.8 % puntos porcentuales. Esto quiere decir, que los intervalos obtenidos mediante la
metodologia propuesta exceden a lo més en 0.31 % puntos porcentuales a los intervalos
dados por el COTECORA en el conteo rapido, lo cual consideramos que es una presicion
razonable.
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Figura 4.24: Regién de probabilidad(Rojo) y cémputo distrital(Dorado) junto a la
muestra Y npor(Azul).

Conclusién

Los resultados obtenidos permiten concluir que la metodologia propuesta nos per-
mite obtener inferencias adecuadas en poblaciones con patrones poco convencionales
y extremos. Del mismo modo permite inferir adecuadamente sobre caracteristicas de
interés de un problema especifico, como lo es la proporcion de votos en ejercicios como
los Conteo Répidos.






Conclusiones y Perspectivas

Como se ha dejado ver en este trabajo, desde el punto de vista metodolégico, el
analisis de datos composicionales representa un reto mayusculo. La restriccion de la
suma constante y la correlacién negativa entre las variables son de las caracteristicas
mas importantes que hay que tomar en cuenta para su estudio. Esto ultimo ya que
cualquier perturbaciéon en alguna de las componentes genera cambios directamente en
las deméas componentes. La metodologia propuesta en este trabajo de tesis toma en
cuenta la naturaleza topoldgica de los datos, es decir, nunca pierde de vista que los
datos son composicionales, respetando en todo momento estos aspectos fundamentales
ademas de que lo hace desde el enfoque de la estadistica Bayesiana.

El anélisis e inferencia de los modelos de mezclas infinitas de distribuciones desde el
enfoque bayesiano representa un tema complejo ya que, aunque existen algoritmos para
implementarlo, se siguen haciendo propuestas metodologicas para mejorar los tiempos
de convergencia. El modelo no-parametrico (basado en mezclas infinitas de distribucio-
nes normales univariadas y multivariadas) fue viable gracias al uso de la transformacién
log-cociente #lr que mapea el simplex en el espacio real. Sin embargo, el simplex es un
subconjunto del mismo espacio real ya que sus elementos son vectores con entradas
reales no negativas. Resultaria interesante poder contrastar los resultados obtenidos en
este trabajo de tesis, con una metodologia que considere modelos de mezclas con dis-
tribuciones definidas en ortantes positivos de tal manera que podamos omitir cualquier
tipo de transformacion log-cociente.

Con la metodologia propuesta se esta en condiciones de ofrecer, no solo una muestra
de la distribucién predictiva final, sino también regiones de probabilidad, intervalos de
probabilidad marginales y estimadores puntuales, para cada componente involucrada
en el vector composicional. Estos ultimos cumpliendo con la restriccién de que sus
partes suman uno, lo cual no ocurre si se aplican otros métodos estadisticos convencio-
nales, como los que se utilizan actualmente en los ejercicios de conteo rapido realizados
por el Instituto Nacional Electoral (INE).

Los resultados obtenidos derivados del analisis de los datos reales sobre procesos
electorales, son motivantes. Lo anterior, en el sentido de lo cerca que estan de los obte-
nidos por el INE, con metodologias donde no se respeta su naturaleza composicional,
impulsando asi la propuesta y desarrollo de metodologias que involucren un adecuado
analisis de datos composicionales.

Aunque quedan cosas por hacer, consideramos que la propuesta desarrollada en este

trabajo de tesis es fundamental y pionera en el andlisis Bayesiano de datos composi-
cionales.
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Apéndice A

Cédigos en R

A.1. Cébdigos utilizados en R

Modelo de Mezclas de Normales "pvariadas con "k¢componentes
Funcién para evaluar su densidad

B
###Funcion para evaluar de la Densidad del###
b

###Modelo de Mezclas de Normales "p"-variadas con "k'" componentes###
i
#Autor: Arnoldo Daniel Miranda Fourntier

#Fecha de creacion: 17/07/2019
e
###Evaluacion de la Densidad###

#Para evaluar la densidad de una muestra de tamafio "n" de

#vectores(escalares) reales y={y_1, y_ 2, ..., y_n} del Modelo de Mezclas

#de Normales "p"-variado con "k'" componentes, se mecesita tener los

#siguientes parametros en una lista:

#w: Vector de dimension "k", que contiene los pesos de cada una de las "k" componenet
#mu: Arreglo(Vector) de dimension "p x k"("k"), que contiene las medias para cada una
#lambda: Vector de arreglos(Vector) de dimension "p x p = k"("k"), que contiene las p
#Al mismo tiempo la muestra de vectores(escalares) reales y={y_1, y_2, ..., y_nt
#debe estar contenida en un arreglo(vector) de dimension "n z p"("n").
e
###ATgument o s###

#y: Arreglo(Vector) de dimension "n x p"("n") que contiene la muestra que se evaluara
#par: Lista que contiene los parametros "w", "mu" y "lambda".

#univ: Argumento logico que indica si la dimension del modelo de mezclas es univariad
b
require(LaplacesDemon)

#Se utiliza el paquete "LaplacesDemon" que contiene las funciones "dmunp" y "dnormp"
require(compiler)

#Se utiliza el paquete "compiler" que contiene la funcion "cmpfun" la cual permite cc
e
###Funcion para evaluar la denstidad###

73
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d.MMNp <- function(y, par, univ = TRUE){
d <- numeric(1)
if (univ){
for(j in 1:length(par$w)){
d <- d + par$w[jl*dnormp(y, par$mulj], par$lambdalj]l)
}
Yelse{
for(j in 1:length(par$w)){
d <- d + par$wl[jl*dmvnp(y, par$mul , jl, par$lambdal , , jl)
}
}
return(d)
}
d.MMNp <- cmpfun(d.MMNp)
B e e e o o v

Funcién para realizar su simulacion

e
###Funcion para la simulacion del###
###Modelo de Mezclas de Normales "p"-variadas con "k" componentes###
b et
#Autor: Arnoldo Dantel Miranda Fournier
#Fecha de creacion: 17/07/2019
B
#H#ASTmul acion###
#Para simular una muestra de tamafio "n'" de
#vectores(escalares) reales y={y_1, y 2, ..., y_n} del Modelo de Mezclas
#de Normales "p"-wvariado con "k" componentes, se mecesita tener los
#siguientes parametros en una lista:
#w: Vector de dimension "k'", que contiene los pesos de cada una de las "k" compo
#mu: Arreglo(Vector) de dimension "p z k"("k"), que contiene las medias para cad
#lambda: Vector de arreglos(Vector) de dimension "p = p =z k"("k"), que contiene
R B R A R RIS
###ATqument o s#H##
#n: Entero positivo que indica el tamafio de la muestra a simular.
#par: Lista que contiene los parametros "w", "mu" y "lambda'.
#univ: Argumento logico que indica si la dimension del modelo de mezclas es univ
R R R
require(LaplacesDemon)
#Se utiliza el paquete "LaplacesDemon” que contiene las funciones "rmunp" y "rno
require(compiler)
#Se utiliza el paquete "compiler" que contiene la funcion "cmpfun" la cual permi
et
###Funcion para simular###
r.MMNp <- function(n, par, univ = TRUE){
nk <- hist(runif(n), breaks = c(0, cumsum(par$w)), plot = FALSE)$counts
muestra <- NULL
if (univ){
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for (k in 1:length(nk)){
muestra <- c(muestra, rnormp(nk[k], par$mulk], par$lambdalk]))
}
Yelseq{
for (k in 1:length(nk)){
muestra <- rbind(muestra, rmvnp(nk[k], par$mul , k], par$lambdal , , k]))
}
}
return(muestra)
}
r.MMNp <- cmpfun(r.MMNp)
HARABHABHRHRH AR AR AR HBHRH AR AR AR AR A BHBHRRRR AR AR A BH BB BB AR AR AR A BHBH BB AR AR AR HBHBH AR AR RRA R A

Modelo de Mezclas de Normales Bivariadas con "k¢componentes
Funcién para su graficacion en los reales

D R e e o
###Funcion para graficar en R™2 una muestra o poblacion del###
###Modelo de Mezclas de Normales "2"-variadas con "k'" componentes###
###y en caso de contar con los parametros su denstdad Teal###
b
#Autor: Arnoldo Daniel Miranda Fourntier
#Fecha de creacion: 15/08/2019
B
require(ggplot2)
#Se utiliza el paquete "ggplot2" para realizar las graficas.
require(compiler)
#Se utiliza el paquete "compiler" que contiene la funcion "cmpfun" la cual permite co
i
###ATgument o s###
#y: Arreglo de dimension "n x 2" que contiene la muestra o poblacion del modelo de me
#par.real: Lista que contiene los parametros "w", "mu" y "lambda" del modelo de mezcl
#den.real: Argumento logico que indica si se desea utilizar la densidad del modelo de
#den.est: Argumento logico que indica st se desea utilizar una densidad estimada por
#curvas: Argumento logico que indica si se desea afiadiT al grafico las curvas de nive
#Pob: Argumento logico que indica st se trata de la poblacion, por defecto es FALSE.
e
###Funcion##t#
g.MMN2 <- function(y, par.real = NULL, den.real = FALSE, curvas = FALSE, Pob = FALSE,
if (is.null(par.real) & den.real){
g <- ggplot(data = data.frame(y), aes(x = X1, y = X2)) +

xlab(expression(y[1])) +

ylab(expression(y[2])) +

ggtitle(ifelse(Pob, expression(bold("Diagrama de Dispersién de la poblacién")),

#Se agregan los puntos:

geom_point(mapping = aes(fill = factor(l)), color = "black", shape = 21, size = :

scale_fill manual(values = "steelblue")

if (curvas){
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g <~ g+
geom_density_2d(mapping = aes(color = ..level..), h = h, bins = bins) +
scale_colour_gradientn(colors = topo.colors(100, .75), name = expression(l
}
return(g)
Yelse{

d.MMN2 <- function(y){
d <- numeric(1)
for(j in 1:length(par.real$w)){
d <- d + par.real$w[j]*dmvnp(y, par.real$mul , j], par.real$lambdal , , j]
}

return(d)

.MMN2 <- cmpfun(d.MMN2)

<- d.MMN2(y)

<- ggplot(data = data.frame(y, z), aes(x = X1, y = X2)) +
xlab(expression(y[1])) +

ylab(expression(y[2])) +

ggtitle(ifelse(Pob, expression(bold("Diagrama de Dispersidén de la poblacidn
#Se agregan los puntos:

geom_point (mapping = aes(fill = z), color = "black", shape = 21, size = 2, s
scale_fill _gradientn(colors = topo.colors(100, .75), name = expression(bold
if (curvas){

e N QY

g <~ g+
geom_density_2d(mapping = aes(color = ..level..), h = h, bins = bins, shoy
scale_colour_gradientn(colors = topo.colors(100, .75), name = expression(]
}
return(g)

}
}
g.MMN2 <- cmpfun(g.MMN2)
B e e e e

Funcién para su graficacion en el Simplex

B
###Funcion para graficar en S°3 una muestra o poblacion del###

###Modelo de Mezclas de Normales "2"-variadas con "k'" componentes###
R I
#Autor: Arnoldo Dantel Miranda Fournier

#Fecha de creacion: 15/08/2019

A A A L L Ll
require(ggplot2)

#Se utiliza el paquete "ggplot2" para realizar las graficas.

require(ggtern)

#Se utiliza el paquete "ggtern” para realizar el diagrama ternario.
require(compiler)

#Se utiliza el paquete "compiler" que contiene la funcion "cmpfun" la cual permi
et
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###ATgument o s###
#y: Arreglo de dimension "n x 2" que contiene la muestra o poblacion del modelo de me
#den.est: Argumento logico que indica si se desea uttilizar una densidad estimada por
#Pob: Argumento logico que indica si se trata de la poblacion, por defecto es FALSE.
HARABABHRHRH AR AR A BHBHRHRRRR AR AR A BHBR BB AR AR AR A BHRRR B AR AR AR A BHRR BB AR AR AR AR HRH BB AR ARARHE
###Diagrama Ternario###
#Con la libreria "ggtern"
g.S3 <- function(x, den.est = FALSE, Pob = FALSE){
g <- ggtern(data = as.data.frame(x), mapping = aes(X1, X2, X3)) +
geom_mask() +
#Dibujamos los puntos:
geom_point(color = "black", fill = "steelblue", shape = 21, size = 2) +
limit_tern(breaks = c(0, .1, .2, .3, .4, .5, .6, .7, .8, .9, 1), labels = sprintf(’
theme showarrows() +
ggtitle(ifelse(Pob, expression(bold("Diagrama Ternario de la poblacién")), express
xlab(expression(x[1])) +
ylab(expression(x[2])) +
zlab(expression(x[3]))
if (den.est){
#Dibujamos la densidad estimada:
g <-g+
geom_density_tern(aes(color=..level..)) +
scale_color_gradientn(colors = topo.colors(100, .65), name = expression(bold("Der
}
return(g)
}
g.S3 <- cmpfun(g.S3)
RARABHABHBHRH AR AR AR A BHRH BB AR AR AR HBHBHR R AR AR AR HBHRHRRAR AR AR ABHBH AR AR AR AR ABHBH AR AR RRAR A

Inferencia del MMNp

Funciones a utilizar en su Inferencia

D T B A U
###Funciones a utilizar en el Scripti###

###Inferencia_MMNp (Funcion) ###
e
#Autor: Arnoldo Daniel Miranda Fourntier

#Fecha de creacion: 17/07/2019
B
require(LaplacesDemon)

#Se utiliza el paquete "LaplacesDemon" que contiene las funciones "rmunp" y "rnormp"
require(compiler)

#Se utiliza el paquete "compiler" que contiene la funcion "cmpfun" la cual permite cc
i
###Funcion que calcula los parametros para las distribuciones posteriores marginales
##t#Argqument o s###

#y: Arreglo(Vector) de dimension "n x p"("n") que contiene la muestra con la que se 1
#mu0: Primer hiperparametro de la distribucion inicial para "mu', tiene que ser un ve
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#n0: Segundo hiperparametro de la distribucion inicial para "mu", tiene que ser
#alfaO: Primer hiperparametro de la distribucion inicial para "lambda", tiene qu
#betaO: Segundo hiperparametro de la distribucion inicial para "lambda', tiene g
#univ: Argumento logico que indica si la dimension del modelo de mezclas es univ
e
i.MNp <- function(y, muO, nO, alfa0, beta0O, univ = TRUE){
if (univ){

n <- length(y)

ybar <- mean(y)

ifelse(n == 1, S <= 0, S <- var(y)*(n-1))

mu <- (nO0*mu0 + n*ybar)/(n0 + n)

betan <- betal + (0.5)*(S + ((n*n0*(mu0 - ybar)~2)/(n + n0)))

beta <- 1/(2*betan)

alfal <- alfa2 <- 2%alfa0 + n

Sigma <- betan/((n0 + n)*(alfal/2))

Yelse{
ifelse(is.array(y), c(n <- nrow(y), p <- ncol(y)), c(n <- NCOL(y), p <- NROW
ifelse(n == 1, c(ybar <- y, S <- Oxdiag(p)), c(ybar <- apply(y, 2, mean), S <

mu <- (nO0*mu0 + n*ybar)/(n0 + n)
betan <- beta0 + (0.5)*(S + ((n*nO0*((mu0 - ybar)’*/t(mu0 - ybar)))/(n + n0)))
beta <- as.symmetric.matrix(solve(2+*betan))
alfal <- 2*%alfa0 + n - p + 1
Sigma <- betan/((n0 + n)*(alfal/2))
alfa2 <- 2*alfa0 + n
}
return(list(mu = mu, Sigma = Sigma, alfal = alfal, alfa2 = alfa2, beta = beta))
}
i.MNp <- cmpfun(i.MNp)
e e et
###Funcion que simula un vector(escalar) real con densidad St_p(St) con p>=2(p=1
###ATgument o s###
#par: Lista que contiene los parametros "mu'", "lambda" y "alfa" del Modelo St p-
#univ: Argumento logico que indica si la dimension del modelo de mezclas es Univ
e e et
r.Stp <- function(par, univ = TRUE){
ifelse(univ, return(rst(l, par$mu, par$Sigma, par$alfal)), return(rmvt(l, par$m
b
r.Stp <- cmpfun(r.Stp)
e e e et
###Funcion que simula una matriz(escalar) definida positiva(positivo) con densid
###ATgument o s###
#par: Lista que contiene los parametros "alfa" y "beta" del Modelo Wishart p-var
#univ: Argumento logico que indica st la dimension del modelo de mezclas es univ
HARABHABHRHRR AR AR ABHBHRH BB RRARABARH BB BB BB AR A RARH R BB B BB AR ARHRU R BB B AR AR ARH AU BB RB AR S
r.Wip <- function(par, univ = TRUE){
ifelse(univ, return(rgamma(l, shape = par$alfa2, scale = par$beta)), return(Lap
}
r.Wip <- cmpfun(r.Wip)
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B
###Funcion que simula un vector(escalar) real con densidad N_p(N) con p>=2(p=1)###
###ATgument o s###
#par: Lista que contiene los parametros "mu" y "lambda" del Modelo Normal p-variado,
#univ: Argumento logico que indica si la dimension del modelo de mezclas es univariad
s
r.Np <- function(par, univ = TRUE){
ifelse(univ, return(rnormp(l, par$mu, par$lambda)), return(rmvanp(l, par$mu, par$lamb
+
r.Np <- cmpfun(r.Np)
B
###Funcion que evalua la denstidad del Modelo de Mezclas de Normales p-variado (univars
###ATgument o s###
#y: Arreglo(Vector) de dimension "n = p"("n") que contiene la muestra que se evaluara
#par: Lista que contiene los parametros "w", "mu" y "lambda" del Modelo de Mezclas de
#univ: Argumento logico que indica st la dimension del modelo de mezclas es univariad
L Ll A A L Ll
d.MMNp <- function(y, par, univ = TRUE){
d <- numeric(1)
if (univ){
for(j in 1:length(par$w)){
d <- d + par$wlj]*dnormp(y, par$mulj], par$lambdalj]l)
b
Yelse{
for(j in 1:length(par$w)){
d <- d + par$w[jl*dmvnp(y, par$mul , jl, par$lambdal , , jl)
b
b
return(d)
+
d.MMNp <- cmpfun(d.MMNp)
B

Funcién que realiza su Inferencia

B
###Funcion para realizar la inferencia al###

###Modelo de Mezclas de Normales "p"-variadas con "k'" componentes###

D A o S
#Autor: Arnoldo Daniel Miranda Fournter

#Fecha de creacion: 17/07/2019
L e A A L Ll
###ATgument o s###

#y: Muestra de tamafio "n'" proveniente del MMNp de dimension "p".

#muO: Primer hiperparametro de la distribucion inticial para "mu", tiene que ser un wve
#n0: Segundo hiperparametro de la distribucion inicial para "mu”, tiene que ser un es
#alfaO: Primer hiperparametro de la distribucion inicial para "lambda", tiene que ser
#betaO: Segundo hiperparametro de la distribucion inicial para "lambda", tiene que se
#c: Parametro de escala del proceso de Dirichlet, tiene que ser un escalar positivo.
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#k.ini: Numero de componentes iniciales, tiene que ser un entero positivo.
#y.malla: Malla de tamafio "500" para graficar la distribucion predictiva para el
#s12eMCMC: Tamafio de la cadena final(muestra) con la que nos quedaremos, obtenid
#Burn: Periodo de calentamiento de la cadena.
#Conv: Pertodo de convergencia de la cadena.
#Lag: Numero de saltos para disminuir la correlacion entre los elementos de la c
e e
###FUNCLONHHH
i.MMNp <- function(y, mu0O, n0O, alfa0O, betaO, y.malla = NULL, c, k.ini, sizeMCMC, |
###Tamario y dimension de la muestra ingresada###
ifelse(is.vector(y), c(n <- length(y), p <- 1), c(n <- nrow(y), p <- ncol(y)))

###Numero de iteraciones a realizar en el Gibbs###
ite.Gibbs <- Burn + Conv + Lag*sizeMCMC

###Funciones y parametros iniciales a utilizar###
L L A L L
###Espectificamente para el Modelo de Mezclas de Normales p-variado###
source('Inferencia MMNp(Funciones).R')

ifelse(p == 1, par.ini <- list(alfa2 = 2*alfa0, beta = 1/(2*betal)), par.ini <
B

###0bjetos a guardar###
k <- k0 <- integer(sizeMCMC)
if(lis.null(y.malla)){
f.pred <- array(0, c(ifelse(p == 1, length(y.malla), nrow(y.malla)) ,sizeMCMC
}
ifelse(p == 1, y.pred <- numeric(sizeMCMC), y.pred <- array(0, dim = c(sizeMCMC

###Numero de iteractiones mazimo para comenzar a guardar los objetos###
ite.max <- (Burn + Conv)

###Contador auxziliar para guardar los objetos###
cont <- 1

###Vartables latentes###

z <- floor(runif(n)+*k.ini) + 1

u <- exp(-z)*runif (n)

ki <- as.integer(floor(-log(u)))

###Variables Temporales###

k.temp <- max(ki)

kO.temp <- sum(tabulate(ki, k.temp) > 0)

nj <- tabulate(z, k.temp)

v.temp <- w.temp <- numeric(n)

B B e e e
###Espect ficamente para el Modelo de Mezclas de Normales p-variado###

ifelse(p == 1, par.temp <- list(mu = numeric(k.temp), lambda = numeric(k.temp))
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B B e e e

###lteractones#its
for (ite in 1:ite.Gibbs) {
temp <- O
for (j in 1:k.temp){
if(njl[j] > 0){
###Muestreo de la distribucion posterior###
e
###Espectificamente para el Modelo de Mezclas de Normales p-variado###
if(p == 1)
par.pos <- i.MNp(y[which(z == j)], muO, nO, alfa0O, betal)
par.temp$mul[j] <- r.Stp(par.pos)
par.temp$lambdal[j] <- r.Wip(par.pos)
Yelse{
par.pos <- i.MNp(y[which(z == j), ], muO, n0O, alfa0, betal, univ = FALSE)
par.temp$mul , j] <- r.Stp(par.pos, univ = FALSE)
par.temp$lambdal , , jl <- r.Wip(par.pos, univ = FALSE)
}
B e

temp <- temp + nj[j]
v.temp[j]l <- rbeta(l, 1 + njl[jl, ¢ + (n - temp))
telsed{
###Muestreo de la distridbucion inicial###
e o e
###Especti ficamente para el Modelo de Mezclas de Normales p-variado###
if(p == 1){
par.temp$lambdal[j] <- r.Wip(par.ini)
par.temp$mul[j] <- r.Np(list(mu = muO, lambda = nO*par.temp$lambdalj]))

}elseq{

par.temp$lambdal , , jl <- r.Wip(par.ini, univ = FALSE)

par.temp$mul , j] <- r.Np(list(mu = muO, lambda = nO*par.temp$lambdal , , jl.
+

e e

v.temp[j] <- rbeta(l, 1, c)
}
###Stick-Breaking para los pesos w#H##
ifelse(j == 1, w.temp[j] <- v.temp[l], w.temp[j] <- w.temp[j-1]*(v.temp[jl/v.temy
}

###Bloque de almacenamiento###
if((ite > ite.max) & ((ite %% Lag) == 0)){
###Densidad predictiva evaluada en la malla###
if(!is.null(y.malla)){
B
###Especti ficamente para el Modelo de Mezclas de Normales p-variado###
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par.temp$w <- w.temp[l:k.temp]/sum(w.temp[l:k.temp])
ifelse(p == 1, f.pred[ , cont] <- d.MMNp(y.malla, par.temp), f.pred[ , cor
HAHRAHRAR AR AR B AR AR R AR AR RARRRRA R AR RARRRRA B AR AR B AR AR R AR AR R AR AR R AR AR R AR ARHA

###Muestrear de la predictiva###
u.pred <- runif(1)
ind.w.ord <- order(w.temp[l:k.temp])
ind.pred <- ind.w.ord[which(u.pred < w.templ[ind.w.ord]) [1]]
if (is.na(ind.pred)){
###Muestreo de la predictiva mediante la distribucion inticial###
A A A e 0 0 L
###Especti ficamente para el Modelo de Mezclas de Normales p-variado###
if(p == 1){
lambda <- r.Wip(par.ini)
mu <- r.Np(list(mu = muO, lambda = nO*lambda))
y.pred[cont] <- r.Np(list(mu = mu, lambda = lambda))
Yelse{
lambda <- r.Wip(par.ini, univ = FALSE)
mu <- r.Np(list(mu = mu0O, lambda = nO*lambda), univ = FALSE)
y.pred[cont, ] <- r.Np(list(mu = mu, lambda = lambda), univ = FALSE)
+
L L L
telseq{
###Muestreo de la predictiva mediante la distribucion final###
i
###Especti ficamente para el Modelo de Mezclas de Normales p-variado###

if(p == 1){
y.pred[cont] <- r.Np(list(mu = par.temp$mulind.pred], lambda = par.temp:
Yelse{

y.pred[cont, ] <- r.Np(list(mu = par.temp$mul , ind.pred], lambda = par

+
B B e e e e e e e e

k[cont] <- k.temp
kO[cont] <- kO.temp
cont <- cont + 1

###Actualizacion de las variables latentes###
for(i in 1:n){
i
###Especificamente para el Modelo de Mezclas de Normales p-variado###
if(p == 1){
prob <- exp(l:ki[i])*w.temp[1:ki[i]]*dnormp(y[i], par.temp$mul[l:ki[i]], p:
Yelse{
prob <- numeric(ki[i])
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for (j in 1:ki[i]) {
prob[j] <- exp(j)*w.temp[jl*dmvnp(y[i, ], par.temp$mul , jl, par.temp$lambda]
}
}
e e e e e e o

z[i] <- sample.int(ki[i], 1, prob = prob/sum(prob))
uli] <- exp(-z[i])*runif (1)
ki[i] <- as.integer(floor(-log(uli])))

}

###Actualizacion de Variables Temporales###

k.temp <- max (ki)

kO.temp <- sum(tabulate(ki, k.temp) > 0)

nj <- tabulate(z, k.temp)
B
###Especificamente para el Modelo de Mezclas de Normales p-variado###

ifelse(p == 1, par.temp <- list(mu = numeric(k.temp), lambda = numeric(k.temp)), p
HARBRARAR R R AR AR R AR AR R R AR AR R R R AR AR R AR AR R R AR AR BB AR AR R R AR AR BB ARARRBRARAR B R R

###Resul tados###
if(!is.null(y.malla)){
return(list(k = k, kO = kO, y.pred = y.pred, f.pred = f.pred))
}
return(list(k = k, kO = kO, y.pred = y.pred))
}
i.MMNp <- cmpfun(i.MMNp)
HAHRAHRAR AR AR B AR AR B AR AR RAR AR R AR AR R AR AR R AR RR AR R RH AR B RHRARRR AR B AR AR R AR AR R AR AR RAR AR R AR

Funcién para graficar el Analisis de Convergencia y Correlacion

b
###Funcion para graficar el Andlists de convergencia y correlacion de la inferencia da
###Modelo de Mezclas de Normales "p"-variadas con "k'" componentes###
B
#Autor: Arnoldo Daniel Miranda Fournier

#Fecha de creacion: 15/08/2019

D

require (ggplot2)

#Se utiliza el paquete "ggplot2" para realizar las graficas.
require(gridExtra)

#Se utiliza el paquete "gridExtra" para adjuntar las graficas.
require(compiler)

#Se utiliza el paquete "compiler" que contiene la funcion "cmpfun" la cual permite co
B
##t#Argument o s###

#par.est: Lista que contiene la muestra final de "k" y "kO" provenientes de la infere
#k1: Argumento logico que indica st se grafica el Andlists de convergencia para "k",
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#k2: Argumento logico que indica St se grafica el Andlistis de correlacion para '
#k01: Argumento logico que indica st se grafica el Analisis de convergencia para
#k02: Argumento logico que indica st se grafica el Analisis de correlacion para
R e
###Andalists de la Convergencia###
g.1.MMNp <- function(par.est, k1 = TRUE, k2 = TRUE, k01 = TRUE, k02 = TRUE){
if((k2) | (k02)){
qacf <- function(x, k = TRUE, conf.level = 0.95) {

ciline <- gnorm((1 - conf.level)/2)/sqrt(length(x))

bacf <- acf(x, plot = FALSE)

bacfdf <- with(bacf, data.frame(lag, acf))

q <- ggplot(aes(x = lag, y = acf), data = bacfdf) +

geom_hline(yintercept = -ciline, color = "blue", size = .5, 1ty = 3) +
geom_hline(yintercept = ciline, color = "blue", size = .5, 1ty = 3) +
geom_hline(yintercept = 0, color = "black", size = 0.3) +

geom_segment (mapping = aes(xend = lag, yend = 0)) +
ggtitle(expression(bold("Andlisis de la Correlacion"))) +
xlab(expression(bold("Lag")))
ifelse(k, q <- q + ylab(expression(bold("ACF k"))), q <- q + ylab(expressio
return(q)

k <- data.frame(ind = (1:length(par.est$k)), k = cumsum(par.est$k)/(1:length(pa
kO <- data.frame(ind = (1:length(par.est$k0)), kO = cumsum(par.est$k0)/(1:lengt
if (k1) & (k2) & (k01) & (k02)){
gl <- ggplot(data = k) +
geom_line(mapping = aes(x = ind, y = k), colour = "blue") +
ggtitle(expression(bold("Andlisis de la Convergencia'"))) +
xlab(expression(bold("Ind"))) +
ylab(expression(bold("k")))

g2 <- qacf(par.est$k)

g0l <- ggplot(data = k0) +
geom_line(mapping = aes(x = ind, y = kO0), colour = "blue") +
ggtitle(expression(bold("Andlisis de la Convergencia"))) +
xlab(expression(bold("Ind"))) +
ylab(expression(bold("k0")))

g02 <- qacf(par.est$k0, k = FALSE)

grid.arrange(gl, g2, g01l, g02, ncol = 2, nrow = 2)
Yelse{
if((k1) & (k2)){
gl <- ggplot(data = k) +
geom_line(mapping = aes(x = ind, y = k), colour = "blue") +
ggtitle(expression(bold("Andlisis de la Convergencia'"))) +
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xlab(expression(bold("Ind"))) +
ylab(expression(bold("k")))

g2 <- gacf(par.est$k)

grid.arrange(gl, g2, ncol = 2, nrow = 1)
Yelse if ((k01) & (k02)){
g0l <- ggplot(data = k0) +
geom_line(mapping = aes(x = ind, y = kO0), colour = "blue") +
ggtitle(expression(bold("Analisis de la Convergencia"))) +
xlab(expression(bold("Ind"))) +
ylab(expression(bold("k0")))

g02 <- qacf(par.est$k0, k = FALSE)

grid.arrange(g01, g02, ncol = 2, nrow = 1)
Yelse if ((k1) & (k01)){
gl <- ggplot(data = k) +
geom_line(mapping = aes(x = ind, y = k), colour = "blue") +
ggtitle(expression(bold("Andlisis de la Convergencia'))) +
xlab(expression(bold("Ind"))) +
ylab(expression(bold("k")))

g0l <- ggplot(data = k0) +
geom_line(mapping = aes(x = ind, y = kO0), colour = "blue") +
ggtitle(expression(bold("Andlisis de la Convergencia'))) +
xlab(expression(bold("Ind"))) +
ylab(expression(bold("k0")))

grid.arrange(gl, gO1, ncol = 2, nrow = 1)
Yelse if ((k2) & (k02)){
g2 <- qacf(par.est$k)

g02 <- qacf(par.est$k0, k = FALSE)

grid.arrange(g2, g02, ncol = 2, nrow = 1)
Yelse if(k1){
gl <- ggplot(data = k) +
geom_line(mapping = aes(x = ind, y = k), colour = "blue") +
ggtitle(expression(bold("Andlisis de la Convergencia'"))) +
xlab(expression(bold("Ind"))) +
ylab(expression(bold("k")))

return(gl)
Yelse if (k2){
g2 <- gacf(par.est$k)

return(g2)
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Yelse if (k01){
g0l <- ggplot(data = k0) +
geom_line(mapping = aes(x = ind, y = kO0), colour = "blue") +
ggtitle(expression(bold("Andlisis de la Convergencia'))) +
xlab(expression(bold("Ind"))) +
ylab(expression(bold("k0")))

return(g01)
Yelse if(k02){
g02 <- qacf(par.est$k0, k = FALSE)

return(g02)
}
}
}
g.i.MMNp <- cmpfun(g.i.MMNp)
B e i

Regiones de confianza caso p = 2

#H#
y.pred <- par.est$y.pred

#Diagrama de Dispersion de la muestra de la "predictiva" en R72:
g.Mue.Pred .MMN2(y.pred = y.pred, den.est = TRUE, h = NULL, bins = NULL)

#0btenemos la densidad estimada:
den.ker <- MASS::kde2d(y.pred[ , 1], y.pred[ , 2], n = nrow(y.pred)*1)

#0btenemos la curva de nivel:
line.cont <- contourLines(den.ker$x, den.ker$y, den.ker$z, nlevels = 20)
contour(den.ker$x, den.ker$y, den.ker$z, nlevels = 20)

#0btenemos los puntos correspondientes a la curva de nivel:
#Reg.Conf.R2 <- data.frame(xz = line.cont[[1]][["z"]], y = line.cont[[1]][["y"]])
Reg.Conf.R2 <- NULL
for (i in 1:22) {
df2 <- data.frame(x = line.cont[[i]][["x"]], y = line.cont[[i]J][["y"]1)
Reg.Conf.R2 <- rbind(Reg.Conf.R2, df2)
}

#Transformacion tlr -1 de la curva de nivel de la muestra de la distribucion pre
Reg.Conf.S2 <- compositions::ilrInv(Reg.Conf.R2)
colnames (Reg.Conf.S2) <- c("X1", "X2", "X3")

#Dvagrama Ternario de la muestra y de la curva de nivel en S73:
g.Mue.Pred.S3(x = x, x.pred = Reg.Conf.S2, den.est = FALSE)

#Intervalo de Confianza Marginal para la componente 1:
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#Poblacional:

(IC.X1.Pob <- quantile(X[ , 1], probs = c(0.025, 0.975), na.rm = TRUE))
#Predictivo:

(IC.X1.Pred <- quantile(Reg.Conf.S2[ , 1], probs = c(0.025, 0.975), na.rm = TRUE))
#Intervalo de Confianza Marginal para la componente 2:

#Poblacional:

(IC.X2.Pob <- quantile(X[ , 2], probs = c(0.025, 0.975), na.rm = TRUE))
#Predictivo:

(IC.X2.Pred <- quantile(Reg.Conf.S2[ , 2], probs = c(0.025, 0.975), na.rm = TRUE))
#Intervalo de Confianza Marginal para la componente 3:

#Poblacional:

(IC.X3.Pob <- quantile(X[ , 3], probs = c(0.025, 0.975), na.rm = TRUE))
#Predictivo:

(IC.X3.Pred <- quantile(Reg.Conf.S2[ , 3], probs = c(0.025, 0.975), na.rm = TRUE))
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