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Resumen

En el presente trabajo explica y construye un electrocardiograma (ECG).
El primer ECG humano se publicé en 1887 por Augustus D. Waller. El elec-
trocardiograma es el principal instrumento para detectar una condicién anor-
mal en el corazén. Son mediciones eléctricas que se hacen dentro (corazon
abierto) o sobre el torso del cuerpo humano mediante derivaciones colocados
en posiciones bien definidas. Einthoven model6 la actividad eléctrica del co-
razon. Para registrar el electrocardiograma humano, utilizo tres derivaciones,
unidos de brazo izquierdo, brazo derecho y a la pierna izquierda. Las primeras
derivaciones fueron I, 11 y Il conocidas como derivaciones Einthoven, en
cada una de ellas utilizé dos electrodos que registra la diferencia de potencial
eléctrico entre dos puntos del tridangulo. Las derivaciones son electrodos que
son colocados dentro (corazén abierto) o sobre el torso, captan los impulsos
eléctricos del corazon y se presenta por medio de una grafica. Los trazos del
electrocardiograma son de ayuda a un médico para determinar si existe algiin
problema o arritmia cardiaca.

El problema directo de la electrocardiografia consiste en el calculo de la
distribucion de potenciales en la superficie del torso a partir de la activi-
dad eléctrica del corazén y el modelo del torso, siendo un problema bien
condicionado y bien planteado poseedor de una solucion unica.

En vectocardiografia, la actividad eléctrica del corazén se modela por un
dipolo (Einthoven, Fahr de Waart, 1913); en particular, el complejo QRS
que es la representacion grafica de la despolarizacién de los ventriculos del
corazén formando una estructura picuda en el ECG. Un dipolo es un par de
cargas eléctricas opuestas +1 y —1I, separadas por una distancia pequena. La
senal ECG se explica por las proyecciones de este vector sobre los vectores
de las derivaciones cléasicas [,II y III del tridngulo Einthoven.

En la actividad eléctrica del corazon se presenta en varios modelos con
el fin de simular la senial del ECG en posiciones bien definidas llamadas



derivaciones: 1) El modelo del volumen conductor es un modelo distribuido
de la regién del cuerpo humano entre el torso y el corazén. 2) En el modelo
bidominio se modela la actividad eléctrica del corazén mediante la actividad
intracelular, extracelular y transmembrana de las células que componen el
musculo cardiaco. El modelo monodominio es la diferencia de potencia, es
decir, el potencial transmembrana. Si asumimos tasas de anisotropia iguales,
es decir, M, = AM;, donde X es una constante escalar

El modelo de la isquemia se basa en modelo pasivo del modelo bidomi-
nio. La muerte de los cardiomiocitos es la principal causa del impacto de
la cardiopatia isquémica en la supervivencia y la calidad de vida. Se produ-
ce masivamente durante el infarto agudo de miocardio, y la recanalizacién
coronaria no suele ser capaz de prevenirla.

El modelo de desfibrilacién es el del volumen conductor. La desfibrila-
cion eléctrica es un tipo de terapia que mediante la colacién de electrodos y
descargar un choque eléctrico de corriente al musculo del corazén, ya sea de
forma de interna (corazén abierto) o externa (sobre el torso).



Introduccion

En la investigacién realizada durante el desarrollo de esta Tesis de Maestria,
revisamos los principios biofisicos basicos de la modelacién de la actividad
cardiaca del corazén sobre la nociéon de equilibrio electroquimico, la ley de
Nerst y el potencial de accién a nivel celular. Se estudian modelos simples de
fuentes de corriente, particularmente fuentes dipolares usando el principio de
dualidad en fluidos bioldgicos en la aproximacién cuasiestatica, en la que se
desprecian los campos magnéticos y las fuentes de corriente.

Se explica el origen de la senal del ECG asociado a los procesos de de-
polarizacién, repolarizacion y periodo refractario del potencial de accién. Se
estudia el modelo simple de fuente dipolar en una esfera conductora, el vecto-
cardiograma a partir de las derivaciones de Einthoven y el modelo de Sameni.

Se presenta el modelo del volumen conductor y el modelo bidominio, el
primero permite plantear el problema directo y el problema inverso de Elec-
trocardiografia. Del segundo, una modificaciéon permite modelar el proceso de
isquemia cardiaca. En esta tesis realizamos simulaciones con ayuda del Soft-
ware SCIRun de un corazén isquémico y, desfibrilacion interna y externa,
basado en datos reales.

La tesis estd estructurada como sigue: en la Introduccién se plantea el
panorama general del problema a tratar. En el capitulo [1| se explica en fun-
cionamiento del corazon. En el capitulo [2 se presentan los principios basicos
de biolectromagnetismo, la aproximacion cuasiestatica y el principio de dua-
lidad. En el capitulo [3] se explica la senal del ECG a partir del potencial
de accion y los modelos méas simples de actividad cardiaca. En el capitulo
estudiamos el modelo de fuente de dipolar tinico y deducimos la férmula ce-
rrada del potencial en una esfera conductora aislada. Revisamos los modelos
de vectocardiografia de Clifford-Sharry y de Sameni.

En el capitulo |5 presentamos los modelos de conduccion volumétrica:
el volumen conductor, el modelo bidominio y el modelo monodominio. En



la seccién 6l modelamos dos situaciones de conducciéon eléctrica anémala: la
isquemia y la desfibrilacién. En el capitulo[7] presentamos el problema directo
y el problema inverso en geometrias sencillas como el anillo y en la esfera.
Finalmente presentamos las conclusiones y perspectivas. En los apéndices
presentamos temas de interés que complementan la idea principal de la tesis.



Capitulo 1

Funcionamiento eléctrico y
fisiologia del corazoén

En esta seccion explicamos brevemente el ciclo cardiaco del corazén y la
actividad eléctrica. En el ciclo cardiaco tanto las auriculas como los ventricu-
los se transitan por las fases de sistole y diastole, permitiendo un bombeo
adecuado de la sangre al cuerpo. El estudio de la actividad eléctrica y com-
portamiento del corazén permite diagnosticar enfermedades.

1.1. Fisiologia del corazon

El corazén es un organo del tamano aproximado de un puno. Estd com-
puesto de tejido muscular y bombea sangre a todo el cuerpo. La sangre se
transporta a todo el cuerpo a través de los vasos sanguineos, unos tubos lla-
mados arterias y venas, (ver [36]). Cada ciclo cardiaco dura 800 ms, consta
de una sistole y una didstole auricular, y una sistole y una diastole ventri-
cular. Durante el ciclo cardiaco las presiones en las auriculas o ventriculos
aumentan y disminuyen respectivamente, lo que produce que la sangre fluya
de donde hay mayor presiéon a donde hay menor presion. Se divide en dos
fases:

Diastole o relajacion: Es la primera fase del ciclo cardiaco, donde la
sangre fluye de las venas a las auriculas por la diferencia de presion,
posteriormente conforme se llenan las auriculas la presién aumenta y la
sangre se mueve pasivamente a los ventriculos. Una vez los ventriculos
estan casi llenos, ain fluye sangre hacia corazon entrando directamente
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desde las venas durante esta etapa llamado diastasis. La ultima etapa
es la sistole auricular, en la cual es caracterizada por terminar de
llenar el ventriculo, la auricula se contrae y aumenta su presion eyec-
tando el volumen residual de sangre hacia el ventriculo, aproximada-
mente 20 % del volumen ventricular. Al final de esta fase, la presién del
ventriculo se hace mayor que la de la auricula y se cierran las valvulas
mitral y tricispide.

Sistole o contraccién: Es la segunda fase donde produce una contraccion
isovolumétrica de los ventriculos, en el cual es caracterizada porque la
presion en el ventriculo se hace mayor que la presién en las arterias
aorta y pulmonar, en este momento se abren las vélvulas semilunares y
la sangre es expulsada del corazén. Es importante notar que aunque la
presion en el ventriculo izquierdo es mayor que la del ventriculo derecho,
ambos ventriculos expelen el mismo volumen de sangre, sin cambios de
volumen. El volumen de los ventriculos se mantiene constante.

1.2. Actividad eléctrica

El Electrocardiograma (ECG) consiste en estudiar las senales eléctricas
en puntos especificos del torso humano con el fin de evaluar la condicion
eléctrica del corazon. En el ECG de una persona con arritmia presenta un
ritmo anormal del corazén comparado con una persona sana. Una persona con
arritmia puede presentar sintomas tales como debilidad, fatiga, palpitaciones,
presién baja, mareos o desmayos.

El funcionamiento eléctrico del corazén se puede resumir como sigue: el
corazon es una bomba peristaltica que funciona con base a impulsos eléctri-
cos generados a partir de la diferencia de los potenciales entre el interior y el
exterior de las células cardiacas, generadas por gradientes quimicos, princi-
palmente de sodio, potasio y calcio. Estos impulsos eléctricos se comunican
con las células vecinas mediante canales llamados uniones de brecha (gap
junctions), generando asi corrientes.

Los impulsos eléctricos se originan en el nédulo sinoatrial o nodulo sinusal
(SA) de manera regular de 60 a 100 veces por minuto en condiciones norma-
les. El estimulo viaja hasta el nédulo auriculoventricular (también llamado
nédulo AV), ubicado entre las auriculas y los ventriculos. En el nédulo AV,
los impulsos se retrasan durante un breve instante, lo cual permite que las



El Sistema Eléctrico del Corazén
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Figura 1.1: (a) El corazén, [25]. (b) Electrocardiograma, [30].

auriculas se contraigan una fraccién de segundo antes que los ventriculos. La
sangre de las auriculas pasa a los ventriculos antes de que estos se contrai-
gan. Luego de pasar por el nédulo AV, la corriente eléctrica continiia hacia
abajo a través de un canal de conduccion llamado el haz de His hasta llegar
a los ventriculos. El haz de His se divide en la rama derecha y en la rama iz-
quierda, para llevar el estimulo eléctrico a los ventriculos derecho e izquierdo.
Cualquier disfuncién puede hacer que el ritmo normal pueda alterarse dando
origen a arritmias cardiacas.



Capitulo 2

Bioelectromagnetismo

En este capitulo revisamos las ecuaciones de Maxwell para el campo
eléctrico y magnético en medios dieléctricos. Revisamos el concepto de po-
larizacién de un material y como las ecuaciones en el vacio se modifican en
medios materiales, los campos eléctrico y magnético E, B se transforman en
el desplazamiento eléctrico D y la magnetizaciéon H. Sin embargo la teoria
en medios dieléctricos, que es la que se ensena en la mayoria de los cursos de
Electromagnetismo no es la mas apropiada para describir procesos eléctricos
y magnéticos en fluidos y tejidos bioldgicos. Esto es debido a que el origen de
los campos son fuentes de corrientes en vez de fuentes de carga. Explicamos
este mecanismos mediante el concepto de corrientes 6hmicas y corrientes im-
presas, asi de cémo se originan por el movimiento de iones, en respuesta a
gradientes de concentraciones o por arrastre de fluidos. A nivel de situaciones
que no son extremas en el andlisis de las senales eléctricas del corazon, los
campos magnéticos pueden despreciarse, lo cual se conoce como la aproxi-
macion cuasiestatica, en la cual el campo eléctrico se deriva a partir de un
potencial, el cual se liga a las fuentes de corriente mediante la ley de Ohm.

Todo esto se resume en el principio de dualidad resumido en el Cua-
dro La aproximacién cuasiestatica, la ley de Ohm y la desagregaciéon de
fuentes en medios biolégicos en corrientes 6hmicas y corrientes impresas, nos
permite hacer la analogia de las fuentes de carga con fuentes de corriente,
identificando la constante dieléctrica de los materiales con la conductividad,
y con ello podemos usar la teoria de la electroestatica con confianza en la
modelaciéon de la actividad cardiaca.
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2.1. Medios dieléctricos

Las ecuaciones de Maxwell en un medio material son

V-D = p, (2.1)
10B

E = —— 2.2

V-B = 0, (2.3)
oD

H = —_— 2.4

V x J+ TR (2.4)

donde D = ¢E, B = uH son el desplazamiento eléctrico D y la magnetiza-
cion H, respectivamente. Los pardametros €, p, la permitividad eléctrica y la
permeabilidad magnética, son cantidades tensoriales en un medio anisotropo
y se reducen a escalares en un medio isétropo.

En un material dieléctrico la polarizacion es inducida por el campo eléctri-
co E. Denotamos por P la densidad dipolar volumétrica inducida por el cam-
po eléctrico E. Ambos estd relacionados por el tensor de suceptibilidad y

donde ¢, es la permitividad del vacio. Para un medio isotrépico y homogéneo
por regiones, x sera un escalar constante en cada region. Se define el despla-
zamiento eléctrico D como

En el caso isotrépico homogéneo por regiones, sustituyendo la ecuacion (2.5)
en la ecuacién ([2.6)), se tiene que:

D =¢(1+ x)E = KgE = ¢E. (2.7)

donde K = 1+ x también llamada constante dieléctrica del material (para
una regién particular) y
e = Ke (2.8)

es la permitividad del dieléctrico.
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Figura 2.1: Polarizacién de un material dieléctrico, [31].

La ecuacién de Maxwell (2.1) define la carga neta en el volumen V' de

material dieléctrico,
/ p= / V-DdV
v v

V.-D =A4np, (2.9)

o bien en términos del campo eléctrico aplicado E

o forma diferencial

vV-E=L (2.10)

2.2. Medios bioldgicos

En la modelacion de la actividad eléctrica del corazon, es importante saber
que las variaciones temporales del campo magnético (induccién magnética)
a—]f pueden despreciarse. Por ejemplo, en situaciones normales la frecuencias
del campo magnético van de 10 a 100 KHz, y el error en la férmula para la
magnitud del campo eléctrico E.,, sin considerar la induccién magnética en
relacién a la magnitud de campo exacto ha sido estimado [I] como E.,,./E <
10~7. Por otro lado el efecto de los campos magnéticos en el movimiento de
cargas libres de origen fisologico, dada por la fuerza de Lorenz

F =¢(E +ux B) (2.11)

son también despreciables en el rango de magnitudes de velocidades u ~
Im/s, y de campos B ~ 100fT, £ ~ 1V/m [I], ya que en ese caso uB/E ~
10713
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En lo sucesivo vamos entonces a despreciar del todo el efecto de los campos
magnéticos en el contexto de la modelacién eléctrica del corazén. Esto se
conoce como la aproximacion cuasiestatica. En este caso la ecuacion
se reduce a

VxE=0 (2.12)

por lo que E puede obtenerse a partir de una funcién de potencial escalar,
es decir,
E=-Vog, (2.13)

y la fuerza de Lorenz se reduce a la fuerza de Coulomb,
F = ¢E. (2.14)

Es conveniente eliminar el campo H tomando la divergencia de la ecuacion
(2.4]), se obtiene la siguiente ecuacién

V- Jet =0, (2.15)

donde la corriente total Ji' = J +%D. La ecuacién '2.15|) también representa
el principio de conservacién de la carga, es decir, de la ecuacién (2.15)) y (2.1)

se tiene
dp

V-J+ - =0. 2.16
En el caso de medios fisolégicos, tales como el medio extracelular o intra-
celular de las células cardiacas, el origen de las corrientes es multiple. Entre

las principales fuentes podemos distinguir:

1. Las corrientes hmicas, J°*™, que son de tipo conservativo (en la apro-
ximacién cuasiestética) y se relacionan con el campo eléctrico a través
de la ley de Ohm,

Jorm — o, (2.17)

donde o es el tensor de conductividad.
2. Las corrientes difusivas, que responden a gradientes de concentracion
ionica,

I = —FY zDiVa, (2.18)

donde F' es la constante de Faraday, D; y z; son el coeficiente de difu-
sién, z; la valencia y ¢; la concentracion de la i—ésima especie idnica.
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3. Las corrientes de adveccion,

Jodv — uFZ 2i¢;, (2.19)

donde u es la velocidad dentro del fluido.

Con esta desagregacion de las fuentes de corrientes, la corriente total se
puede escribir como

9p
ot

Las corrientes que no son 6hmicas se denominan corrientes impresas,

JtOt — JOhm + Jdlf + Jadv + (220)

Jimpr _ szf + Jadv + JATP

donde J4TT representa las corrientes asociadas directamente al consumo de
energia del ATP. Por ejemplo, el potencial de membrana se mantiene gracias
a la contracorriente que se genera via el consumo de ATP, que de otra manera,
la diferencia de concentraciones de potasio y sodio en los medios extracelular
e intracelular generaria una corriente que tenderia a equilibrar la diferencia
de potenciales dando un potencial de membrana cero, lo cual no es asi.

En resumen la ecuacién se puede escribir como

V. Johm = g = (2.21)

Asi, el negativo de la divergencia de las corrientes impresas se pueden
interpretar como fuentes de corriente [,. En el caso mas sencillo de con-
ductividad constante, esta ecuacién puede escribirse como

V-E==". (2.22)

Que es formalmente idéntica a la ecuacion para el campo eléctrico y fuentes

volumétrica de carga (2.10)).

2.3. Principio de dualidad

La aproximacion cuasiestatica y la desagregacién del origen de las co-
rrientes fisiologicas en corrientes éhmicas y corrientes impresas nos permite
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Electroestatica | Bioestatica
E=-V¢ E=-V¢
D=cE J=0cE
Vip= -t Vip=-L
€ o
/4 I,

Cuadro 2.1: Principio de dualidad

establecer el principio de dualidad de la electrostatica de materiales dieléctri-
cos y la aproximacién cuasiestatica (que llamaremos bioestatica) en medios
fisiol6gicos que se resumen en el Cuadro 2.1}

Este principio de dualidad no implica equivalencia ya que mientras que
la conductividad ¢ puede tomar cualquier valor positivo, cuando es un es-
calar, la permitividad e estda acotada por key < € < €y, ademas de que la
interpretacion fisica es distinta. Sin embargo, matematicamente es muy ttil
pues se pueden usar las misma técnicas matematicas, bien conocidas, de la
electrostatica.

2.4. Modelos de fuentes de corriente

Un aspecto importante en la modelacion de la actividad eléctrica del
corazon es proponer modelos de fuentes de corriente. Estos modelos emplean
corrientes conservativas que satisfacen la ley de Ohm (2.17)).

Monopolo. El potencial y el campo eléctrico de un monopolo de corriente
en un medio homogéneo infinito de conductividad homogénea o es

Iy Iy
= mem ¢

dror

donde r es la coordenada radial y e, = - es el vector unitario radial. Notese
que el potencial y la corriente estan relacionados por J = cE = —oV¢.

La fuente de corriente monopolar tiene la propiedad importante de que el
flujo a través de cualquier esfera concéntrica .S, es constante. En efecto sobre
una tal esfera el flujo es

/J-erdS:/ idszi/ ds = I,
a s, 4mr? 4nr? Jo
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Figura 2.2: Dipolo de corriente finito.

asi que I se interpreta como la intensidad el flujo de corriente de una fuente
monopolar.

Dipolo finito. Este es la superposicién de dos fuentes de corriente monopo-
lares de intensidades de flujo de signo contrario +1; separados una distancia
d. Si p; es la distancia de un punto arbitrario al monopolo de intensidad — I
y p2 es la distancia al monopolo de intensidad Iy, el potencial del dipolo es

Iy Iy
dwropy  Amops

o= (2.23)
Se denomina dipolo finito para diferenciarlo del potencial que se obtiene en
el limite cuando d — 0, Iy — oo pero con Ipd — p un valor finito, al cual
llamamos fuente puntual dipolar de corriente o simplemente dipolo puntual.
En seguida desarrollamos una expresion para el potencial de dipolo puntual.
Sean

1
dzg(m—rz), I‘m:§(r2+r2),
entonces (ver Figura [2.2)
r,=r, —d, r, =r,, +d.

Por el teorema del coseno

p? = r*+d*—2rdcosy,
ps = 12+ d*—2rdcosh,
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luego con s = d/r y usando la funcién generadora de los polinomios de
Legendre P,

1 1 1o (d\"
= = =237(2) Pucosy),
P1 /12 + d? — 2rdcos T;(T) (cos @)

1 1 1= /d\"
— = =— Z (—> P,(cosb).
P2 Vr2 +d2 —2rdcosf T —\r

De la Figura se sigue que d = a/2, es la semidistancia entre los dipolos
y ¢ +60 = 7, luego cosyp = —cosf y de la paridad de los polinomios de
Legendre P,(cos @) = P,(— cosf) = (—1)"P,(cos ). Introduzcamos p = Iya,
la intensidad del dipolo, entonces el potencial de un dipolo finito se
puede escribir como

o= B(L 1

4o pio P1
_ 4:;_00% 2 (g) (Pn(cos 0) — P,(cos <P))
- 4]%% :; (g)” (1—(=1)")P,(cos®)
- er_oo% i (%)nPn(cos g)

n=1,nimpar

In 1L /g 2k+1
= e (5) Panilost)
Iy 1< /a a \ 2k
= rer 2 (5) (57) Panaleost)
p 1=/ a\2
= %ﬁz<2_r> P2k+1(COSQ).
k=0
Explicitamente
p 1 p 1 /a\2 p 1 /a\4
= 2 Pieost) + o (55) Paleost) + o (55) Prleos) + -
¢ Ao r? 1(cos )+47m7“2 2r 3(cos )+47TO"/’2 2r (cos ) +
p 1 p 1 raN21 9
=2 D 2 () g 224
dmor2 O +47r<77*4 2 2( o I+ ( )
p 1 ra\*1 5 9
yp— <§> §(63COS 0 —30cos”@+3)+---
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Dipolo puntual. Si hacemos tender a a cero en tanto que I tienda a infinito
pero con Ipa tendiendo a la cantidad finita p, en la expresién ([2.24]) sélo el
primer término sobrevive en el limite con lo que obtenemos el potencial de

un dipolo puntual ideal
1 pcosf

Paip = : (2.25)

Es conveniente expresar el potencial en forma invariante, suponiendo que el
dipolo puntual estd situado en el punto r,, como

Ao r?

1 P-é€
dro 1?2

Paip = (2.26)

donde r = |r — 1,
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Capitulo 3

Fundamentos de
electrocardiografia

En esta seccion estudiamos los mecanismos principales de la actividad
eléctrica a nivel celular mediante el transporte iénico, entre el medio extra-
celular e intracelular a través de los canales i6nicos. El concepto de balance
electroquimico basado en la ley de Nerst que determina la diferencia de con-
centraciones extracelular y intracelular de un ién particular, y mas general-
mente la ley de Goldman-Hodgkin-Katz que determina las concentraciones
de equilibrio para varios iones. Los iones mas importantes que participan
en la actividad de las células excitables, particularmente del corazon y las
neuronas, son el Potasio, Sodio, Cloro y Calcio. El potencial de membrana
se introduce como la diferencia del potencial intracelular menos el potencial
extracelular, es un concepto muy importante y permite explicar el potencial
con base en el electrocardiograma.

Para el modelo bidominio que introduciremos méas adelante el potencial
de membrana es también importante.

3.1. Membrana celular

Los canales i6nicos son un tipo de proteina transmembrana que permite
el paso de iones especificos como los iones de sodio, potasio y cloro, a través
de la membrana celular. Estos son poros o canales macromoleculares relle-
nos de agua con un sistema de compuertas. En la Figura se ilustra la
manera como se constituye una membrana celular a partir de dos capas de
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PHOSPHOLIPID MEMBRANE
MOLECULES

Figura 3.1: Construccién de una membrana celular, [13].

La célula esta encerrada por una membrana celular cuyo grosor es de
aproximadamente 7.5 a 10.0 nm. Su estructura y composicién se asemejan
a una pelicula de burbujas de jabén (Thompson, 1985), ya que uno de sus
principales componentes, los acidos grasos, tiene esa apariencia. Los acidos
grasos que constituyen la mayor parte de la membrana celular se denominan
fosfoglicéridos. Los fosfoglicéridos tienen dos partes diferentes: La cabeza de
esta molécula es hidrofilica (atraida por el agua) y tienen colas que consisten
en cadenas de hidrocarburos que son hidréfobas(repelidas por el agua), como
se muestra en la Figura [3.1

La concentracién de iones de sodio Na™ es alrededor de 10 veces mayor
fuera de la membrana que en el interior, mientras que la concentracién de
iones de potasio (KT) es aproximadamente 30 veces mayor en el interior
en comparacion con el exterior. Cuando se estimula la membrana para que
el potencial transmembrana se eleve aproximadamente 20 mV y alcance el
umbral, es decir, cuando el voltaje de la membrana cambia de -70 mV a
aproximadamente -50 mV, nos indica que hay un fuerte gradiente electro-
quimico que impulsa a las dos sustancias a moverse: el sodio hacia adentro y
el potasio hacia afuera de la célula.

La bomba Na — K contribuye al equilibrar el potencial de membrana y
mantener el potencial de reposo (es decir, las concentraciones constantes a
ambos lados) cuando el impulso nervioso ya se ha transmitido. La duracién
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Figura 3.2: Canales i6nicos, [32]

del impulso nervioso es de alrededor de 1 ms y hace que los canales de Na™
se habran generando un desequilibrio en la membrana y despolarizandola,
debido a la entrada de sodio a favor de gradiente se abran generando un
desequilibrio en la membrana y despolarizandola, debido a la entrada de
sodio a favor de gradiente. Cuando el impulso ha pasado, los canales de Na™t
se clerran y se abren los de K. El esquema se muestra en la Figura

Este mecanismo de depolarizacién con el paso de iones Nat y KT y de
repolarizacién en el que se recobra el potencial base constituye el Potencial
de Accién (PA). La forma tipica de la senal eléctrica observada en el PA
serd discutida con mds detalle en la Seccién B.6

3.2. Corrientes de arrastre

Los iones a los que haremos referencia se encuentran en los espacios in-
tracelulares y extracelulares en tejidos eléctricamente excitables. Debido a
sus cargas, estos iones estan sujetos a las fuerzas del campo eléctrico. El flujo
(es decir, flujo por unidad de area por unidad de tiempo) que resulta de la
presencia de un campo eléctrico depende de la resistencia eléctrica, que, a su
vez, es una funcién de la movilidad iénica de las especies i6nicas. Este tltimo
esta definido por uyg, la velocidad que se lograria con el k—ésimo i6n en un
campo eléctrico unitario. Entonces el flujo iénico viene dado por

2k

VP 3.1
|Zk| k ( )

Jk:e = —Ug
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donde Jge es flujo i6nico (debido a campo eléctrico) [mol / (cms)], uy es
movilidad idénica [cm/ (Vs)], z, es balance del ion, ¢ es la concentracién
i6nica [mol / cm?] y

1. % = el signo de la fuerza (positivo para cationes y negativo para
aniones).
2. —up—% = la velocidad media alcanzada por estos iones en un campo

|2k
eléctrico unitario (segin la definicién de wy),

el subindice k£ denota el k—ésimo i6n.

3.3. Corrientes de difusion

La primera ley de Fick relaciona el flujo de iones debido a la difusion es a lo
largo del gradiente de concentracion. El flujo de las particulas va de regiones
de alta concentracién a regiones de baja concentracion hasta obtener una
distribucion uniforme, este proceso se llama difusion. Esto se puede expresar
mediante la ley de Fick

JkD = —Dchk (32)

donde
1. Jxp = flujo i6nico (debido a la difusién)[mol/(cm * s)]
2. Dy = constante de Fick (constante de difusién) [em/s]

3. ¢ = concentracién de iones [mol/cm?).

Luego afirma que las corrientes se dan en el sentido contrario del gradiente de
concentracion. La constante de difusion fue deducida por Einstein con base
a un modelo estadistico y viene dada por

|25 | F

Dy, (3.3)

donde
1. T = temperatura absoluta [K°]

2. R = constante de los gases [8.314 J / (mol K)].

3. I es la constante de Faraday.
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3.4. La ecuacion de Nernst-Planck

La ecuacion de Nernst-Planck es una ecuacion de conservacion de masa
utilizada para describir el movimiento de una especie quimica cargada en
un medio fluido. Describe el flujo de i6n k-ésimo bajo la influencia de un
gradiente de concentracion idénica y al campo eléctrico de las ecuaciones ([3.1|)
y . El flujo iénico total del k-ésimo i6n, J,, viene dado por la suma de
los flujos i6nicos,

i =Jp + Jge

o 2k (3.4)

= —Dy —

D Vck ukl—Ckv(I)
2k
sustituyendo wuy de la ecuacion ([3.3)) se tiene que
F

J, = —D, <Vck + C’}?T VCD) , (3.5)

que se conoce como la ecuacién de Nernst-Planck y sus unidades se expresan
como [mol/(cm*s)].

La ecuacion se puede convertir en una densidad de corriente eléctrica
multiplicando por la constante de Faraday y por zi, la valencia del i6n k y
llegamos a la siguiente ecuacién:

ezl
= —Dpz, F P .

donde Ji es la densidad de corriente eléctrica debido al k-ésimo ién [C /

(scm)] = [A / cml.

3.5. La ecuacién de Goldman-Hodgkin-Katz

La ecuacion de Nernst solo calcula el potencial de difusién para un i6n
en particular, es decir, se asume que en el medio externo sélo existe un
tipo de iones. La ecuacion Goldman-Hodgkin-Katz calcula el potencial de la
membrana en el interior de la célula cuando participan dos iones positivos
(KT y Na'%) y un ién negativo(Cl™). El potencial de membrana se define
como:

Vi =Vi=Ve (3.7)

23



en donde V; es el potencial en el interior y V, es el potencial en el exterior.

La relacion entre el voltaje de membrana y el flujo idnico es de gran
importancia. La investigacién sobre esta relaciéon hace varias suposiciones:
primero, que la membrana biologica es homogénea y neutra; y segundo, que
las regiones intracelular y extracelular son completamente uniformes e in-
mutables. Tal modelo se describe como un modelo de electrodifusion. Entre
estos modelos esta el de Goldman—-Hodgkin—Katz.

Dado que el grosor de una membrana biolégica es pequeno en comparacion
con su extensiéon lateral, podemos considerar que la membrana es plana. El
modelo Goldman-Hodgkin-Katz supone que la membrana es uniforme, plana
e infinita en su extension lateral. Elegimos el eje x normal a la membrana
con su origen en la interfaz de la membrana con la region extracelular, y si el
grosor de la membrana es h, entonces x = h define la interfaz de la membrana
con el espacio intracelular [13].

La ecuacién puede entonces reescribirse como

d F dd
% 2k —) (3.8)

:—D _
I k(dx+ RT dx

e . s . . dﬂ . dﬁ o v_m
para el k—ésimo flujo iénico. Despejando 7% y sustituyendo o = en la

h
ecuacion ([3.8)) se tiene
de Jk VmZkF

Despejar dx de la ecuacién (3.9)), se obtiene la siguiente ecuacién

m

dcy!
_Jk _ VmzF
Dy RTH Ck

dr =

(3.10)

donde ¢}*(z) es el potencial del k—ésimo ién como funcién de la profundidad
en la membrana z. Integrando la ecuacién (3.10) de z = 0 a x = h dentro de
la membrana, se tiene

LA (5_’2 + Lﬁ?ﬁfcﬁ)

(3.11)

Te 1 VzeF 0
Vil Dy T “RTR Ck

donde ¢} es la concentracién de i6n k™ en x = h y ¢} es la concentracién de
ion k™ en z = 0.
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De la ecuacion (3.11)) se puede resolver para J, entonces tenemos

h _szkF
DpVyzp B ¢ —e” " RT

—Vmzp F )
RTh 1 _ cgeT

Iy = (3.12)

las concentraciones del k—€simo i6n en la ecuacién son aquellas dentro de la
membrana.

Cuando x = 0 esta en la superficie extracelular y en z = h la interfaz
intracelular, entonces

h
= [Bra

02 = frco,

(3.13)

donde [ es el coeficiente de particion, ¢; es concentracién idnica intracelular
medible y ¢y es concentraciéon ionica extracelular medible.
La permeabilidad P, se define como

_ DiBy
h 7
entonces sustituyendo las ecuaciones (3.14)) y (3.13)) en la ecuacién, y multi-

plicando el flujo iénico jj de la ecuacion (3.12)) por la constante y la valencia
de Faraday. Se tiene

Py,

(3.14)

_szkF
PV ziF? cf — e TRt

—Vmzp F °
RT 1 e r”T

Ji =

(3.15)

Cuando se considera el flujo de iones a través de la membrana en el
estado de reposo, la suma de todas las corrientes a través de la membrana es
necesariamente cero

Ji + Ine + Jor = 0. (3.16)

Sustituyendo (3.16)) en la ecuacion (3.15)) y agregando los indices apropiados
y observando que potasio y sodio la valencia z = +1 mientras que para el

cloro z = —1, y cancelando la constante ZRE—Y’T obtenemos:
_VmF _VmF _ VmF
P Cik — Co,k€ BT p Ci,Na — Co,Na€ ET P Ci,ct — Co,c1€ BT
— 1k Vin — 4L Na Vi P — {4 Vin

1 —e rT 1 —e rT 1 — e rT
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El denominador 1 — e~ A # 0 de la ecuacion 1) entonces tenemos
_VmF _VimF _VmF
P <Ci,k —core BT >+PNa (Ci,Na — Co,Na€ BT >+Pcz (Ci,C’l —coc1€” BT ) =0,
(3.18)

de aqui se tiene

Vi F'
Pyciy + PnaCina + Poicicr = “RT (Pxcok + PnaCona + Porcocr) - (3.19)

Entonces despejando de la ecuacion (3.19)) se obtiene la ecuaciéon de Goldman-
Hodgkin-Katz

Vin =

RT Pz Pai a P, )
——n( kCik T+ £NaCi,Na + ClC,CZ)‘ (3.20)

F Prco + Pnacone + Peicoci

3.6. El potencial de accién

Potencial de membrana es la diferencia de potencial a ambos lados de una
membrana que separa dos soluciones de diferente concentraciéon de iones|[I3].
El potencial de membrana se define como:

®,, = ; — b, (3.21)

donde ®; potencial interior y ®. potencial extracelular. Su intervalo del po-
tencial de membrana normalmente oscila entre -60 mV y -70 mV. Las mem-
branas de las células nerviosas en particular, mantienen un pequeno voltaje o
“potencial” a través de la membrana, en su estado normal o de reposo, donde

®,. es el voltaje de equilibrio para el i6n k—ésimo a través de la membrana
;.

(a) Se denomina potencial de membrana en reposo, cuando ®,, = ®;. Bajo
esta condicion, no existe flujo neto de iones de potasio a través de la
membrana.

(b) Se denomina depolarizacién de la membrana, cuando ®,,, < ®;. Enton-
ces el potencial dentro de la membrana se vuelve menos negativa, una
condicién conocida como despolarizacion de la membrana y se produce
un flujo de salida de potasio (de un potencial electroquimico més alto
a uno mas bajo).
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(¢) Cuando el potencial dentro de la membrana se vuelve méas negativo que
el estado de reposo, es decir ®,, > @, se dice que la membrana esté hi-
perpolarizada. En este caso los iones fluirdn hacia adentro (nuevamente
desde el potencial electroquimico més alto al més bajo).

Un modelo del potencial de membrana, propuesto por Eccles (1968), se
muestra en la Figura|3.3] El potencial aplicado dentro del axén se puede si-
mular con tres baterias intercambiables que se pueden colocar entre el intra-
celular y espacios extracelulares, como se muestra en la siguiente Figura [3.3]
donde V}, = &, y @, = V,,,. En la bateria A, se supone que la fuerza electro-
motriz (fem) de la bateria es V;, = V,,,, en la bateria B su voltaje es menor Vj
y en la bateria C el potencial dentro de la membrana se vuelva més negativo.
La Figura [3.3 representa las tres situaciones descritas en los incisos (a), (b)
y (c) respectivamente.

B DEPOLARIZED |V, <[Vl
|2,

Rl

A Outflow of K* ions
A EQULBRIUM V=Y,

(T P C HYPERPOLARIZED |V, = Vi
i3 |/ Cbo r CDO

/ " r
v, | Vie av=0 Y |l Vic

CDi /
Net flaw of K+ ions = 0 ®.[/ N

Inflow of K* ions

Transmembrane voltage: 7, =@, - @,
SK

RT
Nernst voltage for K+ ions: V3 =——In e

ZF ¢

(s3]
Farce moving K* ions: AV =V, -V,

Figura 3.3: El potencial aplicado dentro del axén, [13].
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Figura 3.4: El potencial de accién cardiaco (PA cardiaco), [20].

3.7. La senal del electrocardiograma

Las células del musculo cardiaco pertenecen a una clase de células conoci-
das como células excitables, que tienen la capacidad de responder activamente
a un estimulo eléctrico. Las células excitables son aquellas que son capaces
de producir el potencial de accién. El ciclo completo de depolarizacién y re-
polarizacién se denomina potencial de accion, estd dividido en 5 fases, son
enumeradas del 0 al 4, como se muestra en la Figura|3.4

Las 5 fases

Fase 0: Es la fase de despolarizacion rapida. Se debe a la apertura de los
canales rapidos de N, lo que genera un répido incremento de la con-
ductancia de la membrana para el Na®(gNa™t) y por ello una répida
entrada de iones N,+(Iy,) hacia el interior celular.

Fase 1: Es la fase de repolarizacién rapida. Es causa de la activacién de
la corriente transitoria (Ito). Esta corriente K+ de répida activacién
e inactivacion no se presenta en todas las células cardiacas; solo en
aquellos tejidos en los que estan presentes generan un PA.

Fase 2: Se mantiene en equilibrio entre el movimiento hacia el interior del
Ca**(Ig,) a través de los canales iénicos para el calcio de tipo L y el
movimiento hacia el exterior de Kt a través de los canales lentos de
potasio [ks.

Fase 3: Repolarizacién rapida del PA cardiaco, los canales voltaje-dependientes
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para el calcio de tipo L se cierran, mientras que los canales lentos del
potasio (Ixs) permanecen abiertos.

Fase 4: Es el potencial de reposo de la membrana. La célula permanece en
este periodo hasta que es activada por un estimulo eléctrico, que pro-
viene normalmente una célula adyacente. Esta fase del PA es asociada
con la diastole de la camara del corazon.

3.8. A nivel tejido

En esta seccion explicaremos la activacion eléctrica del corazén a nivel
tejido. Una vez que la activacion del corazén ha comenzado en el nodo si-
noauricular (marcapasos del corazén), se extiende a lo largo de las paredes
auriculares. Se considera el corazén como un dipolo y se representa con una
flecha gruesa como se muestra en la Figura [4.4]

La proyeccion de este vector resultante en cada una de las tres derivaciones
leads de Einthoven es positiva, y por lo tanto, las senales medidas también
son positivas.

La descripcion del ECG consta de los siguientes elementos:

1. Nodo sinoaricular(nodo SA).
2. Nodo auriculoventricular(AV).

3. Sistema de His—Purkinje.

El nodo sinoauricular. El estimulo sinoauricular depolariza las auricu-
las, comenzando por la parte lateral derecha de la auricula derecha
y siguiendo un recorrido en direcciéon contraria a las agujas del reloj,
despolarizando primero el septlum interauricular y finalizando en la
auricula izquierda. Una vez que la depolarizacién se ha propagado so-
bre las paredes auriculares, llega al nodo AV, y se propaga lentamente
en la parte superior del nodo.

El nodo auriculoventrical. Durante el paso por el nodo AV, la onda de
activacion eléctrica sufre una pausa de aproximadamente un décimo de
segundo, que permite completar el llenado ventricular.
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Sistema de His-Purkinje. Una vez que la activacién ha alcanzado los
ventriculos, continia a lo largo de las fibras de Purkinje hasta las pare-
des internas de los ventriculos. La despolarizacién ventricular comienza
primero desde el lado izquierdo del tabique interventricular y, por lo
tanto, el dipolo resultante de este punto de activacion septal apunta ha-

cia la derecha. Muestra que esto causa una senal negativa en los cables
[ylIl

3.9. La senal del ECG

El primer electrocardiograma (ECG) humano se publicé en 1887 por Au-
gustus D. Waller. Usé un electrometro capilar para registrar el primer ECG
humano. Waller mantuvo una gran familia de bulldogs, involucrando a su
bulldog Jimmy de pie con sus patas en cubos de solucién salina. Las solucio-
nes de conducciéon en los cubos actuaron como electrodos y se conectaron a
un dispositivo que registraba la diferencia de potencial eléctrico entre los dos
electrodos. Se observd que la diferencia de potencial pulsaba al ritmo de los
latidos del corazon de Jimmy.

El ECG es una senal que varia en el tiempo y refleja el flujo de la corriente
ionica que hace que las fibras cardiacas se contraigan y luego se relajen.

Los latidos cardiacos quedan representados en el ECG normal por las di-
ferentes oscilaciones de la linea basal en forma de angulos, segmentos, ondas
e intervalos, constituyendo una imagen caracteristica que se repite con una
frecuencia regular a lo largo de la tira de papel del ECG. En un ECG nor-
mal, cada complejo consta de una serie de deflexiones (ondas del ECG) que
alternan con la linea basal. Realizando la lectura de izquierda a derecha, se
distinguen la onda P, el segmento P-R, el complejo QRS, el segmento ST y
finalmente la onda T.

El ECG se puede dividir en las siguientes secciones:

Onda P: Es la deflexién hacia arriba que aparece en el ECG. Una pequena
desviacién de bajo voltaje lejos de la linea de base causada por la
depolarizacién de los atrios antes de la contraccién auricular a medida
que el frente de onda de activacién (depolarizacién) se propaga desde
el nodo SA a través de los atrios.

Intervalo PQ: El tiempo entre el comienzo de la depolarizacion auricular
y el comienzo de la depolarizacion ventricular.
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Intervalo QT: El tiempo entre el inicio de la despolarizaciéon ventricular y
el final de la repolarizacién ventricular. Los estudios clinicos han demos-
trado que el intervalo QT aumenta linealmente a medida que aumenta
el intervalo RR. El intervalo QT prolongado se puede asociar con la
repolarizacién ventricular retardada que puede causar taquiarritmias
ventriculares que conducen a muerte stubita cardiaca.

Intervalo ST: El tiempo entre el final de la onda S y el comienzo de la
onda T. Las amplitudes significativamente elevadas o deprimidas que
se alejan de la linea de base a menudo se asocian con enfermedades
cardiacas.

Onda T: Representa la repolarizacion de los ventriculos. Durante la forma-
cién del complejo QRS, generalmente también ocurre la repolarizacion
auricular que no se registra en el ECG normal, ya que es tapado por el
complejo QRS.
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Capitulo 4

Modelos de vectocardiografia

En esta seccion estudiaremos un modelo simplificado en el que el torso se
representa por una esfera conductora y el corazén por un dipolo puntual en
el centro de la esfera. Se supone que en un medio no conductor como el medio
ambiente, la condiciéon de frontera en la superficie de la esfera es Neumann
homogénea.

Waller y Einthoven presentaron la muy poderosa simplificacion de ver
el corazén como un dipolo incrustado en un volumen conductor. La idea es
basada en la suposiciéon de que el cuerpo tiene propiedades de un volumen
conductor, y que la fuentes de corriente eléctrica en el corazon puede ser visto
como dipolos. Un conductor de volumen es simplemente un medio conductor
tridimensional, mientras que un dipolo es un par de cargas eléctricas opuestas
con igual magnitud (-q,q), separadas por una pequena distancia d. Un dipolo
tiene solo dos cargas puntuales, pero varios arreglos de cargas multiples o
distribuciones de carga también pueden tener propiedades similares a un
dipolo. Un dipolo genera un campo eléctrico, y en un conductor de volumen,
este campo eléctrico conduce a corrientes en todo el medio. La fuerza de
un dipolo, y la fuerza del campo eléctrico que genera, se caracteriza por el
momento del dipolo, que es el producto de la carga en cada polo y la distancia
entre los polos. El momento dipolar tiene una direccion asociada, que es la
direccion del polo negativo al positivo. Denotando el momento dipolo por p,
tenemos

p = qd, (4.1)

donde d es el vector que apunta desde el polo negativo al positivo [7].
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4.1. Las 12 derivaciones clasicas

El modelo del dipolo tnico debe entenderse como una fuente equivalente
en el sentido del teorema de Gabor—Nelson. La descricpién del vector cardiaco
(dipolo) se resume en la Figura La trayectoria seguida por el dipolo es el
Vectocardiograma, y las senales en las derivaciones de Einthoven se entienden
como las proyecciones del vector cardiaco en cada una de las derivaciones V' I,
VIIy VII.

Willem Einthoven model6 la actividad eléctrica del corazén. Para regis-
trar el electrocardiograma humano, utilizé tres electrodos, unidos al brazo
izquierdo y derecho y a la pierna izquierda.

Las primeras derivaciones fueron I, I1 y I11 conocidas como derivaciones
de Einthoven, en cada una de ellas utiliza dos electrodos que registran la
diferencia de potencial eléctrico entre dos puntos del tridangulo. La notacion
para las derivadas ¢4, ¢ra V ¢11 para el potencial en el brazo derecho, brazo
izquierdo y la pierna izquierda, respectivamente, los leads son definidos por:

I = ¢ra— dra,
11 OLL — PRa,
IIT = ¢rr — ¢ra.

A partir de estos tres puntos se obtiene un punto imaginario V' (el baricen-
tro del tridngulo, denominado el terminal central de Wilson), localizado en el
centro del pecho, por encima del corazén. Estas tres derivaciones periféricas
son bipolares, es decir, tienen un polo positivo y un polo negativo.

Las derivaciones monopolares miden la diferencia de potencial entre el
punto imaginario V' y cada uno de los electrodos. La notacion para las deri-
vaciones monopolares, VR, VL y VF.

33



-~

Figura 4.1: Tridngulo de Einthoven, formado por las derivaciones de Eintho-
ven y monopolares, [23].

Estas derivaciones son

aVL: potencial absoluto del brazo izquierdo. Su vector estd en direcciéon
a —30°.

aVF': potencial absoluto de la pierna izquierda. Su vector esta en direc-
cién a 90°.

aVR: potencial absoluto del brazo derecho. Su vector esta en direccion a
—150°.
donde a significa amplificada. El tridangulo de Einthoven se muestra en la
Figura [4.1]

Existen otras derivaciones, estas derivaciones son unipolares y se registran
en el térax desde la posicion 1 a la 6. Son las mejores del electrocardiograma
para precisar alteraciones del ventriculo izquierdo, sobre todo de las paredes
anterior y posterior.

Las derivaciones son:

V: : esta derivacion registra potenciales de las auriculas, de parte del tabi-
que y pared anterior del ventriculo derecho. E1 QRS presenta una onda
R pequena (despolarizacién del Septo Interventricular) seguida de una
onda S profunda.

Vs : el electrodo de esta derivacién precordial, estd encima de la pared
ventricular derecha, por tanto, la onda R es ligeramente mayor que en
V1, seguida de una onda S profunda (activacién ventricular izquierda).
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Figura 4.2: La localizacién especifica de las 6 derivaciones precordiales, [33].

V3 : derivacion transicional entre potenciales izquierdos y derechos del
ECG, por estar el electrodo sobre el septo interventricular. La onda
R y la onda S suelen ser casi iguales (QRS isobifasico).

V4 : el electrodo de esta derivacion esta sobre el apex del ventriculo iz-
quierdo, donde es mayor el grosor. Presenta una onda R alta seguida
de una onda S pequena (activacién de ventriculo derecho).

V5 v Vg : estas derivaciones del electrocardiograma estan situadas sobre el mio-
cardio del ventriculo izquierdo, cuyo grosor es menor al de V4. Por ello
la onda R es menor que en V4, aunque sigue siendo alta. La onda R
estd precedida de una onda q pequena (despolarizacion del septo)[23].

Wilson investigé cémo podrian definirse los potenciales unipolares elec-
trocardiograficos. Wilson y sus colegas (Wilson, Macleod y Barker, 1931;
Wilson et al., 1934) sugirieron el uso del terminal central. La terminal central
de Wilson (WCT) se obtiene promediando el potencial en las extremidades
referidas al electrodo de referencia en la pierna derecha utilizando tres resis-
tencias idénticas (5 k{2 o més) conectadas a un solo punto, como se muestra
en la Figura 4.3
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Figura 4.3: Terminal Central de Wilson (WCT), [21]

La corriente total en la terminal central desde las derivaciones de las
extremidades debe sumarse a cero para satisfacer la conservacion de la co-
rriente.

La Figura 4.4 muestra en conjunto los procesos de depolarizacion y repo-
larizacién promedio y representados por un dipolo promedio, representado en
la Figura por una flecha amarrilla. Histéricamente este vector que en realidad
representa un vector promedio de dipolo se llama el vector del corazon. Las
senales en las derivaciones se comenzaron a entender como las proyecciones
de este vector cardiaco. La Figura también muestra las senales en un corazén
normal de un electrocardiograma. Gran parte de la habilidad del cardi6logo
consiste en interpretar en el ECG, picos, si son hacia arriba o hacia abajo, la
duraciéon de los intervalos, etc., como anomalias de este vector cardiaco.
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Figura 4.4: Activacién eléctrica formado por las derivaciones de Einthoven,

El modelo del dipolo tinico

Este modelo aunque simple permite algunas predicciones cuantificables.
Por ejemplo, se puede mostrar que la intensidad del potencial en una esfera
conductora es aproximadamente tres veces la magnitud en un medio infinito,
este es un margen de error que permite hacer algunas predicciones cualita-
tivas en las derivaciones de Einthoven. Se pueden considerar otros modelos
mas o menos simplificados como el de una lamina o anillo conductor plano o
un cilindro conductor para representar el torso. En simulaciones mas realis-
tas, sera necesario implementar métodos numéricos, tipicamente basados en
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elementos finitos o elementos de frontera.

Consideremos el potencial debido a un dipolo finito formado por dos mo-
nopolos de corriente de intensidad +/ situadas a unas distancias b y a del
origen, la fuente de corriente +1/ situada sobre el eje z y la carga —I so-
bre el plano z-z formando un angulo « respecto del eje z positivo. Véase la
Figura 4.2

Figura 4.5: Dos fuentes de corriente puntuales ubicadas arbitrariamente en
una esfera conductora homogénea. El angulo v describe la orientacion del
dipolo, [10].

El potencial de estas dos fuentes de corriente en un medio infinito es

I 1 1
Vo= — | —— — 4.2
dmo (rb ra) (4.2)

siendo 1y, 1, las distancias del punto de observacién P a la carga +1 y —I
respectivamente (4.2)).
Recordemos que la funcién generadora de los polinomios de Legendre es

1 oo
—_— = P, (x)t". 4.3
VSR R 43
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Con ésta, podemos expresar el inverso de la distancia r,, como sigue:
1 1

Ty Vr2 + 02— 2rbcosf
1 1

r V1 —2cos0(b/r) + (b/r)?
% 1 +an<cosg) (g) ] (4.4)

- - _Zn:( ) (cosf), 7> b (4.5)

Anéalogamente

ri _ 1 —Z()  (cosB),  r>a. (4.6)

Luego el potencial debido a las fuentes +1 es

I 1 11 ., n
Vo, = m<; +- ; r_”(b P,(cosf) — a"P,(cos 5)) (4.7)

Ya que los vectores unitarios en la direccién de la fuente —1I y del vector
r son
(sin, 0, cos a), (sin @ cos ¢, sin 0 sin ¢, cos @),

y [ es el angulo entre estos vectores, entonces

cos B = (sina, 0, cos «) - (sin @ cos ¢, sin O sin ¢, cos 6)
: . (4.8)
= cos v cos 6 + sin asin 6 cos ¢.

Ahora usamos la férmula de adicién de las funciones de los armoénicos esféri-
cod]}

P,(cosB) = P(COSQ)P (COSQ)

2 Z T m) Pm (cos ) P (cos 6) cos me
—~ (n—m)!

B (2_50) (n+m)!

Pm(cos a) P (cos B) cosmae
=0

"http://mathworld.wolfram.com/SphericalHarmonicAdditionTheorem.html

39


http://mathworld.wolfram.com/SphericalHarmonicAdditionTheorem.html

luego podemos expresar el potencial en el medio infinito como

oo n

1 Smn(0, ®)
Ve = m ;7;) WLT’ r>b
donde
S (0, ¢) = b" P, (cos §)—
n —m)! 4.9
a"(2 — 6 +Y) 2 %Pm(ms «) P (cos 0) cos ma. (4.9)

Si la esfera estd inmersa en un medio no conductor, como el aire, debe
satisfacerse la condicién de frontera 2 d r—r = 0, para ello agregamos a Vi
una solucién homogénea de la ecuacion de Laplace cuya singularidad esté
fuera de la regién de interés (la esfera de radio R). El potencial modificado
que satisface esta condicion de frontera es

V =
R < R2n+1 rn+1) [b Pn(COS 9) —a Pn(COS 5)]
n=1
(4.10)
I o n nil o 1 .
- m ( n R2n+l + rn—&—l) ! Smn(‘ga Qb) (411)
n=1 m=0

La solucién para el potencial sobre cualquier punto de la esfera es en

particular,
2n 2n+1 1
=1m

Las Figuras |4.6| muestran las Superﬁ<31es equipotenciales sobre el meri-
diano ¢ = 0, en una esfera de radio R = 3, tomando un término en la serie
(4.10), y tomando diez términos. Los valores de los demdas parametros son:

d=0.172R, a=d, p=d,

b=2d, a=r R=3 (4.13)

Se puede observar que tomando mas términos en la serie agrega singulari-

dades sobre el radio de convergencia de la serie que en este caso coincide es
r = b la distancia de la fuente positiva de corriente.
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Figura 4.6: Curvas equipotenciales a partir de la serie , tomando un
término y diez términos, respectivamente. El mapa de colores representa el
valor del potencial (creciendo del color verde al color azul), la fuente de
corriente positiva es indicada por el punto rojo y la fuente negativa por el
punto verde.

4.2.1. Foérmula cerrada para un dipolo finito

Nuestro objetivo es mostrar que la solucién para el potencial de un
dipolo, en una posicién y orientacién arbitraria especificada por los pardme-
tros a, b, 1, a e I, sobre la superficie de una esfera conductora, inmersa en
un medio aislante, admite la expresion cerrada para un dipolo puntual

I [2 2 1 re —acosf+ R
Ve=—|—— — —1 . 4.14
"7 Ao {rb ra++R n(Tb—bCOSH+R>:| (4.14)

Partimos de la expresion (4.10f), donde aparece la sumatoria,

zoo: <n S ) (0" P, (cos ) — a" Py, (cos B)] =

- n R2n+1
“n+1 " “n+1ra"
z; Twpn(COS (9) — z; TWPn(COS 9) (415)
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El coeficiente general en la primera sumatoria se puede reescribir como

n+1 r"b"”

<

n 1 b \"
n Rl 1+ R

oL x|

(ORIO)
5 G L]

<

Denotemos ahora por r; la distancia del punto de observacién a un punto
imginario sobre el eje 2z de coordenadas (0,0, R?/b), es decir

luego,

m = /2

+ (R?/b)? — 2r(R2/b) cos 0, r< R*/b

= (R?*/b)\/1+ (rb/R?) — 2(rb/R?) cos b, rb/R* < 1,

T'bi

b 1
(rb/R?) — 2(rb/R?) cos 0

V1+
% g (%)nPn(COSH)
(

RQ—/b)nPn(cos 0). (4.16)
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Luego la primera sumatoria en (4.15)) es

“n+1 " =" b\" byt
; n R+l P”(COS 9) = ;E [(ﬁ) +/0 R2n db] P"(COSQ)
I/ r bt

= Z (RQ/b) ) (cos ) + R Z / . (cos 0) db

R 1 b R b , n
o\ R’ R P

b (Tbi R2> +/0 <62 RQ ; (Rz/b) n(COS 9)) db
" by R S| ) db

bTbi R +/ (sz R?)

R
- bm__ R/bm_/o RY’

donde hemos usado .

Calculemos ahora las integrales indicadas como integrales impropias desde
0 > 0 hasta b, y luego haciendo o — 0. Note que

bry; = by/12 + (R2/b)2 — 2r(R2/b) cos § = Vb2 + R* — 2R2rb cos 6.

Luego

/b db /b db

o 0?1 o bWb2r2 — 2R2rbcosf + R*
Ahora usamos la férmula de integracié con R =+/Az?+ Bz + C
2VCR + Bx 4 2C

X

, C>0

/d:L‘__ I
R \/C

identificando A = 72, B = —2R?rcosf, C = R* > 0. La primera integral es

/b d 1 2RV —2R?rbcos§ + R — 2R?rbeosf) + 21!

s by, R? b
i I 2R?*\/62r2 — 2R?rd cos + R4 — 2R?*rd cos ) + 2R*
iz 5 ‘

’https://en.wikipedia.org/wikiLList_of_integrals_of_irrational_
functions.
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La segunda integral es

|
R E(ln(b) — In(6)).

Combinando las integrales

b db b db
R
5b7’ln’ 6Rb

1 In 2R?\/b2r2 — 2R2rbcos @ + R* — 2R?*rbcos @ + 2R*
R b
1 2R?\/62r2 — 2R%rd cos + R* — 2R?*rd cos ) + 2R*
+—1In
R )
1 1
~7 In(b) + = In(d)
1 I 2R%\/b2r2 — 2R?rbcosf + R* — 2R?*rbcos 0 + 2R*
R b
1
+ﬁ In |2R?*V62r2 — 2R2r§ cos§ + R* — 2R*ré cos 6 + 2R4’
1 1 1
~ In(d) — = In(b) + In In(9)

Cancelamos el término que contiene In(d) evitando asi la divergencia de
las integrales. Ahora tomamos el limite § — 0

b b
db db
[l [
5 b'l”bi 5 Rb

1 I 2R*\/b2r2 — 2R2rbcosf + R* — 2R?*rbcos 6 + 2R*
R b
1 L1
Jrﬁ In(4R") — I In(b)
_ 1 I (2R2b7°bi — 2R?*rb? cos O + 2R4b)
R 4R
_ 1 n (brbi —rbcosf + R2)
R 2R? ’
En resumen,
“n+1 R 1 1 bry, — rbcos + R?
Z Z R2 o (COSQ):[)T’I)Z‘_E_EID( ’ SR i > (4.17)

n=1



De manera analoga

“n+1r*a" R 1 11 arg; — racos B+ R2
a Z n R2n+1 (COS B) (ZT’aZ + = R + E 2R2 .
(4.18)
Finalmente retomemos la expresion para el potencial (4.10)),
I ~(n+1 m™m 1 . .
Vo= m — < n R2n+l + T’”'H) [b Pn(COS 6)) —a Pn(COS 6)]

L5 (nj; 1R;:+1) [b" P, (cos @) — a" P, (cos B)] +

dro
n=1

() 1Pateost) = Py (cos)

por las ecuaciones ({4.17)) y (4.18)), se tiene que para la primera sumatoria,

Z /n+1 7r n "
Z( - R2"+1) [b" P, (cos @) — a" P,(cos B)] =

n=1
R bry; — rb cos «9 + R?
brbl "R R ( )
1 1 are; —racosf+ R*\
R ( o ) _

R
R R 1 arai—racosB—I—Rz)

—1
bry,  ary; * R t ( bry; — rbcos 6 + R?

y para la segunda sumatoria,

i (rnlJrl) [0" P, (cos ) — a" P,(cos B)] =

n=1
I /1\"
- <—> [b" P, (cos @) — a" P, (cos )]
r r
n=1
1 1 1 1
= — = — — — —|— —
T T Te T
11
B
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por lo tanto

Ve = + ) [b" P, (cos @) — a" P,(cos )]

n R2n+1 Tn—i—l

I °°<n—|—1 r" 1
1

I [1 1+ R R 1 (arui—racosﬁ—I—RZ)]

+ —1In
ry re bry ary R bry; — rbcos @ + R2

-0.05

Figura 4.7: Potencial meridional ¢ = 0. Véanse los valores de los pardmetros
en la ecuacién La circunferencia punteada muestra el radio de conver-

gencia de la serie ([4.11]) . Compare con la Figura [1.6]

En la frontera de la esfera, se satisface ar,; = Rr, y bry;, = Rr,, luego se
obtiene solucion en la forma cerrada

I [2 2 1 re —acosf+ R
Ve — Z_Z —1 . 4.19
B Ao |1y ra++R n(m,—bcos@—i—R)} (4.19)

La Figura 1.7 muestra las superficies equipotenciales debidas a un dipolo
finito orientado sobre el eje z en el plano meridiano ¢ = 0. La fuente de
corriente positiva esta indicada por un punto en rojo, la fuente negativa
por un punto en verde. El mapa de colores representa el valor del potencial
(creciendo del color verde al color azul). El radio de la esfera se tomé como
R = 3, los valores del resto de los parametros fueron o = 1,

d=0.172R, a=d,p=d,

4.20
b= 2d, a=mR=23, ( )

46



los mismos que (4.13)).

4.3. Formula cerrada para el potencial de un
dipolo puntual

El potencial de un dipolo puntual se define por el limite del potencial de
un dipolo finito +7 cuando I — oo, d — 0, pero con Id — p un valor finito.
Notemos que si d — 0 entonces a — 0 y a — b, como se muestra en la
Figura

Usaremos las siguientes relacion para los Polinomios asociados de Legen-
dre,

P () = (~1)7(1 - 0?2 nl®) (4.21)
P(1) = w (4.22)
. P,(z)=14+0(zx—1), cuandoz — 1. (4.23)

En particular, si z = cosa en (4.21]),

P™(cos ) = (—1)™sin™ (a) P™ (cos av). (4.24)

De la Figura 4.8] se sigue que

asina = dsinV, (4.25)
b = dcosy +acosa. (4.26)

Luego de (4.25)), P (cosa) = O(d™), y al tomar el limite tendriamos Id™ —
0 para m > 1 ya que Id — p, un valor finito. Por lo tanto sélo los términos
que contienen los polinomios asociados con m = 0,1 son relevantes, cuando
tomemos el limite I'd — p.

Partamos entonces de la formula en forma de serie para el potencial sobre

la superficie de la esfera, (4.12)) r = R:

oo m=n
I

2n + 1
Spn( 4.2
" dno Zl mzo nRr+1 6,9) (4.27)
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Figura 4.8: Proyeccién de la Figura sobre el plano z-z.

donde
(n—m)!

Spun(0,¢) = b"P,(cosf) —a™(2 — 8°) ()]

P (cos ) P (cos 0) cos ma,

(4.28)
y extraigamos los términos con m = 0,1, explicitamente, recordando que

Pp(x) = Pu(x),

[e.o]

Ve = 2 i’;ﬁ [57Pu(cos0) — a" P, (cos ) P, cos )
o EZ ; 3: P (cos 0) P (cos ) cos )
= i f;%—:j (07 = " Pu(cos ) Pa(cos 0) (4.29)
—2a" EZ :L 3: P!(cos a) P}(cos §) cos gzﬁ] (4.30)

ahora, si d — 0 con Id — p, un valor finito, también se tiene que cosa —
1, luego, en estas condiciones, en el primer término de la sumatoria (4.29))

tenemos, usando (4.23)),
b" —a"P,(cosa) =b" —a" (1 + O(cosa— 1)) =b" —a" + O(cosa — 1)

donde
V' —a" = (b—a)b" + 0" 20+ .. a" Y.

Usando (4.26)), el factor b — a = dcost + a(cosa — 1) — dcos®), y como
a — b, el factor

Y G A )
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con lo que se concluimos que
V" — a"P,(cosa) — nb" 'dcosp. (4.31)
Para el segundo término en la sumatoria (4.30)), usando (4.24)), con cos a« —

1y m =1, tenemos que
dP, 1
Pl(cosa) — —(x)| = —n(n i )
n dxz r=cos a=1 2

Luego

L(n=1) L (n—1Dln(n+1)
—2a (n+1)!Pn(cosa) — —2b mEDl 2 \
(n+ 1) (4:32)
— -
(n+1)!

Finalmente, con los limites y ) tomados en y (4.30),

obtenemos el potencial del dlpolo puntual de intensidad p, en la superficie
de la esfera, como
P o= (2n 4+ 1)}

Vg = o gz [ncos P, (cos 0) + sin P, (cos ) cos ¢].
n=1

(4.33)
Mostremos ahora que la serie (4.33) para el potencial del dipolo puntual
sobre la esfera, admite la siguiente férmula cerrada

_p 1—f?
‘%“W“'_Z%EEE{COS¢{m.+f2—2fupm"1}
sin ) cos ¢ {3f—3f2u—|—f3—,u+ } }
T sine | (At pro2fppr M

donde p = cos®, f =b/R.
En efecto, de la funciéon generadora de los polinomios de Legendre con

t=f,z=up

(4.35)

Vs TR

derivando respecto de f

—f+u
(1+ f2=2fp)3? E:np
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Mutiplicando esta expresién por 2 f

—2f% + 2uf

Ahora sumamos la tltima ecuacion a la primera

—2f2 4 2uf N 1 =14 (2n+ 1)Py(p) "

A+ 2=2fup? " it 22

El lado izquierdo de esta ecuacién es

—2f*+2uf+1+ f*—2fun 1— f2
(1+ /2 = 2fp)3/? S (L =2

Luego
1—f?
(L4 2 = 2fu)P?

Completamos ahora el primer término en (4.34))
1— f2 1]
T+ 2= 275"

p n
= T 220+ DeosvR ]

S @n+ )P =

n=1

b
4o Rb cos [

__P L
= ol ;(271 + 1) cos P, (cos ) 7

P (2n 4+ 1)b"!
 Ano — Rn+l

cos ¢ P, (cos 6)

que coincide con la primera sumatoria de la serie (4.33)).

(4.36)

Para obtener una férmula cerrada para una segunda serie en (4.33)), pro-
cedemos como sigue: Derivando la funcién generadora (4.35]) respecto de p,

obtenemos

(1+ /2= 2fu )3/ ZP/

ahora derivamos respecto de f,

1_2f2+f = / n—
T -z~

n=1
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Multiplicando (4.38) por 2f, sumando a (4.37)) y simplificando,

2f(1 =2f*+ fu) / = oo\ g
(14 f2—2fp)3/? + (1+ f2 — 2fp)3? = ;(Qn + 1) P (n) f
3f(1— f? > ) .
(1+ f(2 _ 2f,3)5/2 - Z(Qn + P () f

31— /%)

= 2n + )P (p) f™ 1.
Ahora integramos de f = 0 hasta f, suponiendo que se puede hacer
término a término,

o

3f =3+ fP—p g =21,

U+ 2—2fp)p 21—y  T—p2 ; ——Bu)f
3f =3+ f—p R =S R
<1+f2_2fﬂ)3/2\/1_ﬂ2+\/1—u2 - nz_:l n mpn(:u)f

_( 3f =3fu+fP—p Lk ) _
(L4 f2=2fp)32/1—p? /1 —p? —
Ahora multiplicamos por los factores necesarios para la segunda serie

P 3f =3fn+f—n I
Amo Rb Slwcosgb((l + [ 2f )P /1 — ! V1 —u2>

P o=2n+1 . 1
— p n
47T0'Rb; n sy P, () f cos ¢ (4.39)

P = @n 1!
 dno ot nRntl

siny P! (p) cos ¢

donde hemos usamos f = b/R, en la tltima expresién.
Finalmente con las férmulas cerradas (4.36]) y (4.39) obtenemos la férmula
cerrada de Frank [I0] para el potencial en la esfera conductora

P 1— f?
VRdipolo = E{ Cos 1 [<1 e 2fu)3/2 _ 1}
_Sin@bcosgb[ 3f=3f3u+ f3—u " } (4.40)
(1 o 2fe T i
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4.3.1. La féormula de Wilson y Bayley

Wilson y Bayley [5] usan el teorema de Helmholtz para derivar una férmu-
la para el potencial de un dipolo excéntrico en una esfera conductora inmersa
en un medio no conductor. La férmula es como sigue:

R, radio de la esfera con centro en el origen.

fR, distancia del dipolo al origen.

r, distancia del punto de observacion al origen.

A1, i1, V1, los cosenos directores del radiovector del origen al dipolo.

A, i, v, los cosenos directores del origen al punto de observacion.

v, el coseno director del angulo entre el radio vector al dipolo y el radio
vector al punto de observacion.

Y =AM+ ppn + vy

Yz, Yy, V., son los cosenos directores de la direccion del dipolo.

El potencial en cualquier punto sobre la esfera es

o wa{ 2\ — fA)

R,Wilson — R2 (1 i f2 _ 2]!'7)3/2

U= (Db A=y
fL=?) (142 =2fn)2  f(1-19?)

mas otros términos similares que se obtienen remplazando ¢, A, A\; por v,
My H1, Y luego por wm v, .

La férmula de Frank se obtiene de la férmula de Wilson y Bayley haciendo
las siguientes sustituciones:

wz = _Sinw7 ’l/}y = 07 wz = Cosw7
)\1:07 :U’1:07 V1:17

A=+/1—9%2cosp, p=+/1—~%cosp, v=r

y finalmente

_l’_
(4.41)

_ R

Ao’

M Y=
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donde p = sin .

La primera condicién se sigue de la Figura la segunda condicién se
sigue de que el dipolo se encuentra en la direccién del eje z segiin la Figura[d.5]
y la tercera condicion son los cosenos directores del punto de observacion
sobre la esfera, en coordenadas esféricas, donde v de la férmula de Wilson y
Bayley, es el coseno director entre los radios vectores del dipolo y el punto de
observacion, coincide en el limite del dipolo puntual, con = cos . El valor
de M hace consistente las formula de Wilson y Bayley con la formula

de Frank (4.40).

4.4. Simulacién del potencial en una esfera
debido a un dipolo

La Figura muestra el potencial sobre la esfera de un dipolo parame-
trizado por ¢ = 7(1 + cos (2rvt), donde v = 60! (frecuencia cardiaca en un

adulto normal), f = £ = .1 (R es el radio de la esfera), las distancias entre
fuentes a = d, b = 2d y d = 0.172 en unidades adimensionales, vgr. 4”‘;Rb Viip

Figura 4.9: Superficies equipotenciales en una esfera conductora, ¢t =

0,10,20 s.

4.5. El modelo de Clifford y Sharry

El articulo [9] presenta un modelo de las senales realistas de un electrocar-
diograma sintético (ECG). El modelo genera una trayectoria en un espacio
de estado tridimensional con coordenadas (z,vy, z). La variable z del sistema
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tridimensional produce un ECG sintético y la cuasi-periodicidad del ECG se
refleja por el movimiento de la trayectoria alrededor del ciclo limite de ra-
dio unitario en el plano (z,y). El siguiente sistema de ecuaciones ordinarias
describe el comportamiento de la actividad eléctrica.

T = ar—wy, (4.42)

= oy — wz, (4.43)
AG?

P - > aiMbexp (_W) — (2 — ). (4.44)
i€{P,Q,R,S.T} :

e Donde v = 1 — /22 + 42, AB; = 6 mdd (27w) — 0;, 6 = arctan(x,y) y
w es la velocidad angular. La desviacién de la linea de base se intro-
duce acoplando el valor de la linea de base z; en a la frecuencia
respiratoria fo usando

29 = Asin(27 fot)

donde A=0.15 mV. El ritmo normal de latidos de un adulto es de 60
a 100 latidos por minuto; frecuencia de respiracién normal 12 — 18
respiraciones por minuto.

e Los distintos puntos en el ECG, tales como el P,Q,R,S v T descritos
por eventos correspondientes a extremos negativos y positivos en la
direccion z.

e Estos eventos se colocan en dangulos fijos alrededor del circulo unitario
dado por ep, th, QR, 95 y GT.

La siguiente tabla muestra los datos de los pardmetros de las ecuaciones
ordinarias (4.42)), (4.43) v (4.44).

i Pl QRS |T
Tiempo(secs) | -0.2 | -0.05| 0 |0.05| 0.3
g;(radians) =+ | 5 0 sm | am
a; 1.2 | -5.0 | 30.0 | -7.5 | 0.75

b; 025 01 | 01 |01 ] 04
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Se resolvié numéricamente la ecuacién (4.44)) con un valor inicial aleatorio
entre [-0.1,0.1], utilizando Wolfram Mathematica. La interpretacién del ECG
es como se muestra en la Figura

003 |

0.02

0.0t

V3oL
|/
%

Figura 4.10: ECG simulado numéricamente en la direccién z a partir del
modelo de Clifford y Sharry.

Las ecuaciones (4.42)), (4.43)) y (4.44) se resolvieron analiticamente, de la
siguiente manera

r = rcos(f), (4.45)
= rsin(6), (4.46)
o= 2’4y (4.47)

derivando la ecuacién (4.47) con respecto a 6, se tiene que

i=r(l—r?), (4.48)
por otro lado f = w. Resolver la ecuacién (.44)
. AB2
3 = — | Z a; AO;exp (— e > -z, (4.49)
ie{P,Q.R,S,T} g
, AG2
itz = — | Z a; Ab;exp (— e ) : (4.50)
ie{P,Q,R,S,T} i

Multiplicar por €’ la ecuacién (4.50))

0/ 9 AY?
e(Z+z)=¢"| — Z a;Abexp | — : (4.51)

A 2b?
1€{P,Q,R,S, T} ¢
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por otro lado

AG?
di@(e@z) = — Z a; Ab;exp (— 26922 + 9) :
ie{P,Q,R,S,T} i
b d o AG?
/ %(eez)de = - Z ai/ Aelea?p (— 2()21 +9) d9,
0 ie{PQrST} "0 ¢
0 AG?
?2(0) — 2(0) = — Z ai/ Ab;exp (— 2b21 + 9) do
ie{PQ,R,ST} 70 ¢

la solucién para z(6)

o Ab:
_ -0 0 i
2(0) = e "z2(0)+e g —ai/o Ab;exp (— T 0) b

i€{P,Q,R,S,T}

donde Ab;, =60 — 0;

2(0) = e ?2(0) +
e’ Y —a /09 Abiexp (—(9 (0 b)) — 02+ (0, + bg)2> p

: 202
i€e{P,Q,R,S,T}
= e %2(0) +
2 ) 2)2 0 . ) 21)2
e? Z a;exp (—ei <29;)2+ b) ) / —Ab;exp <—(9 (Zzb;_ b)) ) de.
i€{P,Q,R,S,T} i 0 i

Solucién de la integral foe —(0—0,)exp (—w> df. Sumando y res-

202
tando b?

0 _(h. 1 p2))2
/0—(0—9i+b?—b?)exp (—(9 (Zlb;bl)) >d‘):

/09 —(0 — 0; — b} )exp <— (0 - (Zib;_ b3)>2) do

0 . ) 2Y))2
0 2bz
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por lo tanto

/09 (60— 8)exp (_ (6 - (Zib; b?))2> "

=7 (e (O b%))2> (L bg))z»
[ (FOTEI)
-/ o (_%) ”

La interpretacion del ECG analiticamente, como se muestra la siguiente

Figura

0.03

002 I

0.0t \

|

\ “‘

S f\\ )
il

Vil

—0.0t \ /

Figura 4.11: ECG a partir de la solucién analitica del modelo de Clifford y
Sharry.

4.6. El modelo de Sameni

El modelo de Sameni se basa en el modelo de Clifford y Sharry. Sameni
(ver [§]), propone un modelo en forma de EDO para la trayectoria del di-
polo en un medio infinito y con ello se obtienen senales sintéticas de las 12
derivaciones clasicas. El modelo de un tinico dipolo se puede integrar en un
modelo lineal que incorpora la atenuacion debido al torso. Este vector puede
ser representado en las coordenadas cartesianas de la siguiente manera:

d(0) = z(0)d, + y(0)d, + 2(0)d. (4.52)
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donde d,,d, y a, son los vectores unitarios a lo largo de los tres ejes del
cuerpo, (ver . Para proyectar el vector dipolo en la superficie del cuerpo
considerando la propagacion de las senales en el conductor del volumen cor-
poral, las posibles rotaciones y escalas del dipolo, y los ruidos de medicion
del ECG.

Vo

Figura 4.12: Los tres ejes del cuerpo.

Mediante el siguiente sistema de ecuaciones ordinarias para el vector di-
polo d(t)

0=uw,
= 5 e (gt )
T e (-t )

1. Donde A6? = (0 — 67) méd (2m), AGY = (0 — 07) mdd (27) y AbZ =
(0 —67) méd (27) y w = 2xf donde f es la frecuencia.

2. Las coordenadas del vector dipolar d(f) se modela mediante suma de
funciones gaussianas con las amplitudes de of, o y of; la amplitud de
bZ, bl y bZ; y se encuentra en los dngulos de rotacién de 67, 67 y 7.

17 71
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La tabla de los parametros sugeridos en [§]

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
a?(mV) 0.03 0.08 -0.13 0.85 1.11 0.75 0.06 0.10 0.17 0.39 0.03
bf(rad.s) 0.09 0.11 0.05 0.04 0.03 0.03 0.04 0.60 0.30 0.18 0.50
07 (rads) | -1.09 | -0.83 | -0.19 | -0.07 | 0.00 | 0.06 | 0.22 | 1.20 | 1.42 | 1.68 | 2.90
a?(’rnv) 0.04 0.02 -0.02 0.32 0.51 -0.32 0.04 0.08 0.01 - -
bg (rads) 0.07 0.07 0.04 0.06 0.04 0.06 0.45 0.30 0.50 - -
67 (rads) | -1.10 | -0.90 | -0.76 | -0.11 | -0.01 | 0.07 | 0.80 | 1.58 | 2.90 - -
af('nLV) -0.03 -0.14 -0.04 0.05 -0.40 0.46 -0.12 -0.20 -0.35 -0.04 -
b7 (rads) 0.03 0.12 0.04 0.40 0.05 0.05 0.80 0.40 0.20 0.40 -
Giz (rads) -1.10 -0.93 -0.70 -0.40 -0.15 0.10 1.05 1.25 1.55 2.80 -

Reduciendo el sistema de ecuaciones (4.53)), se describe de la siguiente
manera
) Y ApT _(A69)?
i 2 e A exp( 2007)?
0 w
Yy Y\2
. a; W Y _(Aei
y Zz 9)2 Ab]exp ( 2(07)2
0 w
afw AB?)2
> —(b%)QAGZ exp <_ (Q(b;;))2 >
SN (4.56)
0 w

La solucion del sistema, se resolviéo numéricamente con el software Wolfram
Mathematica utilizando el comando NDSolve. La interpretacion de las senales
de ECG sintéticas de los electrodos de lead de Frank y el vector dipolo como
se muestran en las siguientes Figuras [£.13] [.14] y .15

En la Figura[d.13| muestra la componente z(f) de la senial con los pardme-
tros, el cual es mas parecido al ECG.

.

N

N

Figura 4.13: Sefial sintética a partir de la solucién z(6) de [£.54]
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En la Figura muestra la componente y(6) de la sefial con los pardme-
tros,

T T T[T LA R B B e ey e
E
s
'y

Figura 4.14: Sefial sintética a partir de la solucién y(6) de [4.55]

En la Figura muestra la componente z(6) de la sefial con los pardme-
tros de la tabla anteriormente mencionada.

7027— \ ‘/‘

Figura 4.15: Sefial sintética a partir de la solucién z(6) de [£.56]

Cualquier conjunto de tres cables de electrodo ECG lineal independientes
puede usarse para construir el vectorcardiograma (VCG). Se utilizaron las
tres senales sintéticas del ECG y representando vectorial en 3D, se construyo

el VCG maternal, como se muestra en la siguiente Figura
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Figura 4.16: Vectorcardiograma generado a partir del modelo de Sameni. El
vector del dipolo se muestra como una flecha.

4.7. Simulacion de las derivaciones de Eint-
hoven

Se uso el modelo de Sameni junto con el volumen conductor esférico y la
formula de Wilson, para obtener las derivaciones de Einthoven que se men-
ciona en la seccion . El ECG se estructura en la medicion del potencial
eléctrico entre varios puntos corporales. Cada una de las derivaciones regis-
tradas I, II y III son periféricas y miden la diferencia de potencial entre los
electrodos.

Las 3 derivaciones de Einthoven tienen su fundamento bioeléctrico en la
teoria del dipolo. Por otro lado se menciono en la seccién que el vector
del dipolo esta dado por la ecuacién , entonces

p= /.ZUQ + y2 + ZQ.
La formula de Wilson calcula el potencial en cualquier punto sobre la esfera
es

_ M%{ 20— fh)
(

VIO 1) = "5\ [T x =277
(f=DA=(r=DM A=\ }
A=A+ =217 " f(1 -7
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mas otros términos similares que se obtienen remplazando v, A, A\; por ¥y, 14, f11
y luego por 9., v, v;. Dado los siguientes datos

)\1:07 ,ulzoa Vl:17
R=1, b= 0.344, f=01.
o=1, ]\/[:Z—Rb7

w — x 1/} — y — z—=b
z /22 1 y2 422 Y /22 fy2 422 z /22 fy2 422

Las derivaciones se obtienen colocando cuatro electrodos conectados a
cuatro cables de miembros superiores e inferiores, como se ilustra en la si-
guiente Figura[A.]] el electrodo conectado al cable negro no interviene, solo
sirve como toma de tierra, (ver [28]).

e

.@

Figura 4.17: Ejemplo de como colocar los cuatro electrodos, [28].

Entonces los valores que se le asignaron a los puntos que se muestran en
la Figura son los siguientes datos.

1. Para el brazo izquierdo (punto amarillo)

3
VL</\:07,U/:§7V:§>'

2. Para el brazo derecho (punto rojo)

—_

| %

1
VR (/\:07MZ—§7V:
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3. Para el pie izquierdo (punto verde)

VeE(A=0,u=0,vr=0).

Las derivaciones se integran de la siguiente manera:

VI = Vp—Vq,
VII = Vi— Vg,
VIII = Vi—Vi.

Dado que el corazon se inclina dentro del pecho hacia la izquierda, y como los
brazos y piernas son prolongaciones de sus respectivas raices, en la practica
empleamos los miembros superiores y el inferior izquierdo para construir el
triangulo. La interpretacion grafica de las derivaciones es como se muestran
en las Figuras [£.18] [£.19] y [£.20]

La derivacion I se forma entre el punto rojo y el amarillo (brazo derecho
y brazo izquierdo).

VI
] :

—_— /\

0.05

0.04 U

Figura 4.18: Esquema del tridngulo Einthoven [28] y la grafica de la derivacién
L.

La derivacién II se forma entre el electrodo rojo y el verde (entre hombro
derecho y pierna izquierda). El electrodo positivo, y por tanto explorador, es
el verde.
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VII
] g

Tl

|

Figura 4.19: Esquema del triangulo Einthoven [28] y la grafica de la derivacién
II.

La derivacién III se forma entre los electrodos amarillo y verde (brazo
izquierdo y pierna izquierda). De nuevo el electrodo positivo, y por tanto el
explorador, es el verde.

VIII

mV
l I I 0.025

0.020 i /\

0.015F \

- |
i | %\/Hﬂ
o I

Figura 4.20: Esquema del tridngulo Einthoven [28] y la grafica de la derivacién
I1I.
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Capitulo 5

Modelos de conduccion
volumétricos

En esta seccion estudiaremos el modelo del volumen conductor que des-
cribe el potencial eléctrico v del medio conductor entre el corazon y el torso
humano. El modelo bidominio considera el potencial intracelular u; y ex-
tracelular u. del tejido del corazén, como variable acopladas a través de la
corriente idnica transmembranal, completadas con condicién Neumann en la
superficie del corazén. El modelo monodominio se supone que las conductivi-
dades intracelular y extracelular son proporcionales. Asi se obtiene una sola
ecuacion para el potencial transmembranal v = u, — u;.

En esta seccion se presenta dos aplicaciones: a) La desfibrilacién, que es
un procedimiento de urgencia en el procedimiento de reanimacién cardiopul-
monar (RCP), basadas en el modelo del volumen conductor; b) La isquemia
miocardica, en la que se reduce la oxigenacion del tejido cardiaco con la
consecuente alteracion en la conductividad eléctrica, basado en el modelo
bidominio pasivo, que es una simplificaciéon del modelo conductor.

Las simulaciones de estas dos aplicaciones se presentaran en detalle en el
siguiente capitulo.

5.1. Modelo de volumen conductor

En el caso estacionario el campo eléctrico E se puede escribir como el
gradiente de un potencial escalar u,

E = —Vu. (5.1)
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La ley de Ohm ({2.17)) relaciona la corriente y el campo eléctrico,
J=0E,

donde o es la conductividad del medio. Sustituyendo la ecuacién (5.1]) en la

ecuacion ([2.17)) se obtiene
J=—-0Vu. (5.2)

Consideremos un volumen arbitrario V' delimitado por una superficie cerrada
S y sea n su normal exterior, con elemento de area ndS. Si el volumen V'
contiene una fuente de corriente f entonces

/Sﬁ~JdS:/Vde (5.3)

Aplicando el teorema de la divergencia obtenemos

/ﬁ-JdS: V-Jdv, (5.4)
S Vol

como el volumen V' es arbitrario esto implica que
V-J=f

En el modelo de volumen conductor, el cuerpo esta rodeado de aire o algin
otro medio aislante eléctrico. Esto implica que en la superficie del cuerpo, el
componente normal de la corriente debe ser cero, luego

A-J=0. (5.5)

Sustituyendo la ecuacién (5.2)) en la ecuacién (5.5)), entonces las ecuaciones
del modelo de volumen conductor son:

V-(cVu) = f, z€Q, (5.6)
n-oVu = 0, x€df, (5.7)

donde €2 representa el volumen conductor. Nétese que debido a la condicién
de frontera ([5.7)) debe satisfacerse la condicién

/Q Fdv = 0. (5.8)
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En el modelo descrito por las ecuaciones (5.6)), (5.7]) el corazén se repre-
senta por la fuente f, por ejemplo en el modelo mas simple el corazon se
puede representar por un dipolo

fla)=-2=

ME (5.9)
donde p es el momento dipolar.

En otra variante del modelo del volumen conductor, la superficie del co-
razon se representa por 0H y el torso T es la region delimitada por 0H y OT.
En este caso debe tenerse como dato el valor del potencial en la superficie
del corazén uyy. El modelo se representa entonces por las ecuaciones

V- (O'TVUT) =0 ze€ T, (510)
n-orVur = 0 xz€JT, (5.11)
ur = upg <« € 0H, (5.12)

donde ur es el potencial en el volumen del torso.

5.2. El modelo bidominio

El modelo del tejido cardiaco se basa en un enfoque de volumen conductor,
para incluir los efectos de la diferencia de potencial a través de la membrana,
el tejido se divide en dos dominios separados: el intracelular y el extracelular.
Las corrientes en los dos dominios,

Ji == —O'Z'Vui, (513)
Jo = —0.Vau, (5.14)

donde Jj es la corriente intracelular y J extracelular, o; o. son las conduc-
tividades en los dos dominios y u; y u. son los potenciales respectivos.

La ley de la corriente de Kirchhoff establece que la corriente neta es igual
a cero,

0
a(%‘ +¢.) =0, (5.15)

donde ¢; es carga intracelular y ¢, es carga extracelular, si la corriente positiva
que fluyen hacia adentro, entonces una o mas corrientes fluyen hacia afuera,
estas corrientes que salen tendran el signo negativo.
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Por los principios de conservacion de la carga, si no hay fuentes ni sumi-
deros, la tasa de cambio de la carga neta en un volumen arbitrario V' es igual
al flujo neto de cargas a través de la frontera. Si ¢ representa la densidad
de carga dentro del volumen V' y J representa el flujo de carga, entonces,
usando el teorema de la divergencia

4 qu:—/ J-adsS,
Vv ov

dt
/@dvz—/Vn]dV,
v ot v

dq B
/V(anLV-J)dV—O,

pero como V' es un volumen arbitrario, se tiene que,

9q

2 4v-.-J=0. 5.16

ot (5.16)
En cada dominio, interior y exterior, la corriente neta en un punto debe ser
igual a la suma de la tasa de acumulacion de carga en ese punto y la corriente

ionica que sale del dominio en el punto. Esto se expresa como:

a%‘
-V-J. = Lion, 5.17
\Y4 T +x (5.17)
0qe
-VvV-J. = Lion, 5.18
\Y4 Y + x (5.18)

donde I;,, es la corriente iénica por unidad de superficie a través de la mem-
brana, por lo tanto la constante y representa el area de la membrana celular
por unidad de volumen, ya que x/;,, debe tener unidades de corriente por
unidad de volumen. Nétese que este término aparece con signos contrarios
en cada ecuacion, ya que esta corriente idnica se da exclusivamente a través
de la membrana celular.

De las ecuaciones (5.15)), (5.17) y (5.18)),

V-3 4+V-Jo=0, (5.19)

se establece que la corriente total se conserva. Sustituyendo las ecuaciones

(.13) y (5.14)) en la ecuacién (5.19),
V- (o;Vu;) + V- (0.Vu,) = 0. (5.20)

68



La separacion de las cargas eléctricas en el exterior y en el interior de las célu-
las da lugar a una diferencia de potencial, se denomina potencial membrana
y se define como

V= U — Ue. (5.21)

La diferencia de potencial de membrana se debe a la distribucién diferencial
de iones (sodio, potasio, magnesio y cloro). Se relaciona con la cantidad de
carga de los iones separados por la relacion

q

=— 5.22
v=F (5.22)
donde C, es el capacitancia de la membrana celular y
1
¢ = 5(d — ). (5.23)

Sustituyendo la ecuacién (5.23)) en la ecuacion ([5.22) y obteniendo sus deri-
vadas

oo 19(¢; —q.)

ma, 9 5.24
moe T2 o (5:24)
y de la ecuacion (5.15)) obtenemos que:
0y Iqe ov
L 5.25
o ot Nmor (5.25)
Sustituyendo en la ecuacién ([5.17)), esto da
0
— V- Ji = XCin s + Xion (5.26)
y usando ([5.13)), entonces
ov
V- (Ulvul) = Xcma + Iion- (527)

Las ecuaciones ([5.20)) y (5.27)) describen las variaciones en los tres poten-
ciales u;, u., y v. Usando la definiciéon de v, tenemos que

U; = Ue + V,
sustituyendo en la ecuacién ([5.27)), entonces

0
V- (0:V(te+1)) = XCrmo + Lion,

ot
V- (0;V(ue +v))+ V- (0.Vu,) =0
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y una reorganizacion de los términos da

0
V- (o;Vv)+ V- (0;-Vu,) = XC’ma—;} + Lion, (5.28)

V- (o;Vv)+ V- ((6; + 0¢)Vu.) = 0. (5.29)

La corriente eléctrica estacionaria, a la corriente eléctrica que se produce de
forma que la densidad de carga g de cada punto del conductor es constante,
es decir que se cumple que:

Jq
E =0 (5.30)
entonces
A-J=0. (5.31)

Suponiendo que el corazén esta rodeado por un medio no conductor, se re-
quiere que el componente normal de la corriente tanto intracelular como
extracelular sea cero en la frontera,

3>

= 0, (5.32)

- J
J. = 0, (5.33)

3

donde 7 es el vector normal de la unidad exterior de la frontera del corazén.

De las ecuaciones (5.13)), (5.14]) y sustituyendo la ecuacién w; = v + wu,,

tenemos

n-(o;Vo+ o;Vu,) = 0, (5.34)
n - (0eVue) 0. (5.35)

Por el término corriente iénica I;,,, la opcidon més simple es asumir que es
una funcién del potencial transmembrana solamente:

Iion - f(U) (536)

El modelo de Hodgkin-Huxley es uno de los tantos modelos matematicos que
simulan los potenciales de acciéon, como se muestra en la Figura |3.4 Una
idea de cémo funciona el potencial de accién, qué sucederia si se encuentra
en estado de reposo.. Si la perturbacién es pequena, la célula responde con
una variacion practicamente lineal del potencial de membrana que inmedia-
tamente vuelve de nuevo a su estado de reposo. Si, en caso contrario, la
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estimulacion es suficientemente grande para aumentar el potencial de mem-
brana por encima de un determinado potencial umbral, la célula cardiaca
se activa, produciéndose una variaciéon brusca y no lineal del potencial de
membrana.

Una opcién es definir a f como un polinomio cibico

f(U) = A2<U - Urest)(v - Uth)(v - Uspeak), (537)

donde A es un parametro que se determina, es decir, la tasa de cambio
del potencial transmembrana en la fase depolarizacién. Ademas, v, es el
potencial de reposo, v, es llamado potencial umbral, y v,,.. es el potencial
maximo. Requerimos que v,z > Ut > Upest-

5.3. El modelo monodominio

A diferencia del modelo bidominio, las ecuaciones del monodominio no
relacionan explicitamente los potenciales intracelular y extracelular, si no su
diferencia, es decir, el potencial transmembrana. Al hacer una suposicién so-
bre los tensores de conductividad o; y ., es posible simplificar el sistema para
una ecuacion escalar, que describe solo la dindmica del potencial transmem-
brana v. Si asumimos tasas de anisotropia iguales, es decir, o, = Ao;, donde
A es una constante escalar, entonces o, pueden eliminarse de —,

resultando en

0
V- (0:V0) + V- (0:Vu,) = Xcmﬁ—: + XLion,  (5.38)
V:(o;Vu)+ (1+ ANV - (0;Vu.,) = 0. (5.39)
De la ecuacién ([5.39))
1
Ao ———— V. (0 4
V- (0:Vue) T )\V (o;Vv), (5.40)
y sustituyendo en la ecuacion ([5.38))
V- (o;Vv) — LV (0:Vv) = xC @jt I, (5.41)
K3 1 + )\ (2 - X m at X on .
Simplificando la ecuacion ([5.47))
A 0
——V - (o;Vv) = XC’m—v + XLion. (5.42)

1+A ot
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De la ecuaciones (5.34]) y sustituyendo o, = Ao; en la ecuacién ([5.35)),

n-(o;Vu+o;Vu,) = 0, (5.43)
n-(Ao;Vu,) = 0. (5.44)

La segunda ecuacién da
n-(o;Vue) =0 (5.45)

y sustituyendo esto en la primera ecuacion da
n-(o;Vv) = 0. (5.46)
En resumen, las ecuaciones del modelo monodominio son:

A ov
AN v Ao _ e I.
T )\V (o;Vv) = xCp, T + XLion,

n - (o;Vv) = 0.

(5.47)

El modelo de monodominio, dado por es una simplificacién signi-
ficativa de las ecuaciones de bidominio originales.

Es bien conocido que la configuracion y orientacion de las fibras del tejido
cardiaco hacen que la conduccién eléctrica sea anisotrépica. Por ello la con-
ductividad se modela por un tensor anisotrépico como sigue: Para cada punto
del dominio x € , existe una matriz de rotacién R tal que 0 = Ro*R”. Se
especifica entonces

o* = diag(oy, 0v, 0y,)

donde los subindices [, ¢, n indican las conductividades longitudinal, trans-
versal y normal, respectivamente.

La Tabla muestra algunos valores tipicos de conductividad extrace-
lular e intracelular, asi como la capacitancia de membrana C,, y el factor x
pardmetros [7, p.29].
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Cpn | 1.0 uF /cm?
x | 2000 cm!

o | 3.0 mS/cm
o | 1.0 mS/cm
ol 10.31525 mS/cm
of | 2.0 mS/cm

of | 1.65 mS/cm
of | 1.3514 mS/cm

Cuadro 5.1: Valores tipicos de parametros del modelo bidominio.
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Capitulo 6

Simulaciones en SCIRun

En esta seccién realizamos simulaciones realistas de los modelos de is-
quemia y de desfibrilacién, discutidos en el capitulo anterior, con ayuda del
software SCIRun que utiliza el paradigma de Modelacién Basada en Iméagenes
(Image Based Modelling). En la simulacién de la desfibrilacién, se permiten
colocar electrodos dentro o fuera del torso. La simulacién de la zona isquémi-
ca se define modificando las conductividades de los espacios intracelular y
extracelulares en funcién del espacio y el potencial transmembrana.

6.1. Simulacién de isquemia

La isquemia miocardica es una condiciéon potencial mortal que ocurre
cuando el flujo sanguineo al corazén se reduce, lo que impide que el musculo
cardiaco reciba suficiente oxigeno, (ver [19]). En la Figura [6.1| se observa un
corazén con el musculo danado.
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Bloqueo del suministro de sangre

Arteria
Coronaria
Obstruida

Musculo cardiaco
daiiado

Figura 6.1: Isquemia miocardica, [34].

El miocardio es el tejido muscular del corazén, encargado de bombear la
sangre por el sistema circulatorio mediante su contraccion. Esté relacionado
con las siguientes capas:

1. Endocardio: Forma el revestimiento interno de las auriculas y los ventricu-
los. Esta adherido al miocardio.

2. Epicardio: Es una membrana serosa, es la capa visceral que esta pega-
da a la superficie del corazon. Esta capa visceral junto con la lamina
parietal forma el saco del pericardio.

En todo el corazon y parte de los vasos sanguineos estan protegidos frente a
la friccion por una envoltura, el pericardio. Como se muestra en la Figura (6.2
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Figura 6.2: Las capas del musculo cardiaco, [35].

en el pericardio se distinguen dos capas.
1. Fibrosa: Es la membrana que recubre el corazon y tiene forma de saco.

2. Serosa: Se encuentra en la parte interna del corazén y consta de dos
hojas: la hoja parietal, y la hoja visceral o epicardio.

Se presenta el siguiente modelo de volumen conductor cuasiestatico
de un corazén isquémico basado en datos de experimentos reales [16]. En
el modelo bidominio se supone que todas las fuentes eléctricas dentro del
corazén estan ubicadas dentro de las membranas celulares de los miocitos
(células del corazén).

Las diferencias de potencial extracelular que surgen entre los tejidos sanos
e isquémicos causan registros de ECG. Durante la fase del potencial de accion,
se pueden suponer que todas las células estan en estado depolarizado, sin
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embargo el potencial transmembrana (la diferencia de potencial) no es lo
mismo para las células isquémicas y para las sanas. El ultimo efecto hace que
las llamadas corrientes de lesion fluyan dentro de los espacios intracelular y
extracelular. Estas corrientes se pueden observar en la superficie del corazon
como diferencias de potenciales que se traducen en los denominados cambios
ST en el ECG.

Los electrodos interpolados que registran potenciales intramiocardios ele-
vados de ST 40 % se clasificaron como isquémicos y se umbralaron para iden-
tificar la geometria de zonas isquémicas. En la Figura [6.3

A

Figura 6.3: Tipos de mallas, [2].

En la malla trifasica de fase I, como se ilustra en la imagen (A) propor-
cionaron entradas al paquete BioMesh3D con que se generaron las mallas
de fase II, que contienen geometrias de corazén, sangre y zona isquémica.
Las conductividades anisotropicas, representan espacios tanto intracelulares
como extracelulares, se identificaron y se asignaron dentro de cada malla de
fase II, como se muestra en imagen (B). En la imagen (C) es la malla re-
sultante, que contiene tejidos cardiacos conformes, volimenes sanguineos y
regiones isquémicas especificas del sujeto.

La separacion de cargas eléctricas da una diferencia de potenciales, a
través del potencial transmembrana. En los modelos de fuentes isquémicas
se define el potencial transmembrana como:

¢m:¢e_¢i

entre las regiones isquémicas y los tejidos sanos. El modelo de la isquemia se
model6 utilizando una descripcion pasiva del modelo bidominio, de la forma

V(e + )V ==V -V, (6.1)
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condiciones de frontera del modelo ([6.1)) son las siguientes

Tiepi - (Ge + 0))Voe = 0, X € 0, epi, (6.2)
Tiendo " (0eVGe) = Tiendo " (G5V D), X € O endo (6.3)

P = P, X € O endo, (6.4)

¢ = 0, x €0, (6.5)

donde 7, y 7; representan los tensores de conductividad anisotrépicos extrace-
lular e intracelular, respectivamente, y ¢, y ¢, son los potenciales extracelular
y del volumen sanguineo, respectivamente. La ecuacion es condicion de
frontera Neumann sin flujo a lo largo de la superficie epicardica y la ecuacion
describe el flujo de corriente normal junto con la continuidad de poten-
ciales. La ecuacién describe la continuidad de potenciales a lo largo del
endocardio.

En la siguiente Figura [6.4] se muestra el modelo del bidominio con condi-
ciones de frontera

H,epi

o2

H,endo

Figura 6.4: Modelo con condiciones de frontera, [2].

donde Qpy representa el volumen del miocardio, g volumen de fluido
sanguineo, tales como las cavidades auricular y ventricular. El miocardio Qg
estd acodado por el epicardio (0 p; ), con sus respectivos vectores normales
unitarios exteriores 7.pi y Mendo-

Las propiedades conductoras del tejido del musculo cardiaco que esta for-
mado por fibras son fuertemente anisotréopicas, y la conductividad es mayor
en la direccién de las fibras que en la direccién de la fibra cruzada, lo que
implica que los parametros g, y &; son cantidades tensoriales.
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La siguiente tabla muestra los valores de conductividad del tensor dentro
de la regiéon isquémica y de la region sana, la siguiente tabla son datos del
articulo (ver [16])

Conductividad | Conductividad saludable | Conductividad isquémica
Oel 1 %
ail } $
Oet ? %
Oit 10 1000

y en el tutorial [I6] utilizaron los siguientes valores de conductividad y el
valor del voltaje es de V=-30 y b=0.3.

Conductividad | Conductividad saludable | Conductividad isquémica
Oel 0.16 0.08
oil 0.16 0.16
Oet 0.05 0.03
Oit 0.16 0.018

Los valores de conductividad del tensor en regiones sanas e isquémicas. En
el dominio del tejido en direcciéon a lo largo o y 0y, extrecelular e intracelu-
lar, respectivamente, en el dominio del tejido transversal o.; v 0;,extrecelular
e intracelular, respectivamente.

En el tutorial [T6] menciona que todavia estdn en proceso de determinar
realmente cudl es la forma de la zona fronteriza isquémica. En SCIRun, la
zona isquémica viene predefinida a partir de escdneres tomograficos y la forma

funcional es P .
m = Vinaz 757 | 1 — ) 6.6
¥ () |d|( 1+b<|d2|>) (66)

donde V.4, es el voltaje méximo, b es un parametro positivoy d = +dist(z, dIsq)
es la distancia con signo del punto z a la frontera del tejido isquémico, 01sq.
El signo es (+) si x estd en la regién isquémica y (—) si = esta en la region sa-
na, si x € dlsq, por definiciéon d = 0. Por ejemplo, tomando V,,,, = —15mV,
la zona isquémica corresponde a valores d > 0 en la gréifica de la funcion
(6.6), por lo que el potencial en la parte central de la zona isquémica serd
cercana a —15mV y en la zona sana lejos de la zona isquémica el potencial
serd cercano a +15mV. En la Figura|6.5] el color rojo corresponde a valores
altos y azul a colores bajos en la escala de colores (heat map). Otros autores
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Figura 6.6: Visualizacién de la zona

Figura 6.5: Visualizacion de la zona . °, . .
5 isquémia de la ecuacion .

isquémia de la ecuacion .

[Burton et al, 2018] usan la forma funcional

VmG;TClj d< Sl,
a2
Om(T) = o~ (1-450) 5, <d <5, (6.7)
0 d> Sy

que tiene un comportamiento similar a las anteriores.
La funcién [6.6] es similar a la funcién [6.8] que es mds simple.

d
Om(T) = thanh(|d|), (6.8)

La visualizacion del potencial transmembrana con dos valores dife-
rentes en el pardmetro b para ver el efecto del desenfoque.

Para encontrar el potencial extracelular se utilizé el método de elemento
finito (FEM). La visualizacién del potencial extracelular, (ver Figura [6.11)).
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Figura 6.7: Visualizacién de la zona Figura 6.8: Visualizacion de la zona

isquémica con b = 0.3.

f(s)

isquémica con b = 1.

f(s)

20

20k

Figura 6.9:
6-8).

Gréafica de

la funcién Figura 6.10:
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Figura 6.11: Potencial extracelular calculado por el método de elemento fini-
to.

6.2. Simulacion de desfibrilacion

En esta seccion se mencionaran dos tipos de terapia que mediante la apli-
cacion de un choque eléctrico de corriente continua; consigue revertir distin-
tos trastornos del ritmo cardiaco. La desfibrilacion es la entrega de corriente
eléctrica al musculo del corazén, ya sea de forma directa al pecho abierto o
indirectamente a través de la pared del térax para determinar con una fibri-
lacién ventricular (FV) y taquicardias sin pulso (TV), como se muestra en

las siguientes Figuras y (ver [17]).
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Figura 6.13: Taquicardias sin pulso, [17].

El modelo de desfibrilacién describe el potencial eléctrico en el estado
estable en un conductor de volumen no homogéneo, de la siguiente manera

V. (o(x)VP(x)) =0, xz€Q (6.9)

donde o es el tensor de conductividades y ® es el potencial eléctrico.
Las condiciones de frontera particulares para el modelo de desfibrilacion
son:

(I)(.I) = V., x€ Qk,
n-o(x)Ve(x) = 0, z€0, z¢& UQk
k

donde V}, es el potencial aplicado en el electrodo k = 1,2, .... La regién
puede contener parte de la frontera o del interior del domino, por ejemplo
para electrodos de tipo aguja (wire), de lata (can), plano (plate), etc. que
pueden ser invasivos. Si 0, C 9€, entonces el método de desfibrilacién es no
invasivo.

Algunos modos béasicos de la colocacion de los electrodos deberan estar
ubicadas a la altura del corazén, en el articulo (ver [15]) realizé la simulacién
de un torso humano utilizando datos previamente segmentados y menciona
tres tipos de electrodos con las siguientes caracteristicas:
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1. El electrodo de alambre es un cable y presenta una longitud de 0.1 y
el ancho 0.003.

2. El electrodo de lata su ubicacién y el tamano del electrodo pueden
modificarse mediante widget, (ver [15]).

3. El electrodo plano es similar al electrodo de alambre y presenta una
longitud 0.1, el grosor en 0.003 y ancho a 0.02.

Los desfibriladores tiene dos modos basicos de operacién: desfibrilacién
externa y desfibrilacion interna. La desfibrilacién interna es durante una ci-
rugia de corazén abierto y la energia es descargada directamente en el co-
razén, (ver Figura. El maximo de energia de desfibrilacién directamente
en el corazén es de 50 joules.

Figura 6.14: Tres tipos de electrodos directamente en el corazén (método
invasivo en perros).

En la desfibrilacién externa se colocan los electrodos sobre el torso del pa-
ciente y descarga el choque eléctrico o desfibrilacion apretando simultanea-
mente dos puntos de descarga, (ver Figuras [6.15] [6.16] [6.17)). La descarga
eléctrica debe durar menos de 20 milisegundos y entrega un choque de alto
voltaje de alrededor de 2,000 a 4,000 volts.
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Figura 6.15: Torso con tres electrodos Figura 6.16: Torso con dos electrodos
electrodos (método no invasivo). (método no invasivo).

Figura 6.17: Torso con un electrodo (método no invasivo).

En la Figura [6.18| es la simulaciéon de elemento finito de dos electrodos
en el torso. Los electrodos son de lata y alambre. En el torso, se utilizo en el
tutorial [15] para demostrar las técnicas necesarias para resolver este tipo de
soluciones equipotenciales.
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Figura 6.18: Dos electrodos en el torso, con superficies equipotenciales (azul
potencial alto, amarillo bajo).
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Capitulo 7

Problemas mal planteados

relacionados con los modelos de
ECG

En esta seccién presentamos las soluciones mas simples del modelo con-
ductor en un anillo y en una esfera. Mostramos por medio de la solucién de
los correspondientes problemas con valores a la frontera, por qué el problema
inverso es mal condicionado.

Vamos a presentar dos ejemplos sencillos cuya simetria permite expre-
sar las soluciones al problema directo y al problema inverso en términos de
un operador definido por un nicleo integral, conocidos en la literatura co-
mo operadores de Hilbert-Schmidt. Consideramos la solucién al modelo del
volumen conductor en un anillo y en una esfera. En ambos casos el niicleo
integral, relacionado directamente con la funcién de Green, se obtiene en
forma de series de potencia. Como el objetivo de destacar la dificultad de
la solucién al problema inverso estas expresiones justifican formalmente por
qué el problema inverso es mal planteado en el sentido de Hadamard.

En geometrias més generales, si se pretende hacer modelos mas realistas,
el calculo de la funciéon de Green es practicamente imposible, por lo cual se
debe recurrir a métodos numeéricos como elemento finito, diferencias finitas,
Galerkin o ecuaciones integrales de frontera. La fundamentacion tedrica se
basa en replantear el problema de condiciones de frontera en su forma débil,
introduciendo los espacios de Sobolev acorde a las condiciones de frontera. Es-
te enfoque es el que se sigue en la tesis del problema de Electroencefalografia
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de Yadira Carrilloﬂ y sera resumido brevemente el apéndice correspondiente.

7.1. El problema directo en un anillo

Partimos la ecuacién de Laplace en coordenas polares

1 1
Au = Uy + —u, + —ugg = 0. (7.1)
r r

en el anillo 0 < R} <7 < Ry, 0 < 0 < R,. Usando el método de separacion
de variables se obtiene la solucién en forma de serie

u(r,8) = ap+ boIn(r) + Z(anr” + b, ") cos(nB) + (c,r™ + d,r ") sin(n).
n=1

(7.2)
El problema directo del modelo conductor en el anillo se plantea en el
dominio
Ry <7r < Ry, 96[0,271’],

Au(r,0) = 0,

u(r,0+2m) = u(r,d),
u(Ri,0) = g(0), (7.3)
UT(R27 9) = 0

Problema directo: Calcular d(0) = u(Rz,6).

Simplifiquemos el problema suponiendo simetria par: u(r, —6) = u(r, ). Para
ello es suficiente que la condiciéon de Dirichlet tenga esta propiedad

9(0) = gacos(n).

Propongamos entonces la solucion

u(r,0) = ag + by In(r) + Z(anrn + b,r™") cos(nb). (7.4)

ITrinidad, G. Y., Métodos variacionales en espacios de Hilbert para la identifica-
ci6n de Fuentes Bioléctricas (Tesis de Maestria). Universidad Auténoma Metropolitana-
Iztapalapa, 1-70.
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El problema directo se reduce a determinar el valor de las constantes ag, by,
a, y b, ya que las constantes ¢, y d,, son cero.
Imponiendo las condiciones de Dirichlet en el radio interior R, y de Neu-

mann en el radio exterior Ry obtenemos,

9o + Z gncos(nf) = ag+byln(Ry) + Z(anR’f + b, R1™) cos(nb)

n=1 n=1

0 = —+ na, R?' — nb,R;" 1) cos(nd).
R2 ;( 2 2 ) ( )

Igualando los términos de orden cero

go = ag+boIn(Ry) (7.5)
bo

0 = = 7.6
R? ( )

de donde by = 0y ag = g19. Paran = 1,2... obtenemos el sistema lineal de
ecuaciones para a, y b,

an Ry = b, Ry = 0.

El determinante del sistema es

L L
R;L—l o RQ—n— 1

_ L (R 1 R\

Ry \ R, Ry \ Ry
1 R\" Ro\" 1 _
Ry <(Rz> +(R1> > 32( AT,

donde A = g—; < 1. Resolviendo para a,, y b, se obtiene

A

Ry

By
AT AT

11 g,
Qp, Z ‘ 0 _R2—n—1
Gn
Ry(A™ + A~m)’

Ry" g,
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Similarmente

1

bn——‘ R} g,

R0
gn 1%
An + /\—n'
Por lo tanto la solucién al problema directo es

— n gnRS —-n
20n
= Qo + Z (ﬁ) COS(TL@).
— AT+ A

Observe que si, al igual que hicimos con la condicién de frontera g(#), expan-
demos la observacion en serie de Fourier

d(0) = dy + i d,, cos(nb)

i=1

R
o 2 gan—l

A A A

entonces podemos escribir la relacién entre los coeficientes g = (¢,,)5%, ¥
d = (d,)22, de la observacién como una relacién lineal mediante una matriz
diagonal infinita

d=Kg, K =diag (1, e +)\n) .
Los valores o¢ = 1,
O'n:ﬁ, n:1,2,...

tienden a cero rapidamente cuando n — 0o y se conocen como wvalores sin-
gulares. Este hecho es la razon principal por la que el problema inverso sea
severamente mal condicionado.

Vamos a formalizar este argumento usando la representacién integral de
la solucion al problema directo.

A partir de las expresiones para los coeficientes de Fourier de ¢(6), la
ecuacion solucién puede escribirse en como sigue:

2m 00 1

o) = % i g(0)do + — 2 Z m (/0 ng(s) cos(ns)ds> cos(nf)

- % O% (0)dd + — 2 i ﬁ (/o% g1(s) cos(ns) cos(n@)) ds
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Figura 7.1: Grafica de valores singulares para distintos valores del cociente
)\ == Rl/RQ, )\ == 05,01
usando ahora la relacion trigonométrica

cos(n(s —0)) + cos(n(s + 6))
2

cos(ns) cos(nf) =

y suponiendo que es posible intercambiar la sumatoria con la integral (esto
se justifica si la convergencia es uniforme), obtenemos

awo - [ (} 1ZCOS(”(S_Q)“OS(n(HQ)))g<s)ds

_l’__
T T + A"

n=1

= /Ooo k(0,s)g(s)ds (7.7)

donde el nicleo integral

50, 5) = 1 1 Z cos(n(s — izl) + cos(n(s+6)) (78)

om o T AN

es una funcién continua de (6, s) en el rectdngulo R = [0, 27] x [0, 27] y g(s)
es, por ejemplo, una funciéon continua. Entonces en la norma del supremo,

[ flleo = SUDPse0,2n] |f(s)l,
d]|oo < 27C1|[g]|oo
donde

Cy = sup |k(8,s)|.
(0,s)ER
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Se pueden usar otro tipo de normas, por ejemplo si g € Lo([0, 27])

2
19/ Lo ton)) = / ()2 ds

es la norma en Ly([0, 27)).

Proposicién 1. Suponga que k(0,s) € Lo([0,27]?), entonces el operador
d = Klg] definido por define un operador compacto K : Lo(]0,27]) —
LQ([O, 277'])

Demostracion. PIFl
Probemos que el operador K: Lo([0,27]) — Lo([0,27]) es continuo: Si
d= K|g|,

27 27 2 2
I uoom = [ @Fd= [ ([ Ik0lg)ds) ds
0 0 0

/ ( / (s, O)F ds / T lg(o)as) a
— /0% (/O%Ik(s,e)ﬁdsde)(/o% !g(s)|2ds)

= \\kH%Q([o,sz)Hg"%2([07%])

A

donde en la primera desigualdad hemos usado la desigualdad de Schwarz.
Noétese que se sigue que la norma del operador continuo K: Ly([0,27]) —
Ly([0,27]) es

K| = 11BN, (0.202)- (7.9)

Para demostrar la compacidad mostremos que K es el limite en la norma
de operadores de operadores Ky de rango finito (por lo tanto compactos).
Sea {e,(s)}22, una base ortonormal de Lo([0,27]), entonces {e,n(0,s) =
em(0)en(s)}romo €s una base ortonormal de Ly([0, 27]?), luego podemos ex-
pandir

k(0,5) =) knem(0)en(s).

Zhttp://calvino.polito.it/~terzafac/Corsi/functional_analysis/pdf/
chap2.pdf pp. 15, 32
Jhttp://people.math.gatech.edu/~heil/metricnote/chap8.pdf
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Definamos N
kN(H, S) = Z kmnem(e)en(s)’
m,n=1

y denotemos por Ky el correspondiente operador integral con nucleo ky. De

(7.9) se sigue que
[ = Kn[| = [[k = knl|ago2n2)

y por lo tanto Ky — K en la norma de operadores. Mostremos que Ky tiene
rango finito. Sea f € Ly([0, 27]). Para casi todo 6,

Knf(0) = /OﬂkN(H,s)f(s)ds:/oWZanmem(Q)en(s)f(s) ds

m=1n=1

Y /0 " omem(6)en(s) £ (s) ds

> Fum /0 T e (5)£(5) s )em(0).

La igualdad anterior muestra que la K f(#) es combinacién lineal del nimero
finito de funciones {e,,(6)}Y_,, por lo tanto la imagen Ky(L([0,27]) C
L5([0,27]) tiene dimensién finita. O

7.2. El problema inverso en un anillo

Es una caracteristica general que si un problema directo esta definido por
un operador compacto, entonces el problema inverso estarda mal planteado
en el sentido de Hadamard. En esta secciéon vamos a exhibir una solucién
explicita en forma de series del problema inverso.

El problema inverso se plantea como sigue:

Au(r,0) = 0,

u(r,0 +2m) = wu(r,0),
u(Rp,0) = d(9), (7.10)
u-(Ra,0) = 0.

Problema directo: Calcular g(6) = u(Ry,0).
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Expandimos en series de Fourier el dato y la incognita, respectivamente

d9) = Z d,, cos(nb), el dato (7.11)
n=0

9(0) = ao+boln(r)+ Z Z(anR’?I + b,R5"™) cosnb (7.12)
n=1
la incognita

donde, para simplificar hemos supuesto que d es una funcién par. El problema
se reduce entonces a calcular los coeficientes a,,, b,.
A partir de las expresiones

uw(Ry,0) =ap+boln(Ry) + >~ (a,Ry +b,R;")cos(nf)  (7.13)
8U(R2, 0)
or

se obtiene ay = dy, by = 0 y el siguiente sistema de ecuaciones para n =
1,2,...,

= 24+ 3 n(a,Ry ™ — by Ry ™) cos(nf) (7.14)

an Ry + b, Ry" =d, (7.15)
a, Ryt — b, Ry" =0. (7.16)
El determinante del sistema es
Ry R" 2
J B PC TN
R2 L _RQ ! R2
de donde se obtienen los valores de los coeficientes a,, y b,
d, R;"
ap = = s
A 2RY
y
Ry d,
- Ry™Y 0| d,Rp
n - A i 2 .
Por lo tanto la solucion ([7.4)) es
= [ d, d, Ry
u(r,0) = do + ; (QRSTH + 5 2 r‘”) cos(nf) (7.17)
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por lo tanto la solucién al problema inverso es

> [/ d d, R}
g(6) = d0+z(2£nm+ "fQRln) cos(nf) (7.18)
n=1 2
- dn n -n
= d0+;7(>\ + A7) cos(nf) (7.19)

donde \ = % < 1.
De manera similar al problema directo, podemos escribir la solucién al
problema inverso en términos de un nicleo integral de la siguiente manera

o(0) = /OQW d(s) (% + % gw + A" (cosn(s — 0) + cosn(s + e») ds
_ /0% h(6, )d(s) ds
donde
MO = o+ 1= SN A (cosn(s — 6) + cosn(s £ 8)).  (7.20)

Asi la solucién al problema inverso queda expresado en términos de un ope-
rador con un nicleo integral

H: Ly([0,27]) — Lo([0, 27]), d(f) = /0 ' h(0,s)(s). (7.21)

Notemos que ahora los coeficientes
A"+ =00, n— oo, (7.22)

Esta propiedad tiene como consecuencia que pequenas perturbaciones o erro-
res en el dato d se amplifiquen, particularmente perturbaciones de alta fre-
cuencia (n grande) son amplificadas por un valor del orden de A™" (recuerde
que A = R;/Ry < 1). En particular esta propiedad prueba el operador ([7.21)
es discontinuo.

Proposiciéon 2. El operador con nicleo integral, solucion del problema in-

Verso con nicleo dada por es discontinuo.
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7.3. Problema directo en una esfera

La Laplaciano en coordenadas esféricas es

N N 1 N cotg(0) N 1
Upp + —Up + —U U - Ugsp-
r r2 % r2 o2 sin?(0) oo

(7.23)

La solucion general se obtiene por el método de separaciéon de variables,

u(r,0,¢) = Z Z (Apn?™ + Bumr™ ") Y0, ) (7.24)

n=0 m=—n

Y70, 0) \/ (2”4;2)%:);")!Py(cos(e))em, m=—n, . .n (725

son los armonicos esféricos de superﬁcieﬁ Con esta normalizacién se cumple
™ 2 ,
/ / Yo (Yo ) dY = 6Oy, dS2 = sin 6 db) do. (7.26)
0o Jo

El problema directo consiste en resolver el problema

Au(r,0,9) =0, Ri<r<Ry, 0<60<m

U(R1797¢) = g(67¢)7
uT(R27 Qa ¢) = 07 (727)
Problema directo: Calcular d(60, ¢) = u(Rs, 0, ¢).

A partir de la solucién general ((7.24) obtenemos

w(Ry,0,¢) = i i (AnmR’erBnmR;(”“)) Y™(0, ), (7.28)

n=0 m=—n

u(Ry,0,0) = i Zn: (mnng-l - (n+1)BnmR;<"+2)> Y0, ¢).

n=0 m=—n

(7.29)

4https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_harmonics#0rthogonality_and_
normalization
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Expandimos el dato en serie de armonicos esféricos

o0

9(0,0) =Y gum Y (6,9). (7.30)

n=1

Con la normalizacion ([7.26)) los coeficientes se obtienen mediante la expresion
nm = / g0, )Y (0, 7)" dQ (7.31)
SQ

donde S? es la esfera unitaria.
Sustituyendo en las condiciones de frontera ((7.28]), (7.29) obtenemos el

sistema de ecuaciones para las incognitas A,,, v Bum,

AnngL + Bnle_(n+1) = Gnm,

(7.32)
nAum Ry — (n+ 1) By Ry " = 0.

El discriminante del sistema es

e | ==+ DR R — Ry R

1
= —R—%((n + DA+ n)\_(”H)),

de donde X\ = £2. La solucién de A v Bom

1

Grm Ry

A B 0 —<TL + 1)R2—(”+2)

nm - A

4 DRPR " g i+ )R
(n DN+ i) (n DAR 4 A
RY  gn

B _ nRyY 0 _ nRy 2R gom _ WR g,

" A (n4+ A" + nA=0+D) — (n 4 1A + pA-(+D)”

La soluciéon al problema directo
n=1
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en forma de serie en armoénicos esféricos es,
d(07 ¢) = u<R27 07 ¢)

i i (n + 1)R;(n+4)gnm33 N R"_3gnng_(n+l) Ym(e ¢)
B (n+ DA +nA=0FD  (n 4 1A 4 pA—(r+D) ] 70 2

— (1 + 1) gnm NGnm .
=2 _Z <R4((n+1)/\"+n)\—(”+1)) T R+ DA 4 na D )) Y6, 9)

2” 1)gnm
g g Y™(0, ).
R3((n + 1)A™ + pA—(t1)) 7" (0, ¢)

n=0 m=—n

(7.34)
Esta relacion puede escribirse como
) (2n+1)
=K K =d 7.35
d=~Ke, 8 (Rg((n DA+ A D) (7.35)
eligiendo una ordenacion apropiada de los indices n, m.
7.4. Problema inverso en una esfera
Au(r,0,¢) =0, Ri<r<Ry 0<0<m
U(R27 97 ¢) = d(ea ¢)7
ur<R27 67 ¢) = 07 <736>
Problema inverso: Calcular g(6, ¢) = u(R1, 6, ¢).
w(Ro0,0) = 3N (Anng 4B, R;(nm) Y0, 6), (7.37)

n=0 m=—n

up(Ro,0,0) = i zn: (mnng—l - (n+1)BnmR;("+2)> Y6, ¢).

n=0 m=—n

(7.38)

f: A Y (0, 0), el dato (7.39)
(7.40)
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Con la normalizacién ([7.26)) los coeficientes se obtienen mediante la expresién
dpm = / 0, m)Y (0, )" dQ (7.41)
S2

donde S? es la esfera unitaria.
Sustituyendo en las condiciones de frontera (7.37)), (7.38) obtenemos el
sistema de ecuaciones para las incognitas A,,, ¥ Bnm,

A RE + B By "™ = iy,

(7.42)
NAwm Ry~ — (n+1) B Ry " = 0.

El discriminante del sistema es

A =
Ry~ —(n+ DR, |

(n + 1)R n+2 Rn R’IQ’L*lR;(’nA’l)

1
= —ﬁ(2n+ 1)

de donde se obtienen las soluciones

dnm RQ_ (n+1)
) 0 —(n+1)R,™™
nm - A
Ry " dyn(n +1)(2n+1) _ 2n+ D(n+ Dy
= R2 Rn+4 )
R dum
B nRyt 0 _ dun(2n 4+ 1)RE (20 + 1)y

2 —n+3
A R3 R,
en forma de serie en armonicos esféricos es,

9(0,9) = u(R1,0,¢)

“ 2n+1)(n+ 1D)dumBRY  n(2n+1 d. Ry .
- Z Z ( Rn+4 ) : + ( R)2n+3 : Yn (9’ ¢)

n=0 m=—n

" (2n —|— 1) ((n+ DA™ nA™"
= A Y, (0, 0).
Yy Bt D (LD T oy

n=0 m=—n

(7.43)
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Esta relacion puede escribirse como

, 2n+1) [(n+1A™  nAx™"
=Kd, K=d 44

donde A = g—;, eligiendo una ordenacion apropiada de los indices n, m.
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Conclusiones

En esta tesis se trabajo los principios fundamentales en los que se basa
la modelacion de la actividad cardiaca. Desde el nivel celular con la nocién
de potencial intracelular, potencial extracelular y potencial de membrana.
El potencial de reposo se entiende como un equilibrio electroquimico que
por si solo no explica el potencial base tipico de —50mV——70mV’, que por
lo tanto se mantiene mediante el consumo de energia (ATP). La variacién
del potencial de membrana como resultado del proceso de depolarizacién,
repolarizacién y periodo refractario se explica mediante el flujo de iénico a
través de los canales iénicos de membrana. El resultado global es el potencial
de accion que se refleja en la senal del ECG. La modelacion de la actividad
eléctrica, a diferencia de los medios dieléctricos, se hace mediante la aproxi-
macion cuasiestatica y el principio de dualidad donde las fuentes se modelan
como fuentes de corriente en vez de fuentes de carga.

Revisamos el modelo dipolar en un medio infinito y en un medio acotado,
la esfera, de manera analitica siguiendo el trabajo seminal de Frank. Este
ejemplo muestra que sélo en ejemplos sencillos se puede obtener la solucion
analitica, no sin un gran esfuerzo.

Revisamos el modelo de Clifford y Sharry (seccién [4.5)), y posteriormente
el modelo de Sameni (seccién en el que se modela la dindmica de una
fuente dipolar de corriente en base a un gran nimero de parametros, que sin
embargo represente al menos cualitativamente la senal del ECG, presente en
las derivaciones de Einthoven.

Posteriormente revisamos dos modelos distribuidos: el modelo bidominio
y el modelo monodominio, que modelan la actividad del corazén a nivel de
mesoescala. Matematicamente son sistemas de EDP para los potenciales de
membrana, extracelular e intracelular, considerados como promediados en
todo el tejido cardiaco. Este proceso de promediar se conoce en la literatura
como homogenizacion, pero que no tratamos en esta tesis.
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El modelo distribuido méas simple, el modelo del volumen conductor des-
cribe el potencial en el tejido entre el corazon y el torso humano. La deter-
minacién del potencial sobre el torso a partir del potencial en el epicardio
se conoce como el problema directo. El problema inverso se conoce como
BSPM, Body Surface Potential Mapping.

Presentamos dos casos de situaciones anémalas en la actividad cardiaca:
La isquemia (seccién y la desfibrilacién (seccién [6.2)), este tltimo, una
operacion de emergencia que tiene como fin restablecer el ritmo cardiaco en
una situacion de emergencia. El modelo de desfibrilacion permite en principio
ensayar diversas estrategias que no involucren la experimentacion —peligrosa—
en humanos. Las simulaciones que se presentan se hicieron con el software
libre SCIRun, cuyo paradigma de modelacion se llama Image Based Mode-
ling, en el que se hace especial énfasis en representar las soluciones de manera
grafica aprovechando las técnicas de visualizaciéon modernas, tanto tedricas
como computacionales.

En el apéndice incluimos los detalles mas técnicos para no perder la se-
cuencia principal de la tesis, tales como ejemplo sencillos que muestran el
origen del mal planteamiento del problemas del volumen conductor, en un
disco y en la esfera; una breve induccién al uso del software SCIRun.

Perspectivas

Esta tesis resume los principios basicos de la modelacién de la actividad
eléctrica del corazén y proporciona una guia bibliografica no tan conocida
para la comunidad de matematicos y puede ser de utilidad para un alumno
que desee iniciarse en esta linea de la modelacién matematica. Quedan varios
problemas que podrian tomarse como temas de investigacién doctoral, entre
los que podemos mencionar:

a) El problema inverso del vectocardiograma incluyendo el VCG fetal.
b) Modelacién de la dindmica del modelo del dipolo tnico en el VCG.

¢) Modelacién de la isquemia.
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Apéndice A

El operador de Hilbert-Schmidt
con simetria azimutal

En el caso particular de simetria azimutal, es preferible rehacer los calcu-
los para evitar alguna posible confusién con las constantes de normalizacion.

En analogia con ([7.30)) expandimos

S m+1 (1
g(0) = ZgnPn(cos 0), gn= n2+ / g(0)P,(cos@)sinfdh.  (A.1)
n=0 -1
A partir de la solucién general de la ecuacién de Laplace con simetria azimutal
U(T, 0) = Z(Anrn + Bnr_(n—‘rl))Pn(COS 9)
n=0

y de las condiciones de frontera

u(Ry,0) = > (AR} + By R, ") P, (cos0) (A.2)

n=0
oo

u(Ry,0) = > ARy = (n+1)B,R; "?)P,(cost)  (A3)
n=0

(A.4)
se obtiene el mismo sistema ([7.42)) para los coeficientes A,,, B,
A RY + B,R;" = g
nAR' ' — (n+ 1)B,R; "™ =0,
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con la misma solucién

(n+1)Ry"gn
(n + DA™ + nA- D)
nRy" g,
(n+ 1)A* + nA=(+D)

A, =

B, =

La solucion al problema directo es entonces

d(0) = u(Rz,0)
N (2n + 1)gn (A.5)
_ Z P .
2 (n + 1)A" + nA=(n+) n(cos f)

Expresemos la solucién al problema directo como un operador de Hilbert-
Schmidt. La sustitucion de los coeficientes g,, (A.1)) da

o) = i <2n +1 / g(s)P,(cos s)sin s ds) (2n+1) P,(cos0)

‘ (n+ A" + pA=(v+D)

3
I

(2n+ 1)
2((n+ 1A + nA-

WE

(n+1))/0 g(s)Py(cos s)P,(cos ) sin s ds.

I
o

n

A.1. Elemento Finito

El Elemento Finito es un método numérico general para la aproximacion
de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales muy complejas utilizado
en diversos problemas de ingenieria y fisica, (ver [3§8]). Un elemento finito
viene definido por nodos como se muestra en la Figura
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\ vi(Vi)

A(Ui

Figura A.1: Coordenadas de nodos (i,j,k) y desplazamiento de los nodos, (ver

39).

Los principales tipos de elementos utilizados en 3D son: tetraedro, prisma
y hexaedro. En el modelo de isquemia se utilizaron tetraedros para la cons-
truccién de la malla del corazén y el modelo de desfibrilacion se utilizaron
hexaedros para la malla del torso.

lineal cuadratico cubico

p=i p=2 p=3
tetraedro @ @ @

hexaedro .

Figura A.2: Tipos de elementos.
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Resolver la ecuacién con condiciones de frontera Dirichlet

—u" = f I=(0,1), (A.6)
uw(0) = 0, (A.7)
u(l) = 0. (A.8)

Definir el espacio de la forma:
Hy(I) ={ve H :v(0)=uv(1) =0}

Solucién por el método de Garlerkin. Entonces el problema es resolver u €
Hy(I) tal que a(u,v) = (f,v)r,(r) donde a(u,v) = [, u'v'dz.
La serie de Fourier en senos a(u,v) = (z,v)

v(z) = Z nthn (1) (A.9)

donde ,(z) = v/2sin(nm) y Hy(I) es un espacio de dimensién finita con
base {¢n(z) 172

Supongamos ahora que

v(z) = Big(i)(x) (A.10)

donde ¢(z) son funciones suaves llamadas funciones base. Tomando N fun-
ciones ¢;(x) se genera

N
Vy =) Big(z) (A.11)

i=1
y Vi es la aproximacion de V. Las N funciones {¢1, ..., ¢n} definir un espacio

finito llamado H{'.
Sea

N
unN = Zaquj' (A12)
j=1
1 / / 1 /
/ (uyVy +unVy)de = / vVydz, YV € HY C Hy(I) (A.13)
0 0
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Ahora, sustituyendo la ecuacion (A.11) y (A.12)) en la ecuacién. Entonces

[ (S00) & (S00) « (S0 (S00)} - [ (S0

=

(A.14)

Reescribir la ecuacién (A.14]) de la forma

N 1 1 N N 1

S5 { / (Z b+ S ajebj@) d:c} =36 [ wode.

i=1 0 0 j=1 i=1 0
entonces

1 1 N 1
/ (Z ajd;d; + Zowj@) d = / zyda.

Por otro lado, se construye la matriz de la forma

[ (600, + o) de ... [ (e, + ondn)de\ [en ) x¢rda

[3 (¢ iy +dron) de ... [ (Sydy + dndn) dz) \as Iy xondz

o bien se puede como la ecuacién matricial

Ka=f

donde K;; = f[ (¢;¢; + ¢j¢i) dx es la matriz de Rigidez.

A.2. Breve introduccion del software SCIRun

El software SCIRun es utilizado para modelar, simular y visualizar pro-
blemas cientificos, que se implementa en C +4 con una interfaz grafica de
usuario Tl / Tk. SCIRun utiliza un modelo computacional de flujo de datos.

SCIRun puede leer archivos que contienen los siguientes datos:

1. Coordenadas de nodo.
2. Conectividad de nodos.

3. Parametros estructurados de malla.
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4. Matrices de columnas.

Hay varias herramientas dentro del software para generar una malla compu-
tacional y adaptar esta malla para cumplir con los requisitos computacio-
nales. Explicacién de algunos de los modelos de isquemia (ver [16]) y de
desfibrilacién (ver[15]).

El conjunto de datos de isquemia cardiaca y desfibrilacion, se puede en-
contrar en el paquete de SCIRunDATA que también se puede descargar desde
el portal de software SCIRun (http://software.sci.utah.edu). Para eje-
cutar el modelo de isquemia cardiaca, debe tener la versién de SCIRun 4.x o
superior con un nimero de revisién de 42612 o superior, la version de SCIRun
y el nimero de revisién se pueden encontrar en la esquina superior derecha
de la ventana del editor SCIRun. Para ejecutar el modelo de desfibrilacién
utilizar en SCIRun la versién 4.2 y superior y este tutorial no es compatible
con ninguna version anterior de SCIRun.

Podemos visualizar los datos de imédgenes en 3D, utilizando los siguientes
modulos ConvertFieldsToTexture,ShowTextureSlices, CreateStandard-
ColorMaps, ShowScene, ViewScene y conectarlos como se muestra en la
Figura En el médulo ”ReadField” se utiliza para leer el conjunto de
datos y al seleccionar el botén UI se abre una ventana de navegador donde
se puede ingresar el nombre del archivo con formato nnrd. Después abrir el
botén Ul del modulo ShowTextureSlices y seleccionar los planos X, Y y
Z. Por 1ultimo, seleccionar el boton Excecute All se utiliza para ejecutar la

red (ver Figura[A.3)).

112


(http://software.sci.utah.edu)

= —
ReadFleld - B CreateStandardColorMaps.0 - oIEl
:J :| i B ShowTextureSlices_0 -
Plane Options /*'
oo " standard | cylnarical | * Click above to adjust alpha
ConvertFieldsToTexture ljust alpha.
oo M (2] 3] J] Creestancaracoiormaps Select Plane(s) snift
- ] 0.0 | [l ¥ Xpane 000
¥ Y plane |
1= © Zpiane 1.00 000 1.00
ShowTextureslices I™ V (view) plane Resolution e
5] 002 [BIEY | x |
hd | v || [colortaps
| z | || 6ray & Rainbow
Riawscans =3 ConvertFieldsToTexture_0 | v | € Old Rainbow € Darkhue
- € Lighthue € Blackbody
[veea] [2][5] Graphics Card Memory (MB) € Don € BP seismic
W Autodetect Interpolation Mode i - ramet
i o _ . ark Gray ed Tin
el oie g Ile e 00D € Orange Tint € Yellow Tint
Scaling € Nearest € Green Tint € CyanTint
@ Auto Scale € Blue Tint € Purple Tint
2
€ Fixed Scale 2| EEED T T | € PinkWhite,Blue € Orange,Black Lime
value min: [12.0 value max: [32766.0 € Mixed Rainbow © Mixed GrayScale
€ Gray2 C Grays

grad min: (0.0 gradmax: [1.0

I Opacity Modulation (Faux Shading)
I Reverse the colormap

ﬂ Execute Close Find

20 Histogram (Multi dimensional transfer function only)
I Create Histogram
histogram gamma 0.5

il Execute close Find
< | =1
Execute All| [ 55 <conngure> [

E|

Figura A.3: La red para la visualizacién de los datos de imagenes en 3D.

La visualizacién de los datos de imagenes en 3D se encuentra en el médulo
ViewScene, presionando el boton VIEW. Finalmente se abrird una venta
de color negro (ver Figura y para la visualizacién de la imagen, debe
seleccionar el boton Autoview. En el botén de Configure nos ayuda a
cambiar el color de fondo, tamano, girar la imagen, entre otras funciones.

A ViewScene Configuration - o [BEMl lewscene 1 Window 1 _=a

Render | Objects | Ciipping | Lights | materiais | view |

| settings... & Volume sicer (1)

Settings... [ Control Widget (1)

NewWindow| Autoview | GoHome | SetHome | Lockview > Configure < |5

Figura A.4: La ventana para la visualizacion de los datos de imégenes en 3D.
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Modelo de Isquemia

En esta seccion, se describe los pasos necesarios para la construccion
del modelo de isquemia que se mencioné en la seccion . Los conjun-
tos de datos en este ejemplo se originan a partir de un corazon de perro
aislado en el que se perfundié la arteria descendente anterior izquierda con
preparacién de gadolinio para que se muestre en la exploraciéon MR. El ga-
dolinio es el componente clave en los materiales de contraste usados mas
a menudo en los exdmenes por resonancia magnética (MR). Cuando es-
ta substancia estd presente en el cuerpo, altera las propiedades magnéticas
de las moléculas de agua cercanas, aumentando la calidad de las imagenes
por MR, (ver [40]). Posteriormente, se escaneé el corazén para generar una
imagen anatémica del corazén Heart MRI.nrrd y una imagen de tensor de
difusién (DTI) Heart MRI-FiberOrientation. rrd. Utilizando el programa
Seg3D, el miocardio ventricular y el lecho de perfusién se segmentaron fuera
de la imagen anatémica (HeartMRI-Segmentation.nrrd y Heart MRI-
PerfusionBed.nrrd).

En el software SCIRun es capaz de representar muchos conjuntos de datos
en el mismos visor, por lo que se puede explorar la correlacién entre los datos
o combinarlos para construir un modelo. En la Figura[A.5] se muestra la red
completa para la lectura de dos conjuntos de datos y utilice Heart MRI.nrrd
y Heart MRI-Perfusionbed.nrrd como los dos conjuntos de datos para los
dos modulos ReadField.

p— ok abors o adustapha
sasc | samping | snadng | e
Blending Mode: -

 OverOperator. o we

Resaluton (its) © 8 € 16 © 32

Interpolation Mode.
v c

Giobal Opacity
0000
P —H

I Software ColorMap2 Rasterization - Ktime
© Mixed GrayScale

 Grays

T~ Opaciy Moduiaton Faux Shading)
I™ Reverse the colormap

2] emeewe |_cose ||

B = e

Figura A.5: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

Para construir el modelo de Isosuperficies y carenado de malla, se utiliz
el método Marching Cubes para extraer la isosuperficie para cada elemento
de la malla. Para este modelo se construy6 a partir de conjuntos de datos,
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se necesita traducir los volimenes en superficies paramétricas. Una forma
de hacer esto es generar una isosuperficie. Modifique la red por agregar los
modulos ExtractIsosurface, FairMesh y ShowField a la red, como se

muestra en la Figura

E% ShowField 0 - o x
35 Subnets Toolkits Help

Field Name Extractisosurface I~ Override
[ Display Options.

ades | cages) races | Toxt|
¥ Show Nodes

™ Enable Transparency

Node Coorng

Extracisosurface @ Default

53] 12. 52 JEXEN € Colormap Lookup
€ Conversion to RGB
Node Display Type

@ Points

€ spheres

e SphereScale B
‘ShowTextureVolume 0.0300 K

“Show E
ShowTextureVolume Bl oo: - A 5
(oz/ T 2= (o7 | FEWER > 00000 00333 00666 00999 g

Resolution

ViewScene

vieal (2. [1
Default Color| I™ Use Default Size
PWL Approx Div: 1 Calculate Default Size|

Execute Policy.
@ Interactively update
© Execute button only

il ﬂ Execute Close Find

Figura A.6: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

El médulo ExtractIsosurface extrae una isosuperficie de cualquier cam-
po. En la Figura[A.7)se muestra la configuracién del médulo ExtractIsosur-
face. En este caso lo estamos extrayendo del lecho de perfusién segmentado
seleccionando un valor entre el valor maximo y minimo en el campo.

El médulo FairMesh toma las superficies y usa informaciéon sobre el
vecindario de la superficie para generar una superficie de aspecto més suave.
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medow| Autoview I Go Home | Set Home | LockView | > Configure < | S

Render\ Objects \ Clipping \ Lianls\ Materials \ View \

Settings... [~ VolumeRenderer Transparent (1)
Settings... [~ VolumeRenderer Transparent (2)
Settings... [~ Extractisosurface Nodes (3)
Settings... [~ Extractisosurface Edges (3)

Settings... [V Extractisosurface Faces (3)

Figura A.7: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

Para la visualizacion del corazon en el modelo de isquemia, se utiliza
la red y en el médulo ReadField abrir la interfaz de usuario y selec-
cionar los datos Heart MRI.nrrd. Este formato nrrd de archivo se utiliza
para representar datos de imagenes espaciados regulares, como imagenes de
resonancia magnética o segmentaciones.

Figura A.8: Visualizacion de los datos de imédgenes en 3D del corazon.
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Para la visualizacién del conjunto de datos de imégenes de un corazén
con isquemia cardiaca, primero se debe generar una malla tetraédrica uti-
lizando isosuperficies. A continuacion, para construir la malla tetraédrica,
se inicia la red con el médulo ReadField, se abre la interfaz de usuario y
se selecciona el archivo HeardMRI-Segmentation.nrrd. En la salida de
ReadField conectar a un nuevo médulo ResampleRegularMesh, segui-
do del médulo ExtractIsosurface, FairMesh y InterfaceWithTetGen.
En la salida del médulo InterfaceWithTetGen conectar con la entrada de
los dos nuevos moédulos ShowField y WriteField. Finalmente conectar el
modulo ViewScene con la salida del médulo ShowField.
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Figura A.9: La red para la construccién de la malla tetraédrica.

En el médulo ResampleRegularMesh, puede mantener su configura-
cién predeterminada. Al abrir la interfaz de usuario del médulo Interface-
WithTetGen, para generar la malla tetraédrica se deben seleccionar tres
opciones importantes que son —Y, —q y —a en la interfaz de usuario. En el
modulo ExtractIsosurface, colocar el valor en List of Isovals de 0.5. El
modulo WriteField se utiliza para guardar la malla.

En la ventana de ViewScene, en la parte de configuracion seleccionar la
pestana Clipping y realizar cortes en el eje X como se muestra en la Figura

[AT0
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E% ViewScene Configuration

Render | Objects | cnppmg\ Lights | Materials |, view |

& Plane 1 C Plane 4
€ Plane 2 € Plane 5
€ Plane 3 € Plane 6

Plane Settings :

I Clipping Plane Visible

I~ Show Clipping Plane Frame

I~ Reverse Clipping Plane Normal

lewWindow| Autoview | GoHome | setHome | Lockview | > Configure < | s

Figura A.10: Visualizacion de la malla tetraédrica.

Construir la simulacién del modelo de isquemia. El modelo se define por
las conductividades de los potenciales intracelular y extracelular, y el po-
tencial transmembrana. Primero, comenzamos agregando a la red el modulo
ReadField y abrir la interfaz de usuario para leer el archivo donde se guardo
la malla tetraédrica. En la Figura se muestra la red completa.
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Modules Subnets Toolkits Help Show Module:
File: HeartMRI-PerfusionBed
-

ReadField

ResampleRegularMesh File: Tetrahedral Mesh
— -
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Extractlsosurface | @ E E
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[CalculateSignedDistanceToField T\IIapFieldDataFromNodeToElem

— o m EE
I CreateStandardColorMaps ——
CalculateFielabata Ll [EXEY MapFieldDataOntoElems
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InsertFieldsintoBundle
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ViewScene
view| [2 (1 Ay
WriteBundle

[GH| EE

File: Model.bdl

Figura A.11: La red para la construccion de la zona isquémica.

En el médulo ExtractIsosuperficie se define la zona isquémica, y el
modulo FairMesh suaviza los efectos de descretizacion y dejando una defi-
nicion relativamente suave de la zona de la frontera isquémico.

El médulo CalculateSignedDistanceToField calcula la distancia de
cada nodo a la superficie. En este caso, se representa una distancia positiva
para cada nodo dentro de la zona isquémica y negativa para cada nodo fuera
de la superficie.

El médulo CalculateFieldData que se encuentra debajo del moédulo
CalculateSignedDistanceToF'ield, se define el potencial transmembrana
dentro de la zona isquémica como —15 mV y el potencial fuera de la zona
isquémica como +15 mv, la frontera de la zona isquémica el potencial es
igual a 0 mV. Se utiliz6 la ecuacion del potencial transmembrana para
la zona isquémica.
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|
| = CalculatefieldData_0 - olEH

reate New Field Data
Function: RESULT = function(DATA,POS,ELEMENT,INDEX,A,B,C,..)

Input array: DATA (scalarivectorftensor: data from field port) Input array: INDEX (scalar: number of the ¢
‘ Input array: X, Y, Z (scalar: Cartensian coordinates of nodelelement) Input array: SIZE (scalar: number of eleme
Input array: POS (vector: vector with nodelelement position) Input array: ELEMENT (element: object corl

Input array: A, B, C, ... (scalarivectoritensor: data from matrix ports) Output array: RESULT (scalarivector/tensc

Caching——— Output Type
™ Cache Result Count: 0 Clear Cache Output Data Type : Scalar — |

Expression
BLUR=0.3; .J
[VOLTAGE = -30;
RESULT = VOLTAGE*DATA/abs (DATA) * (1-1/ (1+BLUR*abs (DATA"2))) ;

|

\
‘ Parser Help
1

? Execute Close Find

Figura A.12: El médulo CalculateFieldData para definir la funcién is-
quémica.

El médulo CalculateFieldData2, que se basa en analizar expresiones
matematicas, también se utiliza para generar los tensores de conductividad.
En las Figuras[A.13]y[A.14] se dan ejemplos de funciones de conductividades.
En este caso, hay una funcién especial llamada select que corre el primer
argumento con una expresién booleana y, en funcién del resultado, decide
evaluar el primer argumento y el segundo argumento.

En el médulo CalculateFieldData2 de lado izquierdo se define como se

muestra en la Figura[A.13]

E% CalculateFieldData2_0 - [u] X
Create New Field Data
Function: RESULT = function(DATAABC,..)
Input array: DATA1 (scalarivectoritensor: data from field port) Input array: INDEX (scalar: number of the element)
Input array: DATA2 (scalarivector/tensor: data from field port) Input array: SIZE (scalar: number of elements)
Input array: X, Y, Z (scalar: Cartensian coordinates of nodelelement)  Input array: ELEMENT (element: object containing element properties)
Input array: POS (vector: vector with nodelelement position) Output array: RESULT (scalar)
Input array: A, B, C, ... (scalarivectoritensor: data from field data ports)
Caching Output Type
I™ Cache Result Count: |0 Clear Cache Output Data Type : Scalar =
function
IC_LONG_HEALTHY=0.16;IC_TRANS_HEALTHY=0.016;IC_LONG_ISCHEMIC=0.16;IC_TRANS_ISCHEMIC=0.018; J
RESULT=select (DATA1<0.6, Tensor (DATA2, findnormal (DATA2) , IC_LONG_HEALTHY,IC_TRANS_HEALTHY),
Tensor (DATA2, findnormal (DATA2) , IC_LONG_ISCHEMIC,IC_TRANS_ISCHEMIC));
Parser Help
? | Execute Close Find

Figura A.13: Configuracion de interfaz de usuario del médulo Calculate-
FieldData2.

En el médulo CalculateFieldData2 de lado derecho se define como se

muestra en la Figura[A.14]
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E CalculateFieldData2_1 I
Create New Field Data
Function: RESULT = function(DATAABC...)

Input array: DATA1 (scalarivectoritensor: data from field port) Input array: INDEX (scalar: number of the element)

Input array: DATA2 (scalarivector/tensor: data from field port) Input array: SIZE (scalar: number of elements)

Input array: X, Y, Z (scalar: Cartensian coordinates of node/element)  Input array: ELEMENT (element: object containing element properties)
Input array: POS (vector: vector with node/element position) Output array: RESULT (scalar)

Input array: A, B, C, ... (scalarivectoritensor: data from field data ports)

Caching
I™ Cache Result Count: |0 Clear Cache
function

EC_LONG_HEALTHY=0.16;EC_TRANS_HEALTHY=0.05;EC_LONG_ISCHEMIC=0.08;EC_TRANS_ISCHEMIC=0.03; E|
RESULT=select (DATA1<0.6, Tensor (DATA2, findnormal (DATA2) ,EC_LONG_HEALTHY,EC_TRANS_HEALTHY),
Tensox (DATA2, findnormal (DATA2) ,EC_LONG_ISCHEMIC,EC_TRANS_ISCHEMIC)):

Output Type
Output Data Type : Scalar —

Parser Help
? | Execute Close Find
—

Figura A.14: Configuracion de interfaz de usuario del médulo Calculate-
FieldData2.

Finalmente, la visualizacién del conjunto de datos de imagenes de un

corazén con isquemia cardiaca (ver Figura [6.5)).
En el modelo de isquemia la idea es resolver la ecuacion:

V- (6;+7)Vo.=—-V -,V (A.15)

donde &; y d. son los tensores de conductividad intracelular y extracelular,
¢e potencial extracelular y ¢, potencial transmembrana. En la Figura [A.15]
se muestra la red completa para la solucién de la ecuacion [A.15]
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Figura A.15: La red completa para la solucién de la ecuacién por ele-
mento finito.

La red para resolver la ecuacion comienza con el médulo Read-
Bundle, abrir la interfaz de usuario y cargar el archivo donde se guardo
el corazéon con la zona isquémica. En la salida del médulo ReadBundle
se introduce dos médulos de GetFieldsFromBundle, uno para resolver el
lado izquierdo de la ecuacién y el otro para resolver el lado derecho.
El lado izquierdo de la ecuacion depende de la suma (g; + d.) y el
modulo CalculateFieldData2 calcula la suma. La salida del médulo Cal-
culateFieldData2 se introduce posteriormente en BuildFEMatrix, que
construye la matriz de rigidez para la ecuacién de Poisson. Esta matriz de
rigidez se puede ver como la discretizacién de la ecuacién anisotrépica de
Poisson y, por tanto, es el equivalente numérico del operador V- (¢; 4+ d) - V.

En la Figura se muestra la configuracion del médulo Calculate-
FieldData2 donde se define la suma y del médulo GetFieldsFromBundle
donde se renombra las pestanas, es decir, Fieldl — VM, Field2 — IC y
Field3 — EC. En este caso eligimos los nombres VM, IC y EC para el
potencial transmembrana, la conductividad intracelular y la conductividad
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extracelular, respectivamente.

e muuues supners tvuines pep

= EE CalculateFieldData2_0 o X
BUNDLE FIELD OUTPUTS reate New Field Data
: 7= functi C...
Field1 | Field2 | Fiela3 | Fielda | Fielas Fieids | e o
Input array: DATA1 (scalarivectorftensor: data from field port) Input array: INDEX (scalar: number of the element)
Hame[vm Input array: DATA2 (scalarivectoritensor: data from field port) Input array: SIZE (scalar: number of elements)
Input array: X, Y, Z (scalar: Cartensian coordinates of nodelelement)  Input array: ELEMENT (element: object containing element properties)
Input array: POS (vector: vector with nodelelement position) Output array: RESULT (scalar)
Input array: A, B, C, ... (scalarivectoritensor: data from field data ports)
-« of Caching Output Type
I~ Cache Result Count: [0 Clear Cache|| | Output Data Type : Scalar =
2 | Execute Close Find
function ]
RESULT = - (DATAl+DATA2): ':_‘
B 2]
Parser Help
2 | Execute Close Find

Figura A.16: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

Los médulos a la izquierda de la creacién de la matriz de rigidez en
realidad calculan el vector del lado derecho. Esto se hace nuevamente usando
el médulo BuildFEMatrix para generar el operador numérico V - (g;) - V
y multiplicar esto con los valores del campo de potencial transmembrana.
Como la salida del médulo BuildFEMatrix es una matriz (tuberia azul),
los datos dentro del campo deben representarse como un vector. Esto se logra
mediante el médulo GetFieldData que quita los datos de los nodos en el
campo y los inserta en una matriz de columnas. Para obtener ahora el vector
del lado derecho, necesitamos multiplicar el vector columna con la matriz.
Esto ultimo se logra mediante el médulo EvaluateLinAlgBinary.

Tanto la matriz de rigidez como el vector del lado derecho forman ahora
un sistema lineal que debe resolverse para obtener los potenciales extracelu-
lares. El modulo SolveLinearSystem resuelve el sistema lineal usando un
solucionador iterativo. Los detalles del solucionador se pueden ingresar en
la interfaz de usuario de este mdédulo. Una vez que se resuelve el sistema li-
neal, la solucién contenida en un vector de columna se reinserta en el campo
usando el modulo SetFieldData.

Para estudiar el efecto de la anisotropia en los potenciales extracelula-
res, observamos una cierta seccién transversal del modelo. Para extraer una
seccion transversal usamos el médulo ExtractIsosurfaceByFunction. Este
modulo permite al usuario especificar una funcién y posteriormente extrae
una isosuperficie de esta funcién y proyecta los datos de nuevo en esta su-
perficie. En este caso usamos la funcion RESULTADO = Y; que generara
secciones transversales en el plano XZ. Sin embargo, mostrar los datos sin la
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estructura de fibra subyacente no sirve de nada, por lo que podemos recons-
truir la orientacién de la fibra a partir de los datos del tensor envidandolos a
través del médulo de la calculadora nuevamente y extrayendo el primer vec-
tor propio usando la funcién eigvecl (). Posteriormente, los datos se mueven
a los elementos de la malla.

Para proyectar eficientemente los datos en la misma malla que los datos,
usamos el médulo ApplyMappingMatrix, esto permite copiar rapidamen-
te los datos de una malla a otra malla si la operacion que generd la nueva
malla calcul6 una llamada matriz de mapeo. En este caso, ExtractIsosur-
faceByFunction calcul6 dicha matriz de mapeo y podremos proyectar los
datos en la misma cuadricula. Como a menudo en SCIRun hay muchas formas
de hacer lo mismo, también podriamos haber usado el médulo MapField-
DataOntoElems para lograr lo mismo.

En la interfaz de usuario del médulo SolveLinearSystem, configurar las
opciones Target error, Maxinum Iterations y Emit partial solutions,
y la configuracion en los modulos CalculateFieldData y Extraclsosurfa-
ceByFunction, (ver Figura[A.17).

= = E% CalculateFieldData_0 - o
Methods \ Preconditoners | Ff,ﬂ"a?( Isosurface By Function————————— ; ) Create New Field Data
unction: RESULT = function(DATA,POS,ELEMENT,INDEX,A,B.C....) Function: RESULT = function(DATA,POS,ELEMENT,INDEX,A,B.C....)
Input array: DATA (scalarivector/tensor: data from field port) Input array: DATA (scalarivector/tensor: data from field port) Input array: INDEX (sca
& Conjugate Gradient & Precond. (SCI) Input array: X, Y, Z (scalar: Cartensian coordinates of nodelelement) Input array: X, Y, Z (scalar: Cartensian coordinates of node/element) Input array: SIZE (scala
€ BiConjugate Gradient & Precond. (SCI) Input array: POS (vector: vector with nodelelement position) Input array: POS (vector: vector with nodelelement position) Input array: ELEMENT ((

€ Jacobi & Precond. (SCI)
€ MINRES & Precond. (SCI)

Input array: INDEX (scalar: number of the element)
Input array: SIZE (scalar: number of elements)

Input array: A, B, C, ... (scalarivector/tensor: data from matrix ports) Output array: RESULT (

Caching Output Type
Input array: ELEMENT (element: object containing element properties)
Target error: ot .
000330 e I~ Cache Result Count: |0 Clear Cache OutputDataType :  Scalar —i
i E Function Definition
— =t RESULT = ¥; Al -
0.00000 0.00333 0.00666 000999 g
RESULT = eigvecl (DATA);
Maximum Iterations:
K] _H
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(| | [ siice Value Selection [BarzarHol|
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2| Exeae |
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Figura A.17: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

Finalmente, los vectores y los datos se combinan en un visor. Para re-
presentar un sentido u orientacion, también representamos una capa trans-
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parente de la malla. El médulo GetFieldBoundary extrae el exterior de
cualquier malla. En este caso, renderiza la superficie exterior del modelo. El
modulo ShowField se puede configurar para que muestre una version trans-
parente del limite de la malla. Desactive la visualizacién de nodos y bordes
y modifique el Color predeterminado como se indica en la Figura Al
alterar el valor Alfa, la malla se puede hacer mucho mas transparente, para

resaltar la seccién transversal con mayor claridad. También aumente la escala
de los vectores para que sean claramente visibles.

)dules Sy E& ShowField 0 - O X
Fied Name r ovride [ | -
T Field Name I™ Override
Nodes | Edges | Faces | Text| Display Optioas
¥ Show Nodes Tensors | Texl\
IV Enable Transparency [P
Node Coloring leC
IV Show data values
@ Default
I~ Show node indices
€ Colormap Lookup
; I™ show edge indices
 Conversion to RGB
3 ™ Show face indices
Node Display Type e
" I~ Show cellindices
@ Points
 spheres I Cull backfacing text f possible
I~ Textalways visible (not hidden by faces)
SphereScale *
Crem A I™ Render indices as locations
[ | = Text Coloring
LOLD QMR QIR MR [T & Text € Colormap Lookup ¢ RGB Conversion
Text Color
Resolution
6 TextSize: @ XS C SC MO LC XL
L 3
TextPrecision [_[ [
Default Color - I~ Use Default Size
PWL Approx Div: 1 Calculate Default Size
Execute Policy

& Interactively update

€ Execute button only Default Color| - I~ Use Default Size
PWL Approx Div: Calculate Default Size

e Al 2| Execute || close Find | ‘\,

Figura A.18: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

A.2.1. Desfibrilacion

En esta seccién describe las herramientas necesarias y los pasos necesarios
para simular los modelos de desfibrilacion. El problema se resolvera en dos
dominios separados. El primer dominio, un modelo homogéneo en el cubo.

El segundo dominio, un modelo no homogéneo del torso humano utilizando
electrodos de lata, alambre y placa.
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Simulacién de elementos finitos en un cubo

La simulacién de elemento finito en un cubo. Primero comenzamos cons-
truyendo una malla hexaédrica de cubo que servird como nuestro dominio
de solucion. La red comienza con el médulo CreateLatVol conectado al
modulo CalculateFieldData, seguido del médulo ShowField y, por lti-
mo, el médulo ViewScene. La configuraciéon de los médulos CreateLatVol
y CalculateFieldData, como se muestra en la Figura

B - Ef CalculateFieldDats 0
CreateLatVol
X Size (32 F5] o.0: |EAEY reate New Field Data
Ysize [32 T Function: RESULT = function(DATA,POS,ELEMENT INDEX,A,B,C,...)
Input array: DATA (scalarivectoritensor: data from field port)
Input array: X, Y, Z (scalar: Cartensian coordinates of nodelelement
Input array: POS (vector: vector with nodelelement position)
Input array: A, B, C, ... (scalarivector/tensor: data from matrix ports)

Zsize 32 o
CalculateFieldData
Pad Percentage 0.0 oz | T [ [T

Data at Location
€ Nodes (linear basis)

A Caching———| [Output Type,
ShowField

@& Cells (constant basis) 55 o.15 |EEd I” Cache Result Count: 0 Clear Cache Output Dat
 None

Expression

= RESULT = 1; :i

ViewScene
& Between (-1,-1,1) and (1,1,1) vIEH]
© Between (0,0,0) and (nx,ny,nz) Parser Help

Mesh Dimensions

? Execute Close ? Execute Close

Figura A.19: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

El siguiente paso es agregar anodos y catodos de placa a la simulacion.
Los electrodos se modelaran como cajas, pero esta vez usaremos el modu-
lo EditMeshBoundingBox. Agregar a la red (ver Figura un nuevo
modulo CreateLat Vol y conectar a dos modulos EditMeshBoundingBox
separados, uno para el anodo y el otro para el catodo. Conecta el amarillo
de los puestos de salida de campo a los médulos ShowField y conecte los
puertos de salida rosa de ambos mddulos EditMeshBoundingBox y los
nuevos médulos ShowField a las entradas del modulo ViewScene. La red
modificada deberfa verse como se muestra en la Figura [A.20] y la configu-
racion de los médulos ShowField para distinguir los dos electrodos. En el
modulo ShowField del catodo, haga click en la pestana ” Faces” y marcar la
casilla ” Enable Transperency”. Haga click en el botén ”Default Color”
y cambie el color agregando a morado. Realizar estas mismas operaciones en
el segundo modulo ShowFiel del anodo, agregando el color naranja.
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Figura A.20: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

Para configurar manualmente el tamano del electrodo, abra la interfaz de
usuario del modulo EditMeshBoundingBox del catodo, asegtirese de que
la casilla de verificacién ” Center” y ”Size” estén marcadas, e ingrese los
valores para la posicién central y el tamano. El centro y tamano de (1.015,
-0.005, -0.128) y (0.181, 0.717, 0.647) para el cdtodo y (-0.008, 0.065, -1.021)
y (0.666, 0.729, 0.155) para el 4nodo, (ver Figura[A.21]).
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Figura A.21: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.
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Ahora que tenemos definida la geometria para nuestro problema, necesi-
tamos la simulacién de elementos finitos. Para comenzar, conecte un Calcu-
lateFieldData entre cada uno de los médulos EditMeshBoundingBox y
sus respectivos médulos ShowField. Abra la interfaz de usuario del médulo
CalculateFieldData del anodo y configure el expresion a RESULTADO =
0. La expresion en el médulo CalculatFieldData del catodo debe estable-
cerse en RESULTADO = 700. Estos son los potenciales eléctricos conocidos
que se asignaron a los dos electrodos.

=1
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Input array: DATA (scalarivectoritensor: data from field port) Input array: INDEX (scalar: number
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Figura A.22: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

A continuacion, queremos asignar los potenciales asignados como valo-
res conocidos en los nodos correspondientes de la malla hexahedral. Esto
se logra uniendo primero los dos campos de electrodos utilizando el moédu-
lo JoinFields, conectando las salidas amarillas de los médulos Calculate-
FieldData de los electrodos a las dos primeras entradas del médulo Join-
Fields. A continuacién, estos valores se asignan a nodos en la malla he-
xadecimal mediante el médulo MapFieldDataOntoNodes. La salida del
moédulo JoinFields esta conectada a la primera entrada del médulo Map-
FieldDataOntoNodes mientras que la salida de CalculateFieldData de
la malla Hex esta conectado a la tercera entrada. El solucionador de sistemas
lineales en SCIRun utiliza valores de NaN (no un nimero) para especificar
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incégnitas en uno de los vectores de entrada, y nuestro médulo MapField-
DataOntoNodes agregado también se utilizara para establecer valores en
la malla fuera de los electrodos a NaN. Para hacer esto, abrir la interfaz de
usuario para el médulo y establecer el ”Default Outside Value” en nan
y el ”Maximum Distance” a inf. Los valores en los nodos ahora represen-
tan los valores desconocidos (NaN) y conocidos de nuestro sistema. Ahora
estamos listos para construir nuestro sistema lineal de elementos finitos. Pa-
ra hacerlo, agregue un BuildFEMatrix modulo en la red, conectando la
salida del Hex mesh CalcuateFieldData a la entrada del médulo Build-
FEMatrix. Para especificar el conocido valor, primero conecte la salida de
MapFieldDataOntoNodes a un GetFieldData mddulo. A continuacién,
agregue un médulo AddKnownsToLinearSystem a la red, conectando
BuildFEMatrix a la primera entrada y la salida de GetFieldData a la
tercera entrada.

EditMeshBoundingBox

- GE

EditMeshBoundingBox
[oz] 2[5

—=
ShowField
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CalculateFieldData CalculateFieldData

T EE T ERE
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[

EE Default Outside Value nan

Maximum Distance inf
L ? | Execute | close | Fna |
GetFieldData

=

=
AddKnownsToLinearSystem

[=[E

ViewScene
ER

Figura A.23: La red después de agregar el médulo AddKnownsToLi-
nearSystem.

Continuando, resolveremos el sistema lineal, conectando las dos salidas
del AddKnownsToLinearSystem a las dos entradas de un nuevo modu-
lo SolveLinearSystem. La primera salida del solucionador contendra los
valores de la solucién. Mapeamos esto en la malla agregando un modulo
SetFieldData, conectando las salidas de MapFieldDataOntoNodes y
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modulos SolveLinearSystem a las dos primeras entradas del médulo Set-
FieldData. Para visualizar el campo, conectamos la salida de SetField-
Data en un nuevo ShowField y conecte ese médulo ShowField a nuestro
moédulo ViewScene. Para hacer 1til la visualizacién, crearemos un mapa
de color agregando un CreateStandardColorMaps y conectando la sali-
da a un médulo RescaleColorMap. La salida de el médulo SetFieldData
se utiliza como la segunda entrada al médulo RescaleColorMap. Y por
ultimo, la salida del médulo RescaleColorMap se utiliza como la segunda
entrada al ultimo mdédulo ShowField. Ahora tenemos una version mapeada
en color de nuestra malla Hex como entrada para el médulo ViewScene, asi
que asegurese de eliminar la entrada original al médulo ViewScene que es
procedente de la visualizacion de malla Hex.

CreateStandardColortiaps
SefFieldData oz ZE
(o1 EE

RescaleColorMap

[o1] EE

ShowField

[uz] EE

ViewScene

el [E[E

Figura A.24: Los tultimos médulos de la red.

Por 1ultimo, la visualizacién se puede hacer mas atractiva haciendo algu-
nos cambios en el moédulo CreateStandardColorMaps y el dltimo médulo
ShowField. Primero, abra el interfaz de usuario al iltimo mdédulo Show-
Field y desmarque ”Show Nodes” y ”Show Egdes” en las pestanas ”No-
des” y "Egdes”. Esto dard como resultado una visualizacién solamente
mostrando caras con un degradado suave. Otro cambio efectivo es forzar el
mapa de colores tener menos resolucién. Abra la interfaz de usuario Crea-
teStandardColorMaps y cambie el control deslizante ” Resolution” en
una configuracién de 25. Esto dard como resultado una asignacién de color
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menos suave, donde los limites de los colores discretos actiian como lineas de
contorno de la solucién en la superficie del dominio.

cene —— ER showField 3 — 0O X | B createstanda a [
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Figura A.25: Configuracion de la interfaz de usuario de los médulos.

En la Figura es la simulacion de elemento finito de dos electrodos en
un cubo. En el cubo, se utilizo en el tutorial [I5] para demostrar las basicas
técnicas necesarias para resolver este tipo de soluciones equipotenciales.

Figura A.26: Dos electrodos en un cubo, con superficies equipotenciales (rojo
potencial alto, azul bajo).
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Simulacién de elementos finitos en un torso

En la seccion , se explico el modelo de desfibrilacion. Se simulara
un torso humano con electrodos dentro (corazén abierto) y sobre el torso. La
siguiente tabla representa el indice de segmentacion y los valores de conducti-
vidad en un conjunto de datos en el torso que se utilizaran en esta simulacién.
La conductividad o = o(z), es constante por pedazos para representar los
organos, como los pulmones, musculo, sangre, etc.

Material Indice de Segmentacion | Conductividad (s/m)
Background 0 0.0
Tejido conectivo 1 0.22
Gas intestinal 2 0.002
Musculo 3 0.25
Grasa 4 0.05
Rinon 5 0.15
Higado 6 0.07
Pulmoén 7 0.007
Hueso 8 0.006
Sangre 9 0.7
Atria del corazon 10 0.3
Ventriculos del corazén 11 0.3

Utilizar la red de la Figura en el modulo ReadField cargar el ar-
chivo de formato .fld del mend desplegable ” Archivos de tipo”, busque y
seleccione el archivo torso-defib/torsosegmentationsi.fld. Para la vi-
sualizacién del corazén, conectar en la salida del médulo ReadField a un
modulo GetDomainBoundary, seguido de un moédulo FairMesh y, por
ultimo, un moédulo ShowField. La salida de ShowField debe conectarse
como segunda entrada al médulo ViewScene, (ver Figura [A.27)).

En el médulo GetDomainBoundary, colocar los valores en min=10 y
max=11 y seleccionar la opcién ”Include outer boundary”. En el médulo
ShowF'ield, desactivar la visualizacién de ” Nodes”, ”Edges” y configurar
?Faces” como se muestra en la Figura [A.27]
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Figura A.27: La red después de agregar los modulos para la visualizacion del

corazon.

A continuacién, para la visualizacién del torso se debe agregar una cadena
similar a la del corazon, pero en el médulo GetDomainBoundary colocar
los valores en min=1 y max=255. Ademsds, se debe seleccionar ”Exclude
inner boundary” y ”Include outer boundary”. La red se muestra en la

Figura [A.28]
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Figura A.28: La red después de agregar los modulos para la visualizacion del
torso.

Finalmente, el resultado de visualizacién del corazén y el torso.

Figura A.29: Visualizacién de los datos de imagenes en 3D del corazén y el
torso.

Para agregar un electrodo de lata, se debe agregar a la red (ver Figura
un nuevo médulo ReadField y abrir la interfaz de usuario, busque
y seleccione el archivo torso-defib/electrodecanmodelsi.fld. En la sa-
lida del médulo ReadField conectar el médulo EditMeshBoundingBox,
la salida rosa de EditMeshBoundingBox conectar al médulo ViewScene
y la salida amarilla conectar al médulo ShowField que también esta conec-
tado a ViewScene. En la interfaz del usuario de ShowField, desactive la
visualizacién de nodos y bordes, seleccionar el color verde predeterminado,

(ver Figura [A.30]).

134


torso-defib/electrode%20can%20model%20si.fld

%
Ef editMeshBoundingBox_0
le Modules Subnets Toolkits Help

= Input Field Attributes:

Center (xy2) : 00347201, 0.0432131, 0.0055
= Fieid Name field Size(xyz)  : 00577864, 0054967, 0.011
ReadField
B 0o ed ] Display Options — Output Fiokd

Nodes | Edges | races | { | [ Centertea) : [00es2tso0s [aoatesrer [o.edsanta

T Size(xyz)  : [0.05357861€ 001718717 |0.00357171

A W Show Edges
==
Con ToTe GetD ReadField I Enable Transparency e ek
oz BT e o > o [ cmwem (- (o [ SUEOEEE | eage cooring SCALE: ++[+| | -| MODE: Nexthode
© Default & NO TRANSLATION RESTRICTION

¢ Colormap Lookup
 Conversion to RGB.

CreateStandardColorhaps | FairMesh Fairhlesh EdithleshBoundi | Eqge Display Type
o (oG | v [ o i I .
€ Cylinders
‘ShowTextureSlices He Ll Cylmn:rs:ale oj
oz wE =5 ShowField e ShowField | %7 E
oz SRR - [ (xS 0 0 0665 nose :‘s

Resolution
6
L

Default Color| I Use Default Size
PWL Approx Div: 1 Calculate Default Size

Execute Policy
@ Interactively update
€ Execute button only

=
ViewScene

view| [ &

Figura A.30: La red después de colocar la cadena de médulos para el electrodo
de lata (can).

Para la colocacion del electrodo de alambre cerca del corazén. Primero,
se debe agregar a la red un nuevo médulo GenerateElectrode, conectando
la salida rosa al médulo ViewScene y la salida amarilla a un nuevo moédulo
ShowF'ield. Después, conectar la salida del médulo ShowField al médulo
ViewScene, (ver Figura. En la interfaz de usuario GenerateElectro-
de, seleccione el botéon ”Wire Electrode” y el boton Use Field Nodes,
establezca la longitud del electrodo en 0.1, el grosor en 0.003.
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Figura A.31: La red después de colocar la cadena de médulos para el electrodo
de alambre (wire).

A continuacion, para colocar el electrodo plano se debe agregar una cade-
na similar al del electrodo de alambre, (ver Figura, pero en el modulo
GenerateElectrode se debe seleccionar las opciones Planar Electrode y
Use Field Nodes, establezca la longitud del electrodo en 0.1, el grosor en
0.003 y el ancho en 0.03.
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Figura A.32: La red después de colocar la cadena de médulos para el electrodo
plano (planar).

Para colocar un electrodo de lata sobre el torso, se debe cambiar ma-
nualmente el tamano del médulo EditMeshBoundingBox o bien moverlo
directamente con el mouse seleccionando la tecla shift + click derecho, (ver
Figura. Los electrodos de alambre y plano, para colocarlos sobre el tor-
sos se debe ir moviendo las bolitas con el mouse seleccionado la tecla shift +
click derecho, (ver Figura[6.15).

Construccion y visualizacién de la malla del torso utilizando el método
de elementos finitos. Para simplificar el procesamiento y reducir los tiempos
de ejecucion, crearemos una malla hexaédrica mas pequena. Para esto, inicie
una nueva red con el médulo ReadField y abrir el interfaz de usuario, bus-
que y seleccione segmentacioén si.fld, conectar al médulo CreateLatVol y
a la primera entrada del médulo MapFieldDataOntoElems. Finalmente,
agregar la siguiente cadena: Conectar a la salida del médulo MapField-
DataOntoElems al modulo ClipFieldByFuntion, seguido de un médulo
GetFieldBoundnary, FairMesh,SowField y ViewScene.

En el médulo CreateLatVol, seleccionar los tamanos de ”X = 507,
"Y =507 y 7Z = 75”. Abrir la interfaz de usuario de ClipField ByFun-
tion y establecer la expresion en RESULT = DATA > 0, y en el moédu-
lo MapFieldDataOntoElems seleccionar ”mostcommon” en el cuadro de
desplegable Sample Method Per Element y en Maximum Distance =
Inf.
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Figura A.34: Visualizacion de la malla del Torso.

En la salida de ClipFieldByFunction conectar con la entrada de un
nuevo modulo ConvertIndicesToFieldData. Conecte la salida de Create-
Matrix a la segunda entrada de ConvertIndicesToFieldData. Finalmen-
te, conectar la salida de ConvertIndicesToFieldData al médulo Build-
FEMatrix.

A continuacién, los electrodos deben incorporarse a la simulacion. Para
esto, insertar un nuevo modulo ReadBundle. Conectar la salida del Read-
Bundle a la entrada del médulo GetFieldsFromBundle. Para comenzar,
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conecte la primera y la segunda salidas amarillas de GetFieldsFromBundle
para separar los médulos CreateFieldData. Ahora, conectar los dos médu-
los CreateFieldData a un médulo JoinFields. En la salida del moédulo
JoinFields conectar a la primera entrada de un médulo MapFieldDa-
taOntoNodes. En la salida del modulo ClipFieldByFunction, conectar
con la tercera entrada de MapFieldDataOntoNodes. Agregar un médulo
ConvertIndicesToFieldData que recibe su salida del médulo MapField-
DataOntoNodes y a un nuevo médulo CreateMatrix.

Después, agregar un médulo AddKnownsToLinearSystem y conec-
tar la primera entrada a BuildFEMatrix y la tercera entrada a la salida
del médulo GetFieldData. Las dos salidas del modulo AddKnownsTo-
LinearSystem conectar con las dos entradas nuevo médulo de SolveLi-
nearSystem.

Agregaremos un médulo SetFieldData entre los médulos ClipFieldBy-
Function y GetFieldBoundary. Esto requiere eliminar la conexién ante-
rior, agregar el modulo y conectar los tres modulos juntos. Finalmente, agre-
gar el mapa de color estandar agregando un médulo CreateStandardCo-
lorMaps conectando a un modulo RescaleColorMap. La segunda entrada
del modulo RescaleColorMap proviene de la salida del modulo SetField-
Data. La salida de RescaleColorMap se usa como la segunda entrada para
el médulo ShowField.

Visualizacion de la red de la simulacion de elementos finitos en un torso. A
continuacion, configurar algunos médulos y otros mantienen su configuracién
predeterminada.

En el médulo de CreateMatrix de la red establecer 12 filas y 1
columna, las entradas de la matriz se establecen los datos de la tabla de
conductividades y segmentacién anteriormente mencionada.
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Figura A.35: La configuracién del médulo CreateMatrix.
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Figura A.36: La configuracién de los médulos CreateFieldData.

Los moédulos CreateFieldData que se encuentran conectados en la salida

el modulo GetFieldsFromBundle (ver Figura |[A.36). En el médulo de la
izquierda establecer la funcion RESULT = 1 y el médulo de lado derecho
RESULT = 2.
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Figura A.37: Configuracién de los médulos CreateMatrix y MapFieldDa-
taOntoNodes.

En la red abrir la interfaz de usuario del médulo CreateMatrix
y establezca 4 filas y 1 columna. En la primera entrada de la matriz nan
que significa valor desconocido. Las siguientes dos entradas representan los
potenciales de los dos electrodos. Los configuraremos en 450 y 0 para esta
simulacion. Finalmente, por razones que quedaran claras una vez que agre-
guemos un electrodo flotante, establezca la cuarta entrada en nan.
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Figura A.38: La configuracién del médulo ShowField.

En el médulo ShowField, asegurarse que en la pestana ”Faces” tenga
seleccionado las opciones Show Faces y Colormap Lookup.
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