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RESUMEN

Suponiendo que la volatilidad de un activo financiero es es-
tocdstica, practicamente no es posible exhibir una representacién
explicita de la distribucién del precio del activo. Entonces, es nece-
sario tratar la situacién de manera aproximada mediante simulacién
numérica. No obstante, cuando la volatilidad obedece a un proceso
de Ornstein—Uhlenbeck, la distribucién del precio se puede obtener
de forma cerrada. En este caso, se tiene un modelo con propiedades
asintéticas que no requieren de restricciones sobre los parametros

que definen al proceso de volatilidad y por lo tanto al del precio.

ABSTRACT

Assuming that the volatility of a financial asset is stochastic, vir-
tually no opportunity to display an explicit representation of the dis-
tribution of the asset price; to adress the situation, it is necessary to
approximate by numerical simulation. However, when the volatility
obeys to an process of Ornstein—Uhlenbeck, the distribution of the
price can be obtained in a closed form. In this case, we have a model
with asymptotic properties which do not depend on constrains of

the parameters that define both the price process and the volatility.
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INTRODUCCION

Desde hace varios afios, el mundo de las finanzas
se modela mediante la representacion matemdtica de
activos financieros a partir de variables aleatorias y

de ecuaciones diferenciales estocdsticas.

Segun [Doporto-Michelena, 2011], la volatilidad de los precios de un activo pue-
de asociarse a la desviacién estandar de las variaciones de los precios de dicho activo
respecto de un valor medio o de su tendencia. También puede interpretarse como la
velocidad con la que cambian los precios de ese activo. Es claro que cuando la volati-
lidad no cambia a lo largo del tiempo y si lo hace, es de forma conocida, se denomina
volatilidad determinista. Si los cambios observados a lo largo del tiempo son de forma

desconocida o incierta, se dice entonces que es estocastica.

Como menciona [Lorenzo, 1996], una extensa literatura financiera encuentra, a
través de contrastes empiricos, que la volatilidad de la tasa de cambio en los precios
de activos financieros (por ejemplo, acciones) en cierto modo, no es constante con
respecto del tiempo, como se asume en el modelo de Black-Scholes (1973). Diferentes
explicaciones se han dado para este comportamiento cambiante, lo que ha generado
una basta variedad de modelos, que van desde aquellos trabajos de Cox—Ross (1976)
y Geske (1979), que planteaban que la volatilidad se modificaba, pero bajo un com-
portamiento determinista, hasta otros mds recientes que la suponen estocdstica, como

Hull-White (1987), Scott (1987), Wiggins (1987) y Johnson-Shanno (1987).

A su vez, y bajo una dindmica estocdstica, numerosos trabajos han planteado

procesos alternativos para la volatilidad, por ejemplo, procesos de saltos, procesos
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de caos y mas recientemente, modelos de drbol binomial implicito, denominados es-
tos tltimos como “modelos de valuacién de opciones de la nueva generaciéon”, véase
[Lorenzo, 1996]. La aplicacién de modelos de volatilidad estocéstica en los mercados
financieros se hace para contar con predicciones de volatilidad, con mediciones del
riesgo y con valuacién de opciones, entre otros. El modelo de Hull-White es consi-
derado el mds importante y pionero en la obtencién de una solucién al problema de
valuacién de opciones con volatilidad estocastica, no obstante, la consideracion de
la volatilidad estocéstica se remonta al trabajo preliminar de Johnson (1979), aunque

desgraciadamente, no obtuvo una solucién cerrada, véase [Lorenzo, 1996].

Ya que el modelo de Hull-White para valuar opciones incorpora al proceso de
volatilidad como un movimiento browniano geométrico, y éste no posee la propiedad
de revertir a su media, implica una desventaja, al provocar la sobrevaluacién del pre-
cio de la opcién, lo cual puede ser revisado con mds detalle en [Scott, 1987]. Por otro
lado, al revisar la literatura financiera, es posible encontrar que uno de los defectos
del modelo de Black-Scholes es la subvaluacién que se presenta al considerar a la
volatilidad como un factor que no cambia a través del tiempo; una correccién de este
problema fue sugerido por Hull-White al incorporar una volatilidad no constante y
evitando asf la subvaluacién pero como ya se dijo antes, ésto por el contrario, provoca

sobrevaluacion.

Con la finalidad de evitar la subvaluacién y la sobrevaluacién de una opcién,
[Stein-Stein, 1991] asume al proceso de volatilidad de tipo Ornstein—-Uhlenbeck (O-
U), el cual es gaussiano y de reversion a su media, evitando asi, los supuestos proble-
mas de los modelos de Black-Scholes y de Hull-White. En la literatura se dice que es

empiricamente relevante que la volatilidad revierta a su media.

Suponiendo que la volatilidad es estocastica, son pocas las posibilidades de exhi-
bir una representacién explicita de la distribucién del precio del activo subyacente y
por lo tanto, también de una expresién cerrada para la valuacién del derivado, lo que
encamina a tratar la situacién de manera aproximada mediante simulacién numéri-
ca. No obstante, hay al menos una situacién en la que la volatilidad, a pesar de ser

estocéstica, tiene un comportamiento que permite obtener una solucién de forma ce-
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rrada de la distribucién del precio y esto es cuando ella obedece a un proceso de
Ornstein—-Uhlenbeck.

Cuando la volatilidad sigue un proceso Ornstein—Uhlenbeck, se tiene un modelo
de densidad del precio del subyacente con ciertas propiedades interesantes, por lo
menos matemadticamente, las cuales vienen dadas por el hecho de que practicamente
no depende de los valores de los pardmetros que definen al proceso de volatilidad
que a su vez define al del precio. Algunas de estas propiedades son: a) tiene un
comportamiento asintético a través del tiempo y b) estd estrechamente ligado con

tener colas pesadas respecto a la Distribucion Normal.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

cAPITULO 1: En este capitulo se presentan, de manera general, el modelo estocastico
de precios de un activo subyacente y algunas consideraciones sobre la volatili-
dad tales como su tipo, la que serd usada en los siguientes capitulos y algunos

modelos de ella que son de interés en el mundo financiero.

CAPITULO 2: Aqui se obtiene, de forma explicita, la transformada de Laplace de
la densidad del promedio temporal del cuadrado del proceso de Ornstein—
Uhlenbeck que gobierna a la volatilidad en el Capitulo 3, y la razén es que

dicha transformada define a la densidad del precio del subyacente.

cAPITULO 3: En éste, se obtiene una expresion cerrada de la densidad del precio de

un activo subyacente.

cariTtuLo 4: Capitulo final en el que se demuestra la propiedad asintética del mode-
lo de densidad del precio de un subyacente y se deduce que este comportamien-
to no depende del valor de los parametros que definen al modelo, al ser una

propiedad heredada de la transformada de Laplace analizada en el Capitulo 2.






1

ANTECEDENTES: PRECIO CON VOLATILIDAD ESTOCASTICA

1.1 MODELOS DE PRECIO CON VOLATILIDAD ESTOCASTICA

El precio de un activo es un proceso { P}, , que satisface la ecuacién diferencial
estocastica,

dP; =y Py dt + o4 Py thl (1.1.1)
donde u es una constante, W} es un MB y oy es la volatilidad.

La volatilidad ¢; puede ser una funcién determinista, o bien, un proceso estocésti-
co {0t }4-- Cuando es un proceso estocastico, puede ser simplemente un proceso de

saltos o bien una difusién de Itd, cuyo caso serd el de nuestro interés en adelante.

Puesto que la EDE que gobierna al precio es lineal, su solucién tiene la forma,

t 1 t
P, = Py exp{jo y—§(752 ds—{—jo O dWsl} (1.1.2)
donde Py es la condicién inicial (véase Apéndice G).

Generalmente, se supone que la volatilidad es de la forma o; = f (Y;), donde f
es una funcién positiva y {Y;},., un proceso que usualmente es la solucién de una

ecuacion diferencial estocdstica de la forma,

AYi =6 (6 Yy) dt +k p dW} +ky/1 - p? dW? (1.1.3)

el cual es un proceso de O-U y la razén de su uso es que es de reversioén a su me-
dia, hecho que la literatura sugiere como relevante. Donde J, 6 y k son constantes

positivas que denotan la tasa de reversion a la media, el nivel medio a largo plazo
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y la volatilidad de la volatilidad, respectivamente. El término de deriva de la EDE
que gobierna a la volatilidad implica que el proceso solucién Y; tenga una distribu-
cién limite (cuando t — o) cuyo valor esperado es 6, es decir, el comportamiento

asintético del proceso O-U. {W?},_ es un MB correlacionado con { W} },_ .

A priori, la correlacién entre los dos MB puede depender del tiempo, pero aqui se
supondrd constante, sera denotado por p € [—1,1] e interpretado como el coefi-
ciente de correlacién instantaneo definido por la variacién cruzada entre Wy y Wy,
(WL, W2) =p t.

A continuacién se describen tres situaciones en las que un proceso estocéstico
{ Y}, suele ser de interés segtin [Fouque et al, 2000, pp.41-41], aunque por supuesto

existen mas.
1. Cuando es la soluciéon de una EDE lineal con coeficientes constantes
dYy =c1 Yrdt +cp Yy dAW?
bajo estas condiciones, se dice que {Y;} t>0 €S un proceso lognormal.
2. Cuando {Y;},- es un proceso O-U,*
dY; =6 (0 — ;) dt +k dW?
3. Cuando {Y}},., es un proceso de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), es decir, la solucién

de la EDE,
dY, =6 (0 —Y;) dt +k \/Y; dW?

1.1.1  Ejemplos

® Ejemplo 1.1.1. En la Figura 1.1.1, la gréfica de la densidad del proceso de O-U
para tiempos t € [0,10] cond =1,0 =1,k =15y 09 = 0.

® Ejemplo 1.1.2. En la Figura 1.1.2 se muestra la grafica de 100 trayectorias del

proceso de O-U para tiempos ¢t € [0,1],conéd =1,0 =1,k =15y 0p = 0.

t Note que éste es el caso en el p = 0 en la ecuacién (1.1.3).
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Q Ejemplo 1.1.3. En la Figura 1.1.3 una grafica comparativa del histograma y la
distribucién tedrica del proceso de O-U al tiempot =1, cond =1,0 =1,k =15y

0’0=0.

Q Ejemplo 1.1.4. En la Tabla 1.1.1 se enlistan algunos modelos de volatilidad es-
tocdstica mencionando entre otras cosas, el valor de la correlacién instantanea p y la

funcién f (Y).

Tabla 1.1.1: Algunos modelos de volatilidad estocastica [Fouque et al, 2000, p.42]

Autor y Referencia Correlacién | Funcién f | {Y;},.,
[Hull, 2008] p=0 f(Y)=VY | MBG
[Scott, 1987] p=0 f(Y)=e" | O-U

[Stein-Stein, 1991] p=0 f(Y)=1Y| o-u

[Ball-Roma, 1994] p=0 f(Y)=vY| CIR

[Heston, 1993] p#0 f(Y)=+vY | CIR
p#0 f(Y)=e" | O-U

[Bormetti et al, 2010]
020 | F) =Y | OU
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Fig. 1.1.1: Grafica de la densidad del proceso de O-U para tiempos t € [0,10) cond =1, =1,k=15y

UOZO.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 1.1.2: Gréfica de 100 trayectorias del proceso de volatilidad {ct},, cuando es de O-U para tiempos
te0,1,cond=1,0=1k=15y09=0.
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Fig. 1.1.3: Comparacién entre el histograma y la distribucién tedrica del proceso de volatilidad {ct},

cuando es de O-U al tiempot =1,cond =1,0 =1,k =15y 0o = 0.



2

UNA TRANSFORMADA DE LAPLACE IMPORTANTE

En este capitulo se obtendré la expresion explicita de la transformada de Laplace
de la densidad del promedio temporal del cuadrado de un proceso de Ornstein-
Uhlenbeck. En el Capitulo 3, esta transformada serd utilizada para calcular la densi-

dad del precio de un activo subyacente segtn el modelo de [Stein-Stein, 1991].

2.1 EL MODELO DE VOLATILIDAD Y LA FUNCION [ (A)

Considérese un proceso {U't}t>0 tal que 0 = |Y;|, donde Y; es un proceso de
O-U con pardmetros k, 6,5 > 0 y condicién inicial Yo € R de tal manera que, para
todot > 0,

dYy =6 (0 —Y:) dt +k dW; (2.1.1)

y sean a¢ e [,z (A) tales que,

1 ,t
ap = \/t fo o2 ds (2.1.2)

Iz (A) =E [exp {7 af}] (2.1.3)
donde, I,> (A) es la funcién generadora de momentos de a7 (o bien, la transformada
de Laplace de su densidad, véase Apéndice I). Es posible probar que, para toda A > 0
y ciertas funciones L, My N,

I (A) :exp{; L(t)a§+M(t)ao+N(t)}

y con la idea de mantener simpleza en la notacién, de aqui en mas se entenderad que

I (A) = I,z (A) para proceder ahora a probar este hecho en el siguiente lema.
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2 UNA TRANSFORMADA DE LAPLACE IMPORTANTE

Lema 2.1.1. Caracterizacion de I(A)

Paratoda A > 0,

1
I(A) :exp{zL(t)ag—i—M(t)ao—l—N(t)} (2.1.4)
donde,
L(t)=—A—atanh{a k2t+zo} (2.1.5)
B ) (1—1b%) cosh{zo}
M (t) =B <b tanh {a k* t +zo} + coshi {a 2+ 20} 1 (2.1.6)
B2 (b?> -1 A
N (t) = k? < ( 3 )+ ) t (2.1.7)
B2 (1 -2 b?) )
+T<ttmh{ak t+2zo} —b)
N B2 b (1—b?) 1 cosh {zo}
a cosh{a k?*t+zp}
1l cosh{ak?*t+zo}
2" cosh{zo}
los pardmetros a, b y zp son tales que,
" = A
a=+vA2-2C, b= -y zo = arctanh {b} (2.1.8)
g 0 0o A
A:—p, B:ﬁ y C:—m (2.1.9)
Demostracion:

Se seguira una técnica similar a la que se utiliza en [Stein-Stein, 1991, pp.746-748]. De
acuerdo a la Férmula de Feynman—Kac desarrollada en [Jksendal, 2003, pp.137-139],

para funciones c, continuas y acotadas inferiormente, si se define

t
u(t,op) =E [exp {fo c(os) ds}} (2.1.10)
entonces u es la solucién de la EDP,
Dlu(tx) = % K2 D2u (£, x) — 6 (x — 0) Dlut (£, x)

(2.1.11)
+oc(x)u(t,x)

10



2.1 El modelo de volatilidad y la funcién I (1)

sujeta a la condicién inicial u(0,x) =1. (2.1.12)
Eligiendo ¢ (x) de la forma c(x)=—Ax?, (2.1.13)
donde A > 0, se tiene que,
[ ~ rt
u(t,o0) =E exp{—/\jo o? ds}]
- L1
=E |expd —At — Uzds}]
L P{ t IO ) (2.1.14)
=E exp{—Xtcx%H
=1 (Xt) :
Definiendo Ag = —6, By = 0 6, Co = —/~\,yhaciendo uso de la ecuacién (2.1.13),
la EDP (2.1.11) se transforma en
Diu(t,x) = 1 k? D3u (t,x) + (Ao x + Bo) Dju (¢, x)
2 (2.1.15)

+ Co x? u (t,x)
con la misma condicién inicial (2.1.12). Se demostrard que la EDP (2.1.15) sujeta a

(2.1.12), siempre tiene una solucién de la forma

u(t,x):exp{;L(t)xz—l—M(t)x—i—N(t)}. (2.1.16)

1
Entonces, tomando u (t,x) = exp {2 L(t)x24+ M (t)x+ N (t)} se tiene

que,
Dlu(t,x) = u (£, x) (; L' (£) 22+ M () x + N’ (t))
Dlu(t,x) = u(t,x) (L (£) x + M (t) )

Diu (t,x) = u (¢, x) (L () + (L(t) x+M(t))2>

Ahora, puesto que u debe ser solucién de la EDP (2.1.15) entonces, con la ayuda

(2.1.17)

del conjunto de ecuaciones (2.1.17) y después de algunas simplificaciones, se obtiene,

%L’(t) 24+ M () x+ N’ (b) :%kz <L(t)+(L(t) x—l—M(t))2>
+(Agx+Bo) (L(t) x+M(t)) (118

+ Co x2.

11
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2 UNA TRANSFORMADA DE LAPLACE IMPORTANTE

Luego, reagrupando términos, puede verse como la siguiente igualdad de poli-

nomios de segundo grado en x:

L' (t) x>+ M’ (t) x+ N'(t) = (; k? L% (t) + Ao L(t)+Co> x2

N| —

+ <k2 L(t) M(t)+ Ao M(t)
(2.1.19)

+B0L(t)> x—i—%kzMz(t)

+B0M(t)+%k2L(t).

Asi, el problema se reduce a resolver el equivalente sistema acoplado de EDO,

% L'(t) = % K* L2 (t) + Ao L (t) + Co (2.1.20)
M (t) = k> L(t) M(t)+ Ag M (t) + By L (t) (2.1.21)
N’ (t) = % kK> M? (t) + Bg M (t) + % K L(t) (2.1.22)

y la condicién inicial u (0, x) = 1 es equivalente al conjunto de condiciones iniciales

L(0)=0 (2.1.23)
M(0) =0 (2.1.24)
N((0)=0 (2.1.25)

© Observacion 2.1.1. La ecuacién (2.1.20) es de Ricatti con coeficientes constantes.
Reescribiendo a la ecuacién de Ricatti (2.1.20) como
L'(t) =K L?(t) +2 Ag L (t) +2 Co

se resolverd por método de separacion de variables, es decir,

- 40
 2Co+2AgL(t)+K2L2(¢)

entonces,

dL
fldt_fzco+2A0L+k2L2

12



2.1 El modelo de volatilidad y la funcién I (1)
y definiendoa =2 Cp, =2 Apy v = k2,

dL
t—CL:j 5
lX—i-ﬁLl—f—’)/Ll

2 2
— arctan { ——— "
Vi oy — B? {\/4047—52

L(t)=— P —ﬁz_r;wytanh{ ”'82_4“715— ”‘82;40”/@}

luego, usando la condicién inicial (2.1.23), la constante de integracién cy, es,

2 —B
(] = ———— arctanh { ———
Br—4ay {\/ﬁz—‘lm}
. . Ag Co A
finalmente, si A = 2 C= pr a=+vVA2-2C,b= -y zo = arctanh {b} entonces,

L(t)=- 2'57 —'822_;”(7 mnh{sz—zéhx'y t—i—arctanh{\/l%m}}

\/4A%2 —8 Cy k2 \J4A%2 —8 Cy k2 _
_ Ao 0 tanh { 0 5 t 4+ arctanh 2 Ao

K2 2k \JAAZ—8Co k2
\J4A%2 —8 Cy k2 \/41‘\2—8C0k2
:—ﬂ— 0 tanh 0 Kt
k2 2 k2 2 k2

—2 k% Ay
+ arctanh
k2 (/4 A3 —8 Cy k?
=—A—atanh{ak* t +arctanh {b}}
=—A—atanh{ak*t+z}.

13



2 UNA TRANSFORMADA DE LAPLACE IMPORTANTE
Una vez conocida L, la ecuacién (2.1.21) es lineal y no homogenea, asi que su
solucion puede ser obtenida por el método del factor integrante.

Tomandoa L (t) = —A—atanh {a k* t + zy} y reescribiendo a la ecuaci6n (2.1.21)

M (t) — [K* L(t) + AO] M(t) = By L (t)

se tiene que el factor integrante es, p (¢ { sz )+ Ag dt}
- exp{ fa K tanh {a k* t + zo } }dt

= exp {ln{cosh {ak?t+zo} }}

= cosh {ak* t+z}

luego, definiendo B = %,
CM
Iy dH—cM fﬂ ) dt + By
Z (t) p <t)
fcosh {akPt+zo} [-A—atanh{ak* t+zo}] dt + CBﬂ
=B 0
0 cosh{a k* t +z}
4 senh{ak*t+zo} — A cosh {a k* t +zp} o
B, a k? a k? By
cosh{a k* t +zp}
B b senh {a k? ZM »
k2 cosh{a k* t +zo}

bsenh{akzt‘—i—zo}—i—ciM
— B 1
cosh{a k* t +zp}

=B (b tanh {a k> t+zo}+%\4 sech{a k® t +z} —1)

donde cy; es la respectiva constante de integracion, la cudl usando la condicién inicial

(2.1.24) es cp = B (1 —b?) cosh {zo}. Por lo tanto,

(1—b?) cosh {zo} .
cosh{a k?t+zp} '

M(t) =B <b tanh{a k* t +zo} +

14



2.1 El modelo de volatilidad y la funcién I (1)

Para resolver la ecuacién (2.1.22), no hace falta mas que una, aunque directa,
engorrosa integracion, una vez conocidas L y M. El primer paso sera calcular M? (t)

para lo cual se tomard a M () en su forma equivalente,
M(t) =B (b tanh {a k* t+zo} + %A sech {ak? t +zo} —1)

teniendo entonces que,

C

2
M? (t) =B (bz tanh* {a k* t +z9} + B—Ag sech® {ak* t+zo} +1

ZbCM
B

—2btanh{ak*t+z0} —

+ tanh {a k* t +zo} sech {a k* t +z¢ }

ZCM

sech {a k* t+zo}>

2
—B2 <b2 tanh® {a k* t +z9} + CB—A;I sech® {ak*t+zp} +1

_ZbCM d

PYSET [sech {ak? t+zo}]

2¢c
2 M 2
—2btanh{a k> t+zp} — 5 sech {a k t+zo}>
luego,
/ 1 5.0 1.,
N’ (£) =5 B M2 (£) + By M(£) + 5 K L (1
212 12 2 42 212
_B bk tanhz{ak2t+zo}+cMTsech2 {ak2t+zo}+B
_BbCMi

pT [sech {ak®t+z} }

—B*b ikt F+zo} —Bkc F+2z}
+BBybt t—i—zo}—l—W—BBo

Ak* alk? )
—T—Ttanh{ak t+2zo}
B2+ A B2 b2 k? 2 k?
_ g2 2 2 M 2412
=—k < 5 >+ 5 tanh” {a k* t +zo} + 5 sech” {a k* t +zo}
_BbCMi

a k?
5 [sech {ak? t+zo}} -5 tanh {a k* t +z}

15



2 UNA TRANSFORMADA DE LAPLACE IMPORTANTE

por lo tanto,

2 212
B +A)t—kB b <ak2t+zo—tanh{ak2t+zo}>

_ 2
N(t)_—k< . -
Bb

acM sech{a k* t+zo}

2
c
+ﬁ tanh{a kK> t+zo} —

— % Zn{cosh {ak*t+2z} } —CN

2 1,2 BZ b2_1 A 2 _ n212
_B% zo—l—k2< ( )+ >t+<cMBb>tanh{ak2t+zo}

2a 2 2a
_BbCM

sech {ak* t+zo} — % ln{cosh {ak?t+zo} } —cN

donde, cy es la constante de integracién la cual usando la condicién inicial (2.1.25) es,

BbCM

232 2 22
Bb z0 + (CMBb sech{zo}—%ln{cosh {zo}}

oN = o > tanh{zo} —

de donde,

2 (12 _ 2 _ 2
B (b 1)+A>t—|—B (1 2b)<tanh{ak2t+zo}—b)

N0>:k2< 2 24

+BZb(1—b2) <1 cosh {zo} )_;ln{cosh{akzt—kzo}}‘

a  cosh{a k2 t+zp} cosh {zo}

~ A
A la Itz de la ecuacion (2.1.14), basta elegir x = oo y A = + para cadat >0y

toda A > 0 para que u (t,x) = I (1) obteniendo, finalmente que,

I(/\):exp{;L(t)Ug—I—M(t)Uo—l—N}.

2.1.1  Ejemplos y Comentarios

Q Ejemplo 2.1.1. En la Figura 2.1.1 se muestra la grafica de L con parametros § = 1,

=L, A=1yk=1

Q Ejemplo 2.1.2. En la Figura 2.1.2 se muestra la grafica de M con pardmetros 6 =1,

=L, A=1yk=1

16



2.1 El modelo de volatilidad y la funcién I (1)

Q Ejemplo 2.1.3. En la Figura 2.1.3 se muestra la grafica de N con pardmetros § = 1,
f=1,A=1yk=1

Q Ejemplo 2.1.4. En la Figura 2.1.4 se muestra la grafica de u como funcién de x,

para tiempos t € {0,1,2,3,4,5} y pardmetros = 1,0 =1, A=1 yk=1.

& Ejemplo 2.1.5. En la Figura 2.1.5 se muestra la gréfica de u como funcién de A,
para tiempos ¢t € {0,0.1,0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5} y pardmetros 6 = 1,0 =1, k=1y

x=1.

Q Ejemplo 2.1.6. En la Figura 2.1.6 se muestra la grafica de I como funcién de oy,

para tiempos t € {0,1,2,3,4,5} y pardmetros d =1, 0 =1, A =1y k= 1.

Q Ejemplo 2.1.7. En la Figura 2.1.7 se muestra la grafica de I como funcién de A,
para tiempos t € {0,0.1,0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5} y pardmetros d = 1,0 =1,k =1y

0’0:1.

02+

-04

06+

-08*%-

Fig. 2.1.1: Gréfica de la solucion de la ecuacién de Ricatti (2.1.20) con pardmetros 6 = 1,0 =1, A =1y
k=1.

17
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My

-0.2

-0.3

_os5L

Fig. 2.1.2: Gréfica de la solucion de la ecuacién diferencial parcial (2.1.21) con pardmetros 6 = 1,0 =1,
A=1yk=1.

z

Fig. 2.1.3: Gréfica de la solucion de la ecuacién diferencial parcial (2.1.22) con pardmetros 6 = 1,0 =1,
A=1yk=1.
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2.1 El modelo de volatilidad y la funcién I (1)

[HEN
(o]

Fig. 2.1.4: Familia de graficas de u (x) para tiempos t € {0,1,2,3,4,5} y pardmetros 6 = 1,0 =1, A = 1
yk=1

N

-1 1 2 3 4 5

Fig. 2.1.5: Familia de gréficas de la funcién u (7\) para tiempos t € {0,0.1,0.2,04,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6} y

pardmetros 6 =1, 6 =1, y k = 1, manteniendo constante la variable espacial en x = 1.
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2 UNA TRANSFORMADA DE LAPLACE IMPORTANTE

L L Il Il Il L L L L L I i I T ¥ L | A
-1 1 2 3 4 5

Fig. 2.1.6: Familia de graficas de I (1) para tiempos t € {1,2,3,4,5,6} y pardmetros 6 =1,0 =1,0p =1
yk=1

10+ t-> 0"

08!

T i ‘ ‘ oo
-15 -10 -5 5 10 15

Fig. 2.1.7: Familia de graficas de la funcién I (o) para tiempos t € {1,2,3,4,5,6} y pardmetros § = 1,
f=1,A=1yk=1
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2.1 El modelo de volatilidad y la funcién I (1)

i Comentario 2.1.1. La manera mas sencilla de probar que la funcién L, efectiva-
mente, es solucién de la ecuacién de Ricatti (2.1.20) es expresandola primero como la

exhibe [Stein-Stein, 1991, p.730], es decir,

L(t)y=—-A—atanh{ak®t+z}

A (senh{akzt—l—zo})

cosh{a k?t+zp}
4 (senh {a k* t} cosh {zo} + cosh {a k> t} senh {z0}>

cosh {a k? t} cosh {zo} + senh {a k? t} senh {zo}

4 senh {a k* t} + cosh {a k* t} tanh {zo}
B “\ cosh {a k2 t} + senh{a k? t} tanh {zo}

2 2
A (senh{ak t} +bcosh{ak t}>

cosh{a k> t} + b senh {a k? t}

luego comprobando que L es solucién de la ecuacion de Ricatti (2.1.20):

L' (t) = —a{ (cosh{ak*t} +bsenh{ak*t}) (ak*cosh{ak*t} +ak®bsenh{ak®t})
(cosh {a k2 t} + b senh {a k2 t})?
(senh {2 1) + b cosh {a 1)) (o senh {a 1} +a b cosh {a 2 1})
i (cosh{a k> t} + b senh {a k? t})2 }

2 ) 2
a{akzng (senh{ak t} +bcosh{ak t}) }

cosh{a k? t} + b senh {a k? t}

= —a{a K —ak? <—L(t)a+A>2}

=K L*(H)+2 AP L(t)+k* (A*—a?)
por lo tanto,
1 / 1 2712

es decir, L es solucion de la ecuaciéon de Ricatti (2.1.20).
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2 UNA TRANSFORMADA DE LAPLACE IMPORTANTE

i) Comentario 2.1.2. Andlogamente a la discusién del Comentario 2.1.1, la manera
maés sencilla de probar que la funcién M, efectivamente, es solucién de la EDO lineal

(2.1.21) es expresandola primero como la exhibe [Stein-Stein, 1991, p.730], es decir,

M(t):B< cosh{a k? t+zp}

3 bsenh {a k® t} cosh {zo} + b cosh {a k* t} senh {zo} + (1 — b*) cosh{zo} .
N cosh{a k2 t} cosh {zo} + senh {a k% t} senh {zo} a

5 (b senh{a k® t} +bcosh{ak® t}tanh{zo} +1-b* 1)

bsenh{ak® t+zo} + (1-b*) cosh{zo} 1)

cosh{a k? t} + senh {a k* t} tanh {zo}

_ 3 bsenh{ak®t} +b*cosh{ak®t} +1—b? .
N cosh{ak? t} + b senh{a k? t} B

luego, comprobando que M es solucién de la EDO lineal (2.1.21):

M (1) :B{ (cosh{ak*t} +bsenh{ak®t}) (ak*bcosh(ak®t)+ak?b?senh (ak®t))
(cosh {a k2 t} + b senh {a k2 t})*
bsenh{ak®t} +b*cosh{ak®t} +1—1?
cosh{a k? t} + b senh{a k?t}
a k? senh (a k* t) +a k* b cosh (a k* t) }
cosh{ak?t} +bsenh{ak* t}

_slies bsenh{ak®t} +b*>cosh{ak®t} +1—0b?
- cosh{a k? t} + b senh{a k? t}

X a

cosh{ak?t} +bsenh{ak? t}

:B{akZb—<MB(t)+1> a k? (—L(t);_A)}

=Bak’b+ kK (M(t) L(t)+ AM(t)+BL(t)+B A)

, senh {a k2 t} + b cosh {a k2 t} }

=KPM@#) L)+ AM()+K*BL(t)+k*B (ab+ A)
=k M(t) L(t)+ Ay M(t)+ By L(¢t)

es decir, M es solucién de la EDO lineal (2.1.21).
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2.1 El modelo de volatilidad y la funcién I (1)

i/ Comentario 2.1.3. A diferencia de las discusiones hechas en los comentarios 2.1.1y
2.1.2 para comprobar que L y M son soluciones de las EDO (2.1.20) y (2.1.21), respecti-
vamente, en el caso de N no existe una forma compacta de comprobar que es soluciéon
de la EDO (2.1.22) y, tampoco de expresarla como se exhibe en [Stein-Stein, 1991,
p-730], por el contrario, en ambos casos, el camino es largo y tedioso; razén por
la cual no se presentard aqui. Sin embargo, con la ayuda de la plataforma Mathe-
matica, se elabor6 la Tabla 2.1.1, en la que se muestra un comparativo entre la N
de [Stein—Stein, 1991, p.730] (N*®) y la N que se presenta aqui (N°); claramente, las
respuestas que se muestran son satisfactorias al arrojar los mismos valores para los

instantes de tiempo t € {-10,-9,...,-2,-1,0,1,2,...,9,10}.

Tabla 2.1.1: N® vs. N¢

t N3 N¢ t N* N¢
—10 | —9.4793 —9.4793 1 | -0.372979 | —0.372979
-9 | —8.44661 | —8.44661 2 | —1.02612 | —1.02612
-8 | —741392 | —7.41392 3 | —1.71805 | —1.71805
-7 | —6.38123 | —6.38123 4 | —-241612 | —241612
—6 | —5.34856 | —5.34856 5 | —3.11525 | —3.11525
-5 | —4.31602 | —4.31602 6 | —3.81457 | —3.81457
—4 | —3.28418 | —3.28418 7 | —4.51392 | —4.51392
-3 | —225631 | —2.25631 8 | —5.21328 | —5.21328
-2 | —1.25168 | —1.25168 9 | —591264 | —5.91264
-1 | —0.386767 | —0.386767 || 10 —6.612 —6.612

0 0.0 0.0 - - -
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DISTRIBUCION DEL PRECIO DE UN ACTIVO
CON PARAMETRO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICO

3.1 DISTRIBUCION DEL PRECIO DE UN ACTIVO

Como ya se dijo en el Capitulo 1, el precio de un activo financiero se define como

un proceso {P;},., que satisface la ecuacién diferencial estocastica
dP;(u,01) = u Pe(p,0v) dt + oy Pr(p, 01) AW} (3.1.1)

donde, 0; es la volatilidad del activo, p € R, y th un MB.

Para encontrar la solucién de esta EDE, se puede recurrir al Método de Separa-

cién de Variables.®

Por el Teorema de Comparacién en [Revuz-Yor, 2005, Teorema 3.7, p.394 ], P+ > 0
siempre que Py > 0 por lo que es posible entonces resolver la EDE equivalente,
1
Pi(p, 01)

aplicando la Férmula de It6 (Teorema F.1.1) al proceso con la funcién f(x) = In {x}.

dPi(p,01) = u dt + oy AW} (3.1.2)

Asfi, se tiene que,

t 1 t
Pi(p,01) = Po(p,00) exp {fo U— 5 crsz ds + jo o dWsl} . (3.1.3)

En particular, cuando p = 0,

1 pt t
P(0,01) = Py(0,00) exp {—2 jo o2 ds + jo Ts dWSl} . (3-1.4)

t Véase Apéndice G para Método de Separacion de Variables.
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3 DISTRIBUCION DEL PRECIO CON VOLATILIDAD ORNSTEIN-UHLENBECK

Si ademés, simplemente se identifica P' = P;(y, 0;) para toda t y se supone que

P} =1 para toda p entonces,
0 1t t 1
Py =exp ) jo oy ds + jo os AWy . (3.1.5)

1 ¢t t
© Observacion 3.1.1. Nétese que, In {P} = -5 jo o2 ds + fo oy dWL

Tomando en cuenta la Observacién 3.1.1, a continuacién se haran algunas deduc-

ciones sobre la distribucién de P? dependiendo del comportamiento de o."
Caso 1. 0; > 0 constante

Si 0; es constante, en cuyo caso simplemente se denotard como ¢ entonces,
~0 . . . ., 1 2 2 i
a) In {Pt } tiene distribucion N/ —y ottt
PO ti istribuci6 Loy o)
b) P/ tiene distribucién Lognormal 5 t,o°t

¢) Para p > 0, la densidad de P? es,

—_
Ny
—
RS
—
+
N —
qI\J
-

N _ 1
fp'to(P) = fPtO‘Yt:g'(p) = m exp _E 0_\/2 (3.1.6)

Caso 2. 03 > 0 determinista

Anédlogamente al Caso 1,
1 ot t
50\ .. .. L 2 2 1
a) In {Pt } tiene distribucion N/ ( 5 fo oz ds, fo 0 ds)
b) 13;0 tiene distribucién

Lt o t o +
Lognormal (—2 fo oy ds, fo o, ds)

t Por sencillez de la notacién, se usard a 0; como variable genérica.
I Véase Teorema A.8.1, Apéndice A.
11 Véase Apéndice B.
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3.1 Distribucién del precio de un activo

¢) Para p > 0, la densidad de P? es,

Fo0(P) = Fropy—a (P)

B 1
t t
/ 2
p 27tfocfs ds
1

2
1 rt (3-1.7)
ln{p}—i—ifoosz ds
X exp§ —= t
jo o2 ds
., 1 ¢t 5
© Observacion 3.1.2. En el Caso 2 ¢), oy = 7o o; ds.

Caso 3. 0y estocéstico
Siguiendo a [Stein-Stein, 1991, p.727], cuando {0t} es un proceso estocéstico,
or = |Yi (3.1.8)
siendo Y; un proceso de O-U solucién de la EDE
dYi(5,0,k) =5 (0 — Y;) dt + k dW? (3.1.9)

tal que W? es un MB independiente de W} y k,0,6 > 0, puede entonces escribirse
0t = 0t(w), es decir, la w — trayectoria asociada al proceso, para cada w € Q). En este

caso, &y como se defini6 el la Observacion 3.1.2 sera estocastica, es decir, & = a4 (w).

Por lo tanto, andlogamente al Caso 2, la densidad del precio al tiempo t queda

determinada por,
foo(P) =B | Fioy—a, (P)]

y serd probado en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1. Densidad del precio cuando y = 0
La densidad del precio cuando éste es un proceso que satisface a las ecuaciones (3.1.1)

y (3.1.8) para u = 0 estd dada por,

fop(P) = E | Fiopy, (P)] (3-1.10)

donde f* es como en la ecuacién (3.1.6) y a; como se describe en el Caso 3.
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3 DISTRIBUCION DEL PRECIO CON VOLATILIDAD ORNSTEIN-UHLENBECK

Demostracion:

Supéniendo que 1, (o) es la densidad de a;," se tiene que para a < b,
b
Pa<war <b)= L My, () do (3.1.11)
Esto implica que, dada una funcién G,
E[Goa] = jo‘” G (o) my, (o) dor (3.1.12)
y por la ecuacién (3.1.10),

fro(p) = [ i (p) mag () do (3.1.13)

La afirmacién (3.1.13) dice que la distribucién deseada es una mezcla de lognor-
males, promediada a través de la distribuciéon de mezcla m,,. La clave de ésto, es la
funcién generadora de momentos de una variable aleatoria, es decir, si Y es una v.a.
entonces, su funcién generadora de momentos es My (7) = E[exp {T Y} ]. Si ademas,

Y tiene densidad ¢y entonces My (t) = E[exp {t Y} ]| = fjo exp{Tty} ¢y (y) dy.

© Observacion 3.1.3. L{ ¢y (y) } = My (—7) = fjo exp{—7y} ¢y (v) dy esla trans-
formada de Laplace bilateral de ¢y, si existe. Pero, jooo exp{—Ty} ¢y (y) dy siempre

existe.

Por la Observacién 3.1.1,si Y = oc% entonces,
I(A)=Efexp{-Aai}] = fo exp {—A 0?} my, (0) do (3.1.14)

y recordando que el objetivo es obtener fpo (p), se puede hacer uso de que para cada

t > 0,si Xy = In{P}} entonces las densidades de P} y X; estan relacionadas por

fro (p) = ;fxt (In{p}) =

para conocer fpo (p).

fx, (x). Por lo tanto, es suficiente encontrar fx, (x)

exp (x}

Ahora, con el Lema 2.1.1 en mano, puede deducirse la férmula exacta de fpo ()
a partir de las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.13) haciendo uso de la transformada de Fourier

de la funcién fx, y de su respectiva transformada inversa.

Véase la Proposicién L.1.1 (Apéndice I) para informacién acerca de la existencia de la densidad de a;.
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3.1 Distribucién del precio de un activo

Si g¢ denota a la transformada de Fourier de fx, y dado que esta tltima es densi-

dad entonces,

(&) = [~ exp{ix g} fx (x)dx (3.1.15)
fro ()= 5 [ exp{-ix g (€)de (31.16)

Recordando que fx, (x) = p fpo (p), x = In{p} y usando las ecuaciones (3.1.13)
y (3.1.6), se tiene que la ecuacién de la transformada inversa de Fourier de fx, (3.1.16)

se puede representar como,

fx, (x) = p fpo (p)

=p |, f3o (p) ma () do
1 2
In{p}+ 5 o2t

= yfoo 1 exp 1 My, (o) do
0 yoV2mt 2 o/t (3.1.17)
T, .\?2
o0 1 1 X‘f’EU' t p
= ————exp —= | —=—— my, (0) do.
0 o2t P 2 oVt ()

Ahora, aplicando la férmula de la transformada de Fourier (3.1.15) a fx,, el Teo-

rema de Fubbini y rearreglando términos se obtiene,

8t (¢) :fooo My, () { fjooo a\/;?

) 2
xexp{—(%) +ix§}dx}d0

o 1 2x+(72t>2 .
S (=) 4 d 1
jwa\/zmex’g{ (20\/216 ng} * (3.1.19)

es la transformada de Fourier de,

(3.1.18)

donde,

2

L,
1 1 x+§c7 t ( )
———exp{ —= | —=—— .1.20
o2t P72 oVt 3
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3 DISTRIBUCION DEL PRECIO CON VOLATILIDAD ORNSTEIN-UHLENBECK

1
y dicha transformada de Fourier (3.1.19) es igual a exp {—2 (B2+i¢)o? t}.Jr

Por lo tanto, la ecuacién (3.1.18) puede ser escrita como,

gt(¢) = jooo My, (o) exp {—; ((;"2 +1i¢) o? t} do. (3.1.21)

Ahora, tomando a la ecuacién (3.1.14) en su forma,
I(A) = jo exp {—A 0?} my, (0) do

puede notarse que ésta implica que la ecuacién (3.1.21) puede ser reexpresada como,

$@=1(;@+101). (122

Ahora bien, ya que en el Lema 2.1.1 se exhibe la forma explicita de I (1), en-
tonces ya es posible calcular la transformada inversa de Fourier (3.1.16) para obtener

finalmente a f¥,.

Aplicando la férmula de inversién de Fourier (3.1.16) a g ({) de la ecuacion
(3.1.22) se tiene que,
fro () = o [T exp{-ixg (5 (@+ig)t)de (31.23)
X 27 o 2 -
Haciendo el cambio de variable § = ¢ — %, se tiene que ¢ +i ¢ = 9% + % y que
exp{—ix{} =exp{—ixy} exp {—; x}. Al aplicar este hecho a la férmula de la
ecuacion (3.1.23) se tiene que,
1 1 o0 . 1/, 1
fx, (x) = 7 exp{ Zx} j_ooexp{ ixy} I (2 <'y + 4> t> dy. (3.1.24)

1
Por lo tanto, fpo (p) = p fx, ( In{p} ) es la densidad exacta de P?, que en forma

equivalente es,

feo (p) = 27:;93/2 fio exr’{i In{p} v} I G (vZ + i) t> dy (3.1.25)

t Véase Apéndice H para verificar el calculo.
1

~ 1 ~ 1 1
: 2 2 4
i SiA= *2 (’Y + *4) entonces [ <)\ t> =1 (2 ('Y + ) t), véase Lema 2.1.1.
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3.1 Distribucién del precio de un activo
En vista de esta densidad, deducir la densidad exacta de P} es sélo cuestién de
unos pocos pasos mas.

Si se realiza el cociente de las EDP (3.1.3) y (3.1.5) se tiene que,

M

P
ITto =exp{ut} (3.1.26)
t
por lo que,
P =exp {p t} P} (3-1.27)

Dado que para cada t, P/’ es una va. y ya que exp {y t} > 0 para toda ¢, la

densidad exacta de P}' queda determinada por

719 2
o (7) = exv{ﬂf}fb (exv{ut}) 6120

y recordando que fpty (p) es la densidad del precio cuando la condicién inicial es

P} =1, lo tnico que hace falta es mostrar la densidad para cualquier P} > 0.

Sea P; el precio de un activo al tiempo ¢ con condicién inicial Py > 0. Entonces,

P Py (3.1.29)
por lo que,
P =Py Pf (3.1.30)
y la tan deseada densidad del precio es
1 p
£ 0) = oo 7 (Frergsr)- G130

3.1.1 Ejemplos y Comentarios

i) Comentario 3.1.1. A pesar de que se encontré una forma explicita de la densidad
del precio, ninguno de los software utilizados para el trato numérico de los distintos
problemas a los que se debe de enfrentar en el camino para llegar al objetivo de
este trabajo, fue capaz de calcular directamente la integral que define a la ya antes

mencionada densidad y por supuesto, tampoco de graficarla.
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3 DISTRIBUCION DEL PRECIO CON VOLATILIDAD ORNSTEIN-UHLENBECK

i) Comentario 3.1.2. El primer intento de graficar la densidad del precio se hizo en la
plataforma Mathematica, y la razén es que proporciona graficos de excelente calidad;
su resultado fue: no es posible calcular la expresién de forma explicita. La segunda
opcion, fue la plataforma Matlab, apelando al gran soporte numérico que proporcio-
na y sacrificando calidad de los graficos que muestra, no obstante, el resultado que

arrojo fue el mismo.

i) Comentario 3.1.3. (Del comentario anterior). En ambos casos, inicialmente, se
abord¢ el problema de dos maneras diferentes, la primera, pidiendo directamente
el calculo de la integral y la segunda opcién, aplicando la rutina interna que las dos
paqueterias poseen para calcular transformadas de Fourier. Motivo por el cual se re-
currié a la aplicacién de métodos numéricos para aproximar la integral que define a

la densidad y posteriomente graficarla, resultado mostrado en las figuras 3.1.1 y 3.1.2.

Q Ejemplo 3.1.1. En la Figura 3.1.1 puede observarse tres graficas de la densidad del
precio al tiempo t = 1,2,3 con y = 0 y pardmetros del proceso de O-U, 6 =1,0 =1,
k = 1.5y oy = 0. Andlogamente, en la Figura 3.1.2, tres graficas de la densidad con

p=2.

Y Ejemplo 3.1.2. En la Figura 3.1.3 se presentan 500 trayectorias del proceso de pre-
ciosent € [0,1], con y =1y pardmetros del proceso de O-U,d =1,0 =1, k=15y

0’0:0.

Q Ejemplo 3.1.3. La Figura 3.1.4 simplemente muestra un acercamiento de la grafica

de la Figura 3.1.3 respecto del rango de las trayectorias de [0,120] a [0, 10].

® Ejemplo 3.1.4. En la Figura 3.1.5 se muestra la grédfica de 1000 trayectorias del
proceso de volatilidad O-U que se us6 para generar los histogramas de las figuras

3.1.7y 3.1.8. Pardmetros: t € [0,1],6 =1,0 =1,k =15y 0p = 0.

Q Ejemplo 3.1.5. La Figura 3.1.6 es un comparativo del histograma de una muestra
de tamafio 1000 y la distribucién tedrica del proceso O-U {0;},, al tiempo ¢ = 1.
Andlogamente, las Figuras 3.1.7 y 3.1.8 son comparativos del histograma y la densidad

del precio con t = 1. Parametros: 6 = 1,0 =1,k =15y 0y = 0.
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3.1 Distribucién del precio de un activo
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Fig. 3.1.1: Gréfica de la densidad del precio al tiempo t € {1,2,3} con y = 0y pardmetros de O-U, § =1,

6=1k=15y 0y =0.
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Fig. 3.1.2: Gréfica de la densidad del precio al tiempo t € {1,2,3} con y = 2 y pardmetros de O-U, § =1,
0=1,k=15y0y=0.
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120

100

80

60

40 1

20

0.8 1

Fig. 3.1.3: Grafica de 500 trayectorias del proceso de precios Py en t € [0,1], con y = 1 y pardmetros de

la volatilidad O-U, 6 =1,0 =1,k =15y 0y = 0.
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Fig. 3.1.4: Acercamiento de la grafica de la Figura 3.1.3 en el rango de precios [0, 10].
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3.1 Distribucién del precio de un activo

Fig. 3.1.5: Grafica de 1000 trayectorias del proceso de O-U para tiempos t € [0,1], coné = 1,0 =1,
k=15y0y=0.
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Fig. 3.1.6: Comparacién entre el histograma y la distribucién teérica del proceso de O-U al tiempo t =1,
cond=1,0=1,k=15y09=0.
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Fig. 3.1.7: Densidad Vs. histograma de frecuencias relativas de una muestra de tamario 1000 del proceso

del precio al tiempo t = 1 con 4 = 2 y parametros de O-U,6 =1,0 =1,k =15y 0p = 0.
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Fig. 3.1.8: Densidad Vs. histograma de frecuencias relativas de una muestra de tamario 1000 del proceso

del precio al tiempo t =2 con y = 2 y parametros de O-U,6 =1,0 =1,k =15y 0y = 0.
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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA DENSIDAD
DEL PRECIO A TRAVES DEL TIEMPO CUANDO u =0

Un resultado obtenido respecto de la densidad del precio f?, ecuacion (3.1.25) del
Teorema 3.1.1, es que es un modelo que posee un comportamiento asintético que no
depende del valor de los pardmetros k, 6,6 > 0 del proceso de Ornstein-Uhlenbeck
que define al de volatilidad, ecuaciones (3.1.8) y (3.1.9). Esto se debe a que la funcional
I(A), definida en la ecuacién (2.1.3) y caracterizada en el Lema 2.1.1, decrece a 0
respecto al tiempo cuando es evaluada en At para toda A > 0, el cual es el caso que
define a la densidad f;. Dicho comportamiento serd analizado en el Teorema 4.1.1 de

la siguiente seccion.

41 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE f{

Teorema 4.1.1. Propiedad asintética de f}

~ ~ 1
Para cada A > 0, la funcional I (/\t) = exp {2 L(t)o2+M(t)oo+ N (t) }, de-
crece asintéticamente a 0 a través del tiempo y, por lo tanto, también la densidad

fi-

Demostracion:

De la ecuacion (2.1.3), en donde se define a I (1), se sigue que para todo t > 0,
I(/N\t) :IE[exp{—thxf}} <1 (4.1.1)

1
por lo que necesariamente, > L(t)o2+M(t)og+ N (t) <O.
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4 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA DENSIDAD DEL PRECIO

1
Es claro que ésto no es suficiente para que exp {2 L(t)od+M(t)og+ N (t)}

decrezca monétonamente, pero si lo es que

d (1
dt<2L(t)U§—|—M(t)ao+N(t)> <0 (4.1.2)
es decir, que % L' (t)og + M (t)og+ N'(t) <0 (4.1.3)
y también que thm% L(t)og+M(t)og+ N (t) = —o0 (4-1.4)
— 0

Para lo cual basta probar que

1. L(t),L'(t) <0y L(t)esacotada inferiormente, para toda A > 0

a) L (t) es derivable como solucién de la EDO (2.1.20) sujeta a la condicién
inicial L (0) = 0, asi que, si L’ (t) < 0 entonces también L (t) < 0, para
toda t > 0.

Prueba: L' (t) = %(—A—a tanh {a k* t—l—zo})

= —a? k*sech* {a k> t+z9} <0

b) L (t) es acotada inferiormente

Prueba: lim L (t) = lim (—A —a tanh {a k* t + zo})

t— 00 t— o0
1
= —A—alimtanh +Zo}
o0
=—A—a

2. M (t),M'(t) <0y M (t) es acotada inferiormente, para toda A > 0

a) M (t) es derivable como solucién de la EDO (2.1.21) sujeta a la condicién
inicial M (0) = 0, asi que, si M’ (t) < 0 entonces también M (t) < 0,
para toda t > 0.

d
T
+ Cwm sech {a k? t+zo}>

Prueba: M’ (t — B+ Bbtanh{ak”t+ zg
/( ( { 2 }

=Bbak?sech®> {ak®t+z}
—Cmak®sech{ak®t+zo}tanh{ak*>t+zo}

38



4.1 Comportamiento asintético de f;
luego, M’ (t) < 0 siy s6lo si

Cm ak?sech {a k> t+zo}tanh {a k> t+zo} > Bbak?sech? {a k2 t+zo}

o bien, después de algunas simplificaciones,

cosh{zo}senh{ak®t+zo} > ﬁ

Por supuesto, esta desigualdad debe ser analizadaen t € (0, ). Para ello,

supongase que para alguna t, cosh {zo} senh {a k* t + zo} < 1_%?2

b ) 2
Luego, +—5 = tlirgl cosh{zo}senh {a k* t +zo}

= mi h h{ak®t
min cos {z0} senh {a + 20}
b

< 1-p2 es una contradiccion.

b) M (t) es acotada inferiormente
Prueba: 1im M (t) = lim ( —~B+Bbtanh{ak*t+z}

t—o0 t— o0

+ Cym sech {a k2 t—l—zo}>

— _ B+ Bblim tanh + 2o}
t— o0

0

+ Cp lim sech + 20}
t—o0

=B(b—1)

1

3. N(t),N'(t) <0y N (t) no es acotada inferiormente, para toda A > 0

a) N (t) es derivable como solucién de la EDO (2.1.22) sujeta a la condicién
inicial N (0) = 0, asi que, si N’ (t) < 0 entonces también N (t) < 0, para
toda t > 0.

Prueba: por la ecuacion (2.1.22) se tiene que,

N’(t):%kZMZ(t)%—BoM(t)%——kzL(t)
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4 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA DENSIDAD DEL PRECIO

luego, dado que M (t) es acotada de la forma B(b —1) < M(t) < 0
entonces 0 < M? (t) < B(b —1)M (t), de donde

N/(t)<%k2B(b—1)M(t)+BoM(t)+%k2L(t)

- Bsz(b—1>+Bo]M(t>+§k2L<f>

ahora, recordando que B = By=0,0>0yque0<b<l,

0
p/
1

N (t) < 2Bo(b—1)+Bo}M(t)+;k2L(t)
(

N|—r—

b+1) By M(t)+%k2L(t) <0
porque L (t), M (t) < 0.

b) N (t) no es acotada inferiormente.

232 B2 (12 —1)+ A
Prueba: tlim N (t) = lim [BZZ 20 + K2 ( ( )+ ) ¢
—00

t—o00 2

2 B2 ,
+ <Mza>tanh{ak t+zo}

_BbCM

sech {a k* t +z}
— % ln{cosh {ak*t+2z} } — cN]

2 1,2 BZ 2_1 A
:Bs Zo+k2< (b )+ )Hmt

t—o0

Bb
— M Yim sech Fzo}
a t—o00

o0

1.
—Etlggln cos t—i—zo}}—cN:—oo
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4.1 Comportamiento asintético de f;

1 ~
Por lo tanto, 5 L(t)og + M(t) oo+ N (t) < 0 para toda t, toda 0p y cada A. Por otro
lado, si t — oo entonces, I (7\15) — 0. Ademas, eligiendo t =1, I (7\) € Ly (dA). Asi,

por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, fpto —+0Ocuandot — co. W

4.1.1  Ejemplos

Q Ejemplo 4.1.1. En la Figura 4.1.1 se muestra la trayectoria de L con la definicién

de pardmetros: 6 = 0.5,0 =05, A = 0.5y k = 0.5.
Y Ejemplo 4.1.2. En la Figura 4.1.2 se muestra la trayectoria de M con la definicién
de parametros: 6 = 0.5,0 = 0.5, A = 0.5y k = 0.5.
Q Ejemplo 4.1.3. En la Figura 4.1.3 se muestra la trayectoria de N con la definicién

de pardmetros: 6 = 0.5,0 = 0.5, A = 0.5y k = 0.5.

Q Ejemplo 4.1.4. En la Figura 4.1.4 se muestra una familia de gréficas de I como fun-
cién de oy para instantes t € {0,1,2,3,4,5}, manteniendo fija a A = 0.5 y pardmetros:

5=050=05yk=05.

Q Ejemplo 4.1.5. En la Figura 4.1.5 se muestra una familia de gréficas de I (A) para
instantes t € {0,0.1,0.2,04,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6} y parametros § = 0.5, 0 = 0.5, y

k = 0.5, manteniendo constante a 0y = 1.
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4 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA DENSIDAD DEL PRECIO

Lt

-0.2

-04

-08+

Fig. 4.1.1: Gréfica de L con pardmetros 6 = 0.5,0 = 0.5,A = 0.5y k = 0.5.

=

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20

-0.25

Fig. 4.1.2: Gréfica de M con parametros 6 = 0.5, = 0.5, A = 0.5y k = 0.5.
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4.1 Comportamiento asintético de f;

Zz

-0.2

-04

-0.6

-0.8

-1.0

-12

-14

Fig. 4.1.3: Gréfica de N con pardmetros § = 0.5,0 =05, A =05y k = 0.5.

Jo

4

Fig. 4.1.4: Familia de graficas de I (0p) para tiempos t € {0,1,2,3,4,5} y pardmetros 6 = 0.5, § = 0.5,
A=05yk=05.
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4 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA DENSIDAD DEL PRECIO

5,
N t=0
i t=01
05 t=02
I t=04
i t=06
| | | — A
-1 1 2 3 4 5

Fig. 4.1.5: Familia de gréficas de la funcién I (A) manteniendo constante a oy = 1, con pardmetros 6 = 0.5,

6 = 0.5, k = 0.5 y tiempos ¢ € {0,0.1,0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6}.
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CONCLUSIONES

Cuando el proceso de precios de un activo financiero sigue un proceso de It6 que
depende intrinsecamente de un pardmetro de volatilidad estocéstico de tipo Ornstein
Uhlenbeck, es posible encontrar, de forma cerrada, a la densidad de probabilidad de
dicho proceso, tal como se desarrolla en la Seccién 3.1 del Capitulo 3. Cabe resaltar
que a pesar de que los célculos para llegar a ella resultan una tarea tediosa, la expre-
sion resultante depende netamente de funcionales que, aunque parecen complicadas,

son explicitas.

Un paso crucial fue calcular explicitamente la funcional I (A), la cual es solucién
de la EDP (2.1.11) cuando se evalda en At, y es crucial porque define al modelo de
densidad del precio del activo subyacente por medio de una relacién del tipo de una
transformada inversa de Fourier de (Xt) . Para tal fin, se desarrollé exhaustivamente

el procedimiento para resolver dicha EDP en el Capitulo 2.

Un resultado obtenido respecto de la densidad del precio es que es un mode-
lo con propiedades asintéticas que no depende de casos restrictivos acerca de los
pardmetros que definen al proceso de volatilidad que a su vez define al del precio,
por lo menos en el caso de que u = 0. Esto se debe a que el comportamiento de la
funcional (7»1‘) es asintético respecto del tiempo, y que a su vez implica el de la
densidad fpp. El comportamiento asintético de I (A) fue analizado y probado en el
Capitulo 4 con ayuda del Andlisis Matemaético y en el Apéndice E desde el enfoque

de la Teorfa Ergodica de Procesos de Ito .

Por otro lado, las simulaciones numéricas fueron de gran utilidad para adquirir
una primera impresién tanto del comportamiento de los procesos estocdsticos como
de las funciones que definen a la densidad del precio, ya que aunque son determinis-
tas, es practicamente imposible pretender predecir su tendencia, dada la complejidad

de su naturaleza.
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CONCLUSIONES

Cabe mencionar que, no se realiz6 valuacién de opciones ni se estudio la relacién
existente, segiin [Stein-Stein, 1991], entre el modelo de densidad y las colas pesadas
respecto de la Densidad Normal; sin embargo, tanto los histogramas que aproximan a

(o]
la densidad, las gréficas de la densidad misma, y la combinacién de jo fpto (p) dp=1

y de fpo (p) — 0 cuando t — oo, la anuncian.

De manera global, se concluyé satisfactoriamente esta tesis, al haber desarro-
llado la via para el cdlculo de la densidad del precio en el enfoque propuesto por
[Stein-Stein, 1991]. Mdas atn, propiamente se desarroll6 un exhaustivo anélisis sobre
las funcionales que componen a la misma, probando que el modelo tiene propiedades

asintoéticas.
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ALGUNOS CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

A.1 ESPACIOS Y FUNCIONES MEDIBLES

Definicién A.1.1. ¢ — dlgebra

Sean () un conjunto y .% una familia de subconjuntos de Q).

a) Se dice que .# es una o — dlgebra si
i) e 7
ii) Dado A € #, A° € % donde, A° es el complemento de A

iii) U A; € %, siempre que, Ay, Az, Az,... € F

b) Se dice que ¢4 C .# es sub — ¢ — élgebra de % si, por si misma, es una ¢ —

algebra
Teorema A.1.1. Propiedades de una ¢ — 4lgebra .
a) Si A,B € .7 entonces, AUB, ANB, A\ By A /A B también son elementos de .7

b) Si Q) es un conjunto y .%; una coleccién arbitraria de ¢ — dlgebras en () entonces,

(-#; también es una ¢ — algebra en ()

La propiedad b) permite definir la o — dlgebra generada por una familia arbitraria de

subconjuntos de Q).

Demostracién: Véase [Shreve II, 2008, Capitulo 1]. [ |
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A ALGUNOS CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

Definicién A.1.2. ¢ — élgebra generada por una familia de conjuntos
Dada P, una familia arbitraria de subconjuntos de (), la ¢ — dlgebra generada por P,

denotada por o(P) es,
o(P)=({{2Z:P C Pyesc—dlgebra}

dicho de otra manera, o(P) es la intersecciéon de todas las o — dlgebras que contienen

a P, o bien, es la menor ¢ — dlgebra que contiene a P.

Si ) = Ry P es la familia de todos los intervalos de R entonces, c(P) es la lla-
mada o — é4lgebra de Borel en R, denotada por Z(R) y, sus elementos son llamados

conjuntos de Borel en R.

Definicién A.1.3. Tiempos de paro
Sea {.%#;} una familia creciente de o — élgebras en Q). Una funcién 7 : Q — [0, 0] es

llamada un tiempo de paro con respecto de {.%;} si
{we:1(w) <t} € F
para todo t > 0.

Definicién A.1.4. Espacio medible
Si .Z es una o — dlgebra de subconjuntos de Q) entonces, se dice que ((),.%) es un

espacio medible.

Definicién A.1.5. Medibilidad de una funcién
Sean ((),.%) un espacio medible y f : Q — R una funcién. Se dice que f es medible

respecto de .%, o que es .# — medible si para cada B € #4(R),
fYB)={weB:f(B)eB}eZF

A.2 MEDIDAS Y ESPACIOS DE PROBABILIDAD

Definicién A.2.1. Medida de probabilidad

Sea ((),.#) un espacio medible. Una medida de probabilidad en (€),.#) es una fun-
cién P : . — [0,1] tal que,
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A.3 Variables aleatorias

c) Si Ay, Az, As,... € F son mutuamente excluyentes (es decir, A; N A; = @ si
i # j) entonces, P (U A;) =Y, P(A;)

Definicién A.2.2. Espacio de probabilidad
Un espacio de probabilidad es una terna (Q),.%, P) con (Q,.%) espacio medible y P
medida de probabilidad en (Q),.%). En este caso, los elementos de (€),.%, P) se llaman

eventos.

Teorema A.2.1. Propiedades de medidas de probabilidad
Sea (Q), .#, P) un espacio de probabilidad. Si A, B € .7 entonces,

a) P(LAUB)=P(A)+P(B)siANB=®
b) P(A) <P(B)yP(B\A)=P(B)—P(A)siACB
c) P(A°) =1—-P(A)

d) Sean Ay, Az, As,... € F tales que, A; C A; siempre que, i < j. Si A = JA4;
entonces, P(A) = lgn P(A,)
n—oo

e) Sean Aj, Ay, Az,... € F tales que, A; D A]- siempre que, i < j. Si A = NA;
entonces, P(A) = lgn P(A,)
n (o]

Demostracién: Véase [Shreve I, 2008, Capitulo 1, pp.1-7] y [Shreve II, 2008, Apéndice
A, p.527]. [

A.3 VARIABLES ALEATORIAS

Definicién A.3.1. Variables aleatorias y eventos

Sea (Q),.Z, P) un espacio de probabilidad.

a) Una variable aleatoria es una funcién X : 3 — £ % — medible donde, £ es

llamado espacio de estados
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b) Para cada E € ¢(€) se dice que, {X € E} = {w € O : X(w) € E} es un evento.
Cuando £ = R, paracada B € #(R), {X € B} ={w € Q: X(w) € B}

Definicién A.3.2. ¢ — élgebra generada por variables aleatorias
Dada {X;}, una familia de v.a. en un espacio de probabilidad (Q), .#, P), la o — élgebra
generada por {X;} es la interseccion de todas las o — dlgebras que hacen medible a

X;, para toda i. La o — algebra generada por {X;} se denota por ¢ ({X;}).

Definicién A.3.3. Independencia respecto de o — dlgebras

Sea (Q),.#, P) un espacio de probabilidad. Entonces,
a) Se dice que A C . y B C .# son independientes si

P(ANB) = P(A) P(B)

b) Una colecciéon A = {J% : J es sub — o — dlgebra de .# } es independiente si

para cualquier combinacién H;; € 7, ..., Hy € J se tiene que,

P(HyM---NHy) = P(Hp) - P(Hy)

c) Se dice que {X;}, una coleccién de v.a. es independiente si la coleccion
A = {4 - A es sub — o — algebra de .7 }
es independiente, donde 7 = o (X;)

d) Una v.a. X es independiente de una sub — o — dlgebra ¢ C .% si ¢ y o (X) son

independientes
e) Si X,Y : () — R son v.a. independientes entonces,
E [XY] =E[X]E[Y]

siempre que, E [X] < 0oy E[Y] < o
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A.4 Procesos estocésticos

A.4 PROCESOS ESTOCASTICOS

Definicidon A.4.1. Proceso estocéstico

Sean (Q),.#, P) un espacio de probabilidad y X; : QO — E una v.a. Entonces,
a) Un proceso estocéstico (PE) a tiempo discreto es una sucesion {X; }ren
b) Un PE a tiempo continuo es una familia {X;},.,

Dado {X;}, un PE a tiempo continuo o discreto, para cada w € Q), {X;(w)} es llamada

la trayectoria del proceso asociada a w, o bien, la w — trayectoria del proceso.

Definiciéon A.4.2. Filtracion
Sea (Q),.Z, P) un espacio de probabilidad. Entonces,
a) Una filtracién a tiempo discreto es una sucesioén {.% },.y tal que,
i) Para cada t € IN, .%; es una o — élgebra

il) #; C #441 C F,paratodot € N

b) Una filtracién a tiempo continuo es una familia {ﬁt}t20 tal que,
i) Para cada t > 0, .#; es una o — élgebra
ii) #s C % C .F siempre que, 0 <s < ¢

Definicién A.4.3. Filtraciéon generada por un proceso estocéstico

Sea (Q),.Z, P) un espacio de probabilidad. Entonces,

a) Dado {X;},.n, un PE a tiempo discreto, la filtracién generada por el proceso es

{Zi}1ew y se define por 7 = o ({Xo, Xy, ... Xi})

b) Dado {X;},.,, un PE a tiempo continuo, la filtracién generada por el proceso es

{Zt}150 y se define por F; = o ({Xs : 0 <s < t})

Definicién A.4.4. Proceso adaptado a una filtracién
Sean (Q),.%,P) un espacio de probabilidad, {X;} un PE y {.%;} una filtracién. Se
dice que, el proceso esta adaptado a la filtracién si para cada ¢, la v.a. X; es medible

respecto de la o — dlgebra .%;.
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Definicién A.4.5. Propiedad de Markov

Sean (Q),.#,P) un espacio de probabilidad y {X;},., un PE adaptado a una filtra-
cién {F},.o. Se dice que, el proceso cumple la propiedad de Markov, o bien, que el
proceso es de Markov si

para cada s,t > 0y para cada B € #(R") se tiene que,

P(XH—S EB|9}) :P(XH_S GB | Xt)

o bien, si para 0 < s < t < T y cualquier funcién f Borel - medible y no negativa,

Andréi A. Mirkov

(1903-1979) existe una funcién g Borel - medible tal que,

Nacido en en Riazdn, E [f(Xt) | ﬁs] = g(Xs)
Rusia, Andréi A.

Markov  fue  un

matemdtico conocido A.5 MARTINGALAS, SUBMARTINGALAS Y SUPERMARTINGALAS

por sus trabajos en la

teoria de niimeros y Definicién A.5.1. Martingalas, Submartingalas y Supermartingalas
lad babilidad. ) N . 5

en la de probabilida Sean (Q), .#, P) un espacio de probabilidad y para 0 < t < T, una filtracién {.%;} y un

Su aportacion mds

conocida  es  su proceso {Xt} adaptado.

trabajo  tedrico en ‘ ‘

a) {X:} es una martingala si para todos 0 <s <t < T,

el campo de los

procesos en los que .
. E | X; | | =X

estdn  involucrados (Xt | 7] s

componentes aleato- . . .

. (el proceso no tiene tendencia a crecer ni decrecer)

rios (procesos esto-

cdsticos) y que daria . .

] b) {X:} es una submartingala si para todos 0 <s <t < T,

fruto en un instru-

mento  matemdtico

E[X; | ] > Xs

que actualmente se

conoce como cadena

el proceso tiene tendencia a crecer
de Mirkov. ( p )

c) {X;} es una supermartingala si para todos 0 <s <t < T,
E [Xt | ys] < Xs

(el proceso tiene tendencia a decrecer)
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A.6 Movimiento Browniano

A6 MOVIMIENTO BROWNIANO

Definicion A.6.1. Movimiento Browniano o Proceso de Weiner

Sean (Q), .#, P) un espacio de probabilidad, {.%#; }+>0 una filtracion y W = {W; };~0 un
PE. Se dice que W es un movimiento browniano (MB) o proceso de Weiner respecto
de {F}1>0 si

a) Para cada t > 0, W; es .%; — medible

b) Wi — Ws ~ N (0, —s) siempre que, 0 < s < ¢

c) Wi — W; es independiente de .%#; siempre que, 0 < s < t

d) Wo =0

e) Existe A € .# tal que, P(A) = 0y W;(w) es continua, para toda w ¢ A

Teorema A.6.1. Propiedades del movimiento Browniano

Si W es un MB entonces,
a) Para cada t >0, W; ~ N (0, t)
b) W tiene incrementos independientes

c) Paracadaktal que, 0 <t <tp < --- < ty, (Wi, Wy, -
C(l,]) = min{ti, t]} = i’i A t]'

-, Wg) ~N(0,C) donde,

Demostracion: Véase [Shreve II, 2008, Capitulo 3, pp.93-97]. [ |

Teorema A.6.2. Propiedad de Markov del movimiento Browniano
Sea {W;}t>0 un MB respecto de la filtracién {%;}s>0. Si ¢ : R — R es una funcién
Borel-medible y acotada entonces, existe una funcién k : R — R Borel-medible tal

que, para tiempos 0 < s < t,

E[go W | Z] =E[goW; [ W;] = ho W,

donde,
exp {_1 (x —a)Z}
2 (t—s)
h(a) = X dx
(@) = fpst) — =
Demostracion: Véase [Shreve II, 2008, Capitulo 3, p.107]. [ |
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(1773-1858)

Meédico, cirujano y
botdnico escocés. Ob-
servé diminutas par-
ticulas con vacuolas
en los granos de
polen ejecutando un
continuo movimien-
to aleatorio. Luego
observé el mismo
movimiento en par-
ticulas  de  polvo.
El mismo no pudo
dar una explicacion
de ese movimiento,
denominado ms tar-
de movimiento brow-

niano.



Norbert Wiener

(1894-1964)

Matemdtico estadou-
nidense, conocido co-
mo el fundador de la
cibernética. Trabajé
en el movimiento
browniano, la inte-
gral de Fourier, el
problema de Dirich-
let, el andlisis armo-
nico y en los teore-

mas tauberianos, en-

tre otros problemas.

Gané el  premio

Bdcher en 1933.

A ALGUNOS CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

Teorema A.6.3. Propiedad de martingala del movimiento Browniano

El movimiento Browniano es una martingala respecto de la filtracién que genera.

Demostracién: Véase [Shreve II, 2008, Capitulo 3, p.98]. [ |

Definicién A.6.2. Movimiento Browniano Geométrico
Sean X; un PE y {W;};>0 un MB respecto de la filtracién {.%;}>o. Para y,00 > 0

constantes, el Movimiento Browniano Geométrico se define como,
dXt =Hu Xt dt+0’Xt th
o bien,

Xt:XOexp{<y—;az>t+UWt}

el cual es el modelo de precios de activos usado en la férmula de Black—Scholes—Merton

para valuacién de opciones.

A7 FUNCIONES DE TRANSICION

Definicién A.7.1. Funcién de transiciéon
Sean (Q), .#, P) un espacio de probabilidad y p; una funcién, para t > 0. La funcién p;

es llamada funcién de transicién de Markov si se cumplen las siguientes condiciones,
a) pt(x,-) es una medida de probabilidad en (), .%#), paracadat > 0y cada x € Q
b) pi(-, A) es una funcién .# — medible, para cadat > 0y cada A € &
c) po(x,A) =14(x), paracadax € Qycada A € F
d) Para todas s,t > 0, cada x,y € Yy cada A € .7,

pssi(x, A) = [ pi(xdy) ps(y, A)

Se debe interpretar a p;(x, A) como la probabilidad de que un proceso que se encuen-

tra en el estado x € ) al tiempo s, contintie en A al tiempo s + .

La propiedad d) es conocida como La Ecuacién de Chapman—Kolmogorov, y es justamen-

te la propiedad principal, ya que refleja la no memoria del proceso.
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A.8 Procesos de Itd

A.8 PROCESOS DE ITO

Definiciéon A.8.1. Proceso de Itd
Un PE {X;}+>0 es un Proceso de It6 o difusion si existen {u;}i~0 y {v:}+=0 PE tales
que,
t t
Xi = Xo+ | s ds+ | o5 dW,

en su forma integral donde, Ws es un MB, u; es llamado el término de deriva y v; el

de difusion.

O bien, en su forma diferencial,

dXt = Uy dt + [ th

Andréi Kolmogérov

llamada ecuacién diferencial estocéstica (EDE), con Xj la condicién inicial. (1903-1987)
Teorema A.8.1. Difusiones como procesos gaussianos Matemitico ruso que
Una difusion {X;}+=0 con coeficientes de deriva y difusién deterministas, es un PE ~ hizo progresos impor-

. . . . tantes en campos de
Gaussiano con funciones de media E[X;] y covarianza Cov (X;, X;) tales que, P

la teoria de probabili-

t tAs ;
E[X:] = po + jo u, dr y Cov(Xs, X;) = jo v? dr dad y de la topologia.
Obsérvese que,

t t t t
Xo ~ N (10,0) , jour dr~N<fO urdr,0> y jo v, dWr~N<0,f0|Ur|2dr>

Demostracion: Véase [Shreve II, 2008, Capitulo 4, p.173]. [ |
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LA DISTRIBUCION LOGNORMAL

La distribucién Lognormal es una distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria cuyo logaritmo estd normalmente distribuido. Es decir, si X es una variable
aleatoria con una distribucién normal, entonces exp { X} tiene una distribucin Lognor-

mal.

La base de una funcién logaritmica no es importante, ya que Log, {X} esta dis-
tribuida normalmente si y sélo si Log, {X} estd distribuida normalmente, s6lo se

diferencian en un factor constante.

Una variable puede ser modelada como Lognormal si puede ser considerada
como un producto multiplicativo de muchos pequefios factores independientes. Un
ejemplo tipico es un retorno a largo plazo de una inversiéon: puede considerarse como

un producto de muchos retornos diarios.

B.1 LA DISTRIBUCION LOGNORMAL

Definicién B.1.1. Distribucién Lognormal
Se dice que una v.a. Y tiene distribucién Lognormal si la v.a. X = In {Y} tiene distri-

buciéon Normal.

Si los pardmetros de la distribucién de X son p y 02, es decir, X ~ N (j,0?)

entonces, Y ~ Lognormal (u,0?).

Q Ejemplo B.1.1. En la Figura B.1.1 se muestra la densidad Lognormal con parame-

trosy=0yoc =1
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0 2 4 6 8 10

Fig. B.1.1: Gréfica de la densidad Lognormal con pardmetros y =0y o = 1.

Teorema B.1.1. Densidad Lognormal

Sea X ~ N (p,0?) una v.a.. Si Y es una va. tal que, X = In {Y} entonces, la densidad

N2
de Yes fy{y} = yaxl/ﬁ exp {—; <ln{yjy> },para toda y > 0.

Demostracion:

Notese que basta demostrar que las distribuciones Fx y Fy son tales que, Fy(y) =
Fx(In{y})-

Se sabe que X ~ N (;t, (72), por lo que, su densidad es,

fx{x} = U\/lﬁ exp {_; <x;y)2}

Ademas, si X = In {Y} entonces, Y = exp { X}y, ya que In {y} es una funcién monéto-

na se tiene que, paray > 0,

Fy(y) =P (Y <y) = P(exp{X} <y) = P(X < In{y}) = Fx (In{y})

Por lo tanto, para las densidades fx y fy se cumple que,

) = 50 Fly) = jy F(in {y}) = ; fe(ln {y})

60



FORMULA DE BLACK-SCHOLES-MERTON

Siguiendo a [Shreve II, 2008], para obtener el precio de una opcién call Europea
con Black-Scholes—-Merton (BSM), se asumira que la volatilidad ¢ y la tasa de interés
r son constantes, se tomara el esquema de pagos del derivado como Vr = (St —K) "y,
el precio del activo subyacente deberd seguir un MBG. Este resultado serd expresado

en el Teorema C.1.1.

C.1 FORMULA DE BLACK—SCHOLES—MERTON

Teorema C.1.1. F6rmula de Black-Scholes—Merton
Sea {St}t>0 un MB geométrico con tasa promedio de rendimiento 7, volatilidad ¢ > 0
y precio inicial del activo subyacente Sy > 0. Dada una constante K > 0, existe una

funcién ¢ : [0,00) x R — R continua que es solucién de la EDP
1
c(t,x) = Djc(t, x) +r x Dic(t,x) + 5 0% x* D3c(t, x)

para todo t € [0,T) y toda x > 0, llamada ecuacién diferencial parcial de Black—

Scholes-Merton sujeta a la condicién final,
o(T,x)=(x—K)*
mads aun,
c(t,S) =E [exp {—=r T} (S7—t — K)ﬂ
=S ®(dy (T—1tS50))—Kexp{—r (T—1t)}®(d- (T —1t50))

donde, dicha solucién c seré el precio de la opcién vy,
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Myron S. Scholes
(1941-)

Matemitico, econo-
mista y abogado ca-
nadiense. Recibio el
Premio Nobel de Eco-
nomia en 1997, com-
partido con Robert C.
Merton, por sus tra-
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C FORMULA DE BLACK-SCHOLES—MERTON

a) @ es la funcién de distribuciéon N (0,1)

do (T—t,S0) = N% [ln <§’<°) + (@iﬂ) (T—t)]
dy (T—1t,Sy) =d_(T—1t,Sy)+0T—t

b) K es el precio ejercido del instrumento derivado (strike price) y, puede interpre-
tarse como el precio pactado para comprar o vender el subyacente a la fecha de

ejercicio
c) T representa la fecha de expiracion del contrato

Demostracién: Véase [Shreve II, 2008, Capitulo 4, pp.153-164]. [

c.1.1  Ejemplos

Q Ejemplo C.1.1. En la Figura C.1.1 se muestran las graficas de las densidades uni-
dimensionales del Movimiento Browniano Geométrico para instantes t = 1,2,3 y en

la Figura C.1.2 para t € [0,5]. Pardametros r =1y o = 1.

Q Ejemplo C.1.2. En la Figura C.1.3 se muestra la grafica de la solucién de la ecua-
cién diferencial parcial de Black-Scholes con pardmetros T = 10, K = 05, r = 1y
o = 1. Si bien no es posible apreciarlo con claridad, en este caso sucede un compor-
tamiento extrafio en una vecindad de [t, 0p] cercana a [0,1] x [0,1]. Esta situacion es
de interés ya que proporciona la idea de que el sistema se comporta de cierta for-
ma en periodos cortos a precios iniciales bajos, lo cual es de vital importancia en la
materia que ocupa, el mundo financiero. Antedicho es una motivacién a pretender
visualizar mds cercanamente el fenémeno, por lo que en la Figura C.1.4 se presenta
un acercamiento de la Figura C.1.3 en el dominio propuesto con anterioridad. En di-
cho acercamiento puede observarse la tendencia fluctuante de los precios cuando los
precios iniciales son bajos, en la evolucién temprana del sistema, sin embargo, puede
apreciarse precios “negativos”, lo cual no tiene sentido. Este comportamiento de la

gréfica es, simplemente, un problema numérico.
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C.1 Férmula de Black-Scholes—-Merton
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Fig. C.1.1: Gréfica de la densidad del Movimiento Browniano Geométrico en ¢ = 1,2,3 con pardmetros

r=1lyoc=1

Fig. C.1.2: Grafica de la densidad del Movimiento Browniano Geométrico al tiempo t = [0,5] con

pardmetrosr =1y o = 1.
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C FORMULA DE BLACK-SCHOLES—MERTON
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Fig. C.1.3: Gréfica de la solucién de la ecuaciéon diferencial parcial de Black-Scholes con pardmetros
T=10,K=05r=1yoc=1
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Fig. C.1.4: Gréfica de la solucién de la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes en su estado no

estacionario, con pardmetros T =10, K =0.5,r =1y o = 1.



EL PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK

Sea {Xi},5o un proceso estocdstico que satisface la EDE dX; = ¢ (0 — X;) dt +

k dW; con condicién inicial Xo € Ry 0,4,k € R,. Esta EDE es una de las llamadas

ecuaciones de Langevin.

La solucién analitica de esta EDE es llamado proceso de Ornstein-Uhlenbeck

(O-U) y puede obtenerse por medio del Método del Factor Integrante.

D.1 PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK

Dada la ecuacién de Langevin como se describi6é anteriormente, se encontraré la

solucién analitica a esta aplicando, como ya se menciond, el método del factor inte-

grante, es decir, buscando una funcién I, preferentemente determinista y diferencia-

ble tal que,
d(L;Xy) = L dXy + X, I[ dt

=1L [6(0—X;)dt+kdWy] + X; I} dt
=00 Ldt—381; Xy dt +k I AW, + X; 1] dt
=001 dt+k Iy dW;

Se propone a la funcién determinista y diferenciable

Iy =exp{dt}
Asi, al componer la ecuacion D.1.1 con la D.1.2 se tiene que,

dexp{ot} X¢)=00exp{ot} dt+kexp{dt} dW;

(D.1.1)

(D.1.2)

(D.1.3)
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D EL PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK

Ahora, integrando D.1.3 de 0 a f se obtiene,

exp{dt} X, =Xo+660 %(exp{é t}—1)+kf0texp{5s} dW;

- 1
Multiplicando D.1.4 por o DI

Xi=apexp{—0t}+0exp{—0t}(exp{ot} —1)
+kexp{—0ot} fOt exp {6 s} dW;
Finalmente, reordenando términos,
Xi=agexp{-0t}+0(1—exp{-dt})
+ kfot exp{—0(t—s)}dW;

(D.1.4)

(D.1.5)

(D.1.6)

El proceso {X;},., descrito por la ecuacién D.1.6 es conocido como Proceso de

Ornstein—Uhlenbeck.

O Observacién D.1.1. En el caso de que 6 = 1, la funcién caracteristica ¢ de X; es,

¢x, () = B [exp{i & Xi}]

= exp {i a lexp{—t}Efao] +6 (1 —exp{—t})] — 0;2 K (1—exp{-2 t})}

para toda a € R.

Y, si t — oo se tiene que,
2 2 2
wo- 2l o live - F
cpx,(oc)—wxp{zoce 4k}—exp{z¢x0 > 2}

por lo que, en distribucién,

k2
Xt — N <9, 2)

es decir, X; es un proceso de reversion a su media.
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PROPIEDAD ASINTOTICA DE I (At): ENFOQUE ALTERNATIVO

En el Capitulo 4, se probé el comportamiento que tiene la funcional I (At),
definida en la ecuacién (2.1.3) y caracterizada en el Lema 2.1.1, de decrecer asint6ti-
camente a 0, con ayuda del Andlisis Matemético. Sin embargo, existe otra forma de
obtener el resultado y es a partir del hecho de que el proceso de Ornstein—-Uhlenbeck
(2.1.1), el cual define a la ecuacién (2.1.3) es ergddico. Por supuesto, esta manera de
probar el ya antes mencionado comportamiento de I (A t) requiere de una teoria que
va més alld del Analisis Matématico. No obstante, es posible hacerlo con un grado de

complejidad no tan elevado.

E.1 PROCESOS DE ITO ERGODICOS

Los siguientes conceptos y resultados fueron revisados en [Kloeden—Platen, 1995, p.154].

Definicién E.1.1. Procesos de Itd ergédicos
Se dice que un proceso de It6 { X}, es ergédico si tiene una tinica medida de

probabilidad P tal que
L1t
11m—f0f(Xs)ds = LRf(x) AP (x)

f—oo t
casi seguramente, para cualquier funcién P — integrable f : R — R y cualquier

condicién inicial determinista X.

Ya que usualmente, verificar que un proceso de Itd es ergddico a partir de la defi-
nicién es severamente complicado, existen condiciones de suficiencia para garantizar

dicha propiedad.
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E PROPIEDAD ASINTOTICA DE I (Af): ENFOQUE ALTERNATIVO

En particular, las que se describen en [Kloeden-Platen, 1995, Teorema 4.8.8], el
cual hace referencia a Hasminski (1980) ”Stochastic Stability of Differential Equations”,

se enuncian en el siguiente teorema.

Teorema E.1.1. Procesos de It6 ergédicos

Supoéngase que los coeficientes de deriva y difusién, a y b respectivamente, de un
proceso de It6 { X; },. o son suaves y de derivada acotada de cualquier orden. Tam-
bién supéngase que b es acotado y que existen f > 0 y un compacto I C R tales

que, x a (x) < —p x?, paratodo x € R\ I. Entonces { X; } . es ergodico.
E.2 COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE [ (At)

t
En el Teorema E.2.1 se probard que I (At) = E [exp {—)\ jo o? ds}} decrece
asintticamente a 0 para toda t > 0 y toda A > 0, donde {0}, es el proceso de
Ornstein—Uhlenbeck de la ecuacién (2.1.1). Para ello se necesitard un resultado previo,

el cual se expondrd en el Lema E.2.1.

Lema E.2.1. Ergodicidad del proceso de Ornstein-Uhlenbeck

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck { o}, de la ecuacién (2.1.1) es ergédico.
Demostracién: Este resultado se probara haciendo uso del Teorema E.1.1.

Sean a (x) = 0 (6 —x) y b (x) = k. Entonces, a y b claramente satisfacen las condi-

ciones de suavidad y acotamiento del Teorema E.1.1.
Luego, x a (x) < —p x% paraalguna B > Osiysolosi (B—6)x2+66 x <O0.

Ahora bien, para aplicar el Teorema E.1.1 solamente hace falta encontrar un compacto
I C R tal que para todo x € R \ I se cumpla que (B — &) x> + 5 6 x < 0. Entonces,
notando que ésta es una parabola, debe elegirse 0 < B < J para que tenga ramas
hacia abajo y asi, el compacto que se busca es el intervalo cerrado |0, — I donde,

+

Oy — ﬁé_ 5 son las raices del polinomio (B — &) x>+ 6 0 x < 0.

Por lo tanto, {0t},. es ergédico. [ |

Si se eligiera B > J, la pardbola tendria ramas hacia arriba y no existirfa el compacto requerido.
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E.2 Comportamiento asintético de I (At)

Teorema E.2.1. Propiedad asintética de I (Af)

Dado el proceso de Ornstein-Uhlenbeck {0}, de la ecuacion (2.1.1), se tiene que la

t
funciéon I (At) = E [exp {—/\jo o? ds}] decrece asint6ticamente a 0 para toda t > 0
y toda A > 0.

Demostracion:
Por el Lema E.2.1, {Ut}t>0 es ergddico. Luego, por la Definicién E.1.1, tiene una tinica

medida de probabilidad P tal que

lim % [ fleyds= [ f(x) P (x)

t—o00
casi seguramente, para cualquier funcién P — integrable f : R — R y cualquier condi-

cidn inicial determinista Xj.
2

Recordando que, {01}, es gaussiano y tiene distribuci6n limite A/ (9, %

) entonces,

ésta es la medida de probabilidad P.

2
Por otro lado, si f(x) = x> entonces f € L, [N (9,;)} ya que proporciona el

segundo momento (finito) de dicha medida, porque es gaussiana.

Por lo tanto,

! e [y (02) i o550 o

casi seguramente.

2
Pero I fdaN ( ) > ( asi que j 02 ds 1 oo cuando t — o, casi seguramente.
t
De donde, exp {—/\ jo (752 ds} 1 0 cuando t — oo, casi seguramente.

t
Ademas, es claro que exp {—/\ fo o? ds} < 1 porque A > 0, teniendo finalmente que

I(At)=E [exp {—)\jot o? ds}] 10

casi seguramente, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue. n

© Observacién E.2.1. El Teorema E.2.1 fue enunciado y probado usando el proceso

de O-U {0t} y no el de volatilidad {|c|},.,. Sin embargo, dado que la funcién

2

P — integrable que se us6 fue f (x) = x*, no cambia el andlisis ni el resultado.
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FORMULA DE ITO

La férmula de It6 es una identidad utilizada en el cdlculo de It6 para encontrar la
diferencial de una funcién dependiente del tiempo de un proceso estocéstico. Ademéds,
es el analogo en cdlculo estocdstico del Teorema Fundamental del Cdlculo. Tipicamente,
se memoriza mediante la formacién de la expansién en serie de Taylor de la funcién
bajo su segunda derivada y la identificacién del cuadrado de un incremento en el

proceso de Wiener con un incremento en el tiempo.

La féormula de It0, se refiere a veces como teorema de Doeblin-Itd en reconoci-

miento a la labor recientemente descubierta de Wolfgang Doeblin.

Una prueba formal de esta férmula se basa en tomar el limite de una sucesién
de variables aleatorias, el cual implica una serie de detalles técnicos. En su lugar, se
esbozard la manera en que se puede derivar la férmula de Itd6 expandiendo en una

serie de Taylor y aplicando reglas del calculo estocéstico.

Supéngase que X; es un proceso de Itd6 que satisface la EDE,
AX; =y dt + oy dW;
Si f:]0,00) x R — R, f € C!? entonces, su expansién en serie de Taylor es,
df(t,x) = D f(t,x) dt + Dif(t,x) dx + % D3f(t,x) (dx)*+---
Haciendo las sustituciones x = X; y dx = y; dt + oy dW; se tiene que,

1
df(t,x) = Dif(t,x) dt + Dif(t,x) (p dt + oy dW;) + 5 D2f(t,x) o dt + - --

71

Kiyoshi It6

(1915-2008)

Matemdtico japonés
cuyo trabajo se llama
ahora cdlculo de Ito.
El concepto bisico de
este cdlculo es la inte-
gral de It6, y el mds
importante de los re-
sultados es la férmu-

la de It6 (1951).



Wolfang Doeblin
(1915-1940)

Matemdtico franco —
alemdn cuyo trabajo
antelado sobre proce-
sos de Markov se re-
veld en el 2000, mis-
mo que se le reco-
nocié otorgdndole el
mérito simultaneo a
I1t6 en la formula de

Doeblin—Ito.

F FORMULA DE 1TO

Note que, la variacién cuadratica del proceso es,
(dx)? = pF (d)2 +2 py oy (dt AW,) + oF (dW;)? = o dt

ya que en el limite, cuando dt — 0, (dt)?> — 0y (dt dW;) — 0, ambos mas rapido
que {(dW;)?

esto es conocido como tabla de It6, Tabla F.1.1) se tiene que, agrupando términos,

df(t,x) = (Déf(t,x)—l—‘ut Dif(t, x) + ! at D3f(t, x)) dt + oy Dif(t,x) dW;

; enviando (dt)? y (dt dW;) a 0 y sustituyendo (dW;)? por dt (formalmente,

F1 FORMULA DE ITO

De modo mas general, aunque no el méas general, se enuncia la Férmula de Itd

en el siguiente teorema.

Teorema F.1.1. Férmula de It6
Sean dX; = y; dt + 0y dW; un proceso de Itd n — dimensional y f : [0,00) x R" — R¥
de clase C'* entonces, f(t, X) es un proceso de It cuyas k componentes estdn dadas

Por,

dfi(t, X) = D fi(t, X) dt+ZD1fk (t,X) dX' + = ZD]fktX) dx' dx/

donde, (dW' dW/) = §;; dt, (W' dt) = (dt AW') = 0y (dt)?> = 0, (Tabla F.1.1).

Demostracién: Véase [Jksendal, 2003, Capitulo 4, pp.48-49]. [ |

Tabla F.1.1: Tabla de It6

o |dt dW' dWI

a |0 0 0
dwi | 0 dt 0
dWi | 0 0 dt

1] Comentario F.1.1. La Férmula de Itd se emplea extensamente en matematicas finan-

cieras, y una de sus mayores aplicaciones conocidas es en la derivacién de la Férmula

de Black-Scholes-Merton para valuacién de opciones.”

Para mads datos interesantes de la Férmula de It6, véase [It6, 1951].
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

El método de separacion de variables se refiere a un procedimiento para encon-
trar una solucién completa particular para ciertos problemas que involucran ecuacio-
nes en derivadas parciales como serie cuyos términos son el producto de funciones
que tienen las “variables separadas”. Es uno de los mtodos ms productivos de la fisica
matemadtica para buscar soluciones a problemas fisicos descritos mediante ecuaciones

diferenciales de derivadas parciales.

El método sirve para encontrar soluciones parciales completas, no soluciones ge-
nerales, dependientes de un conjunto numerable de constantes arbitrarias, lo cual per-
mite resolver tanto problemas de valor inicial como problemas de frontera e incluso

problemas que involucran condiciones de ambos tipos.

El mismo nombre se aplica a la forma de buscar soluciones de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de cierto tipo que permite resolverlas por cuadraturas de funciones

que contienen las variables separadas.

Mads atin, el mismo nombre es usado para buscar soluciones de ciertas ecuaciones
diferenciales estocdsticas, solamente que en este caso ademads se debe hacer uso de la

féormula de It6 (Teorema F.1.1).

G.1 SEPARACION DE VARIABLES PARA EDE

Considérense {X;},.q, e {Yi}-, dos PE relacionados por la EDE,

dYt =Hu Yt dt + Xt Yt th (G.I.l)
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G METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

donde {W;},., es un MB y y una constante.

Nétese que, suponiendo que {Y;},., sea un proceso positivo, la EDE (G.1.1) pue-
de reescribirse como,

% dYy = p dt + Xy dW; (G.1.2)
t

Aplicando la férmula de It6 a la EDE (G.1.2) con la funcién de clase C 12 f(ty) =
f(y) = In{y} se obtiene,

4f(y) = Df(y) dt + DLf(y) dy + 5 D3f(y) (dy)?

gL L gy
=y W52 @)

1 11
Zy(#ydt+xydwt)_§?x2y2dt

:ydt—kxth—%xz dt
= (y—;x2> dt + x dW;
Entonces,
fy) =f(yo)+f0tzi— % x* ds+f0txdws

Asi,
t 1 t
In{Yi} = In{Yo} + | p—5 X2ds+ [ X dW,

Por lo tanto,

t 1 t
Y=Yy exp{fey—z Xf ds+f0 Xs dWs}

es solucién de la EDE (G.1.1) con la condicién inicial Yj.
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LA TRANSFORMADA DE FOURIER

La transformada de Fourier, denominada asi por Joseph Fourier, es una transfor-
macién matemética empleada para transformar sefiales entre el dominio temporal o
espacial y el dominio de la frecuencia, que tiene muchas aplicaciones en la fisica y
la ingenieria. Es reversible, siendo capaz de transformaciones de cualquiera de los
dominios al otro. El propio término se refiere tanto a la operacién de transformacion

como a la funcién que produce.

H.1 LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicién H.1.1. La transformada de Fourier
Dada una funcién f € Ly (R), su transformada de Fourier denotada por F {f} es una

funcién g tal que,

gw) =F{fO)}=[" f(Hexp{-iwt}dt

y la respectiva transformacién inversa es,

FO =5 " s@erpliot)do

Lema H.1.1. Propiedad de desfase
Sea f una funcién con transformada de Fourier g. Si f tiene un desfase ty en su

dominio entonces,

glw)=F{f(t—ty) } =F{ f(t)} exp{—iwto}

75

J.B. Joseph Fourier
(1768-1830)

Matemdtico y fisico
francés conocido por
sus trabajos sobre la
descomposicion ~ de
funciones periodicas
en series trigonomé-
tricas  convergentes
llamadas  Series de
Fourier, método con
el que consiguid re-
solver la ecuacion
del calor. La trans-
formada de Fourier
recibe su nombre en

su honor.



H LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Demostracion:

Sea s =t — ty entonces,

f:of(t —to)exp{—iw t}dt :jiof(s)exp{—i w (to+s)}ds
=F{ f(s) } exp{—iwto}

Teorema H.1.1. Transformada de Fourier de una gaussiana

Sea f ~ N (xo,00) entonces, g (w) = F{ f (x —x0) } = exp {—; B w?—iw xo}.

Demostracion:
Sea f (s) = ! ex 1 <S>2 entonces
ooV2 1T P12 o ’

F{f(s)} = fiof(s)exp{—iws}ds :exp{—; oz wz}

Luego, por el lema H.1.1,

g(w) =F{f (x—x0) } = F{f (x) jexp {~i @ xo}

1 . 1 .
=exp {—2 g wZ}exp{—z w xo} = exp {—2 g w?—iw xg}

1
Corolario H.1.1. Sea f ~ N (xg,0p) donde xy = ~5 0%ty op = o/t entonces,

g(w)=f{f(x—xo)}=exp{—;( 2+iw)f72f}

Demostracion: Se sigue del Teorema H.1.1.
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EXISTENCIA DE LA DENSIDAD DE «;

Con base en las referencias: [Lamperti, 1997, Proposicién, p.20] y [Nualart, 2006,
Teorema 2.1.1, p.8], en la Proposicién L.1.1 se bosquejard la prueba de la existencia de
densidad de la variable aleatoria a; = (1 fot Usz ds> 1/2, utilizada en la demostracion
del Teorema 3.1.1, Capitulo 3. En dicha proposicion se usara el proceso de O-U {0t}
y no {|0¢|},>,- Sin embargo, el resultado no cambia ya que a; es definida igualmente

por 02 que por |o;|?.

I.L1 EXISTENCIA DE LA DENSIDAD DE «&¢

Proposicién L1.1. Sea {0} },. un proceso de Ornstein-Uhlenbeck centrado, con fun-

§ 5(t—s) 5(t+s)
—0(t—s) _ ,—0(t+s
75 (e e ) Entonces, la

1 ot /2 .
variable aleatoria oy = <t fo o? ds> tiene densidad, para toda t > 0.

cién de covarianza para s,t > 0, C (t,s) =

Demostracion: Bosquejo.

Es claro que «; tiene densidad si y sélo si

t T
Bt = jo o2 ds = fo o? Lio,(s) ds (L1.1)

tiene densidad. Asi que hay que demostrar la existencia de la densidad de esta varia-

ble aleatoria.

Sean 0 < u,s < T. Como el proceso de Ornstein—Uhlenbeck centrado satisface

05 = kf =1 gw, = kf (s=1) ]1[0,5}(1') AW, (L1.2)
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I EXISTENCIA DE LA DENSIDAD DE &}

entonces, por [Nualart, 2006, Definicién 1.2.1, p.24], para cualquier s € [0, T],
D,os = k e_‘s(s_”)]l[ols}(u)

ke 96— gi0o<u<s (I.1.3)
a 0 siu>s

y por tanto,
D,o? = 205D, 05

= 2ko, eié(sfu)]l[ors] (u)

(L1.4)
2kos e 061 si0<u<s
0 siu>s
Asi pues, para cualquier suma de Riemann de (I.1.1)
=
> 05 dp0,n(si) (sip1 = si) (L.1.5)
i=1

donde {s;}’_; es una particién fija de [0, T|, tenemos,

"M=
=)

I
—_

n
Dy Y 02114(si) (Sip1—si) =

i=1

S

2) Ljo4(si) (si1 — s4)

u

I
™=

Il
—

2kos, e *C g o (1) Lo 4 (5i) (Siv1 — 5i)

2kos, e 2T, 1 (1) Lo 4 (51) (Si41 — 57)

I
™=

Il
—_

e 0TI 0. (81) (Sien — 51)

(I.1.6)

Por otro lado, con ayuda de [Lamperti, 1997, Proposicién, p.20], cuando la norma de

I
™=
N
XA

N

I
—_

la particién tiende a cero,
.
lim Z Usi]l[O,t](Si) Sit1 — S f o: ]l[Ot (L1.7)
i=1

Y,

lim 2k Z o, € ST 110 (5i) (si1 — s4)
i=1

T —0(s—u L1.
=2k 0 0s € i )]l[u,T]ﬂ[O,t](S> ds ( 18)

=2k t o e 051 (g
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I.1 Existencia de la densidad de «;

donde las convergencias en (L.1.7) y (I.1.8) son en L, (Q),.#, P) y hay que observar

que las funciones
L, ringo,e) Y Lpunasss
son iguales casi dondequiera, respecto a la medida de Lebesgue.

Por otra parte, como D, es un operador cerrado, entonces B; estd en el dominio de
Duy
D.B: = 2kf (s=u) gg. (L.1.9)

De acuerdo con [Nualart, 2006, p.81], la matriz de Malliavin (que en este caso es una

matriz de 1 x 1) estd dada por
2
(DB, DBt) yy = 4k2j (j o e 0 ds) du

:4k2f (f o, e 0t ds> du

donde H = L2( [0,T],%([0,T] ),A). Ahora, hay que demostrar que la matriz de

(L1.10)

Malliavin es positiva definida casi seguramente, para lo cual, sean
A= {(Dp, D) =0} := {w € O: DBy, DBi)ut () =0}

B:= {w €O : Lt os(w) et ds =0 Vueo, T]} (I.1.11)

Ci={weO:a@=0 vuec[oT)}= | {o=0}
uel0,t]

Asi, la ecuacién (I.1.10), el hecho de que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck tiene

trayectorias continuas y el Teorema Fundamental del Célculo, nos garantizan que
ACBcCC (L1.12)

Este ultimo, es un evento de probabilidad cero, pues el proceso de Ornstein Uhlen-
beck es gaussiano y cada una de sus v.a., tiene varianza estrictamente positiva. Se
deduce que la matriz de Malliavin (I.1.10) es positiva casi seguramente. Asi, debido a

[Nualart, 2006, Teorema 2.1.1, p.81], se concluye que B; tiene densidad. |
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