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Resumen

En este trabajo se demostrard como el crecimiento del mercado, que es un concepto muy in-
tuitivo y con una formulacién matematica precisa en el lenguaje de Desviaciones Largas implica
la existencia de portafolios por lo que generan una riqueza y maximizan una utilidad esperada
con crecimiento exponencial.

Un portafolio de inversién es aquel en el que una persona o empresa invierte en una colecciéon
de activos financieros que pueden ser bonos y/o acciones. La manera en que el capital inicial
se distribuye en el portafolio nos lleva a tener diferentes estrategias de seleccién para tener el
portafolio que nos de menor riesgo y un mejor rendimiento.

El tema de investigacién es el siguiente: dado un espacio de probabilidad (Q, F, (Ft)(tZO)aP)
donde (F¢) (>0 es la filtracién aumentada por un movimiento browniano estandard (W¢)>0) €
R? y un capital inicial , vamos a calcular la utilidad méxima esperada ur(z) := Ep[U(X7)] que
se alcanza en un horizonte de tiempo T > 0 donde U es una funcién de utilidad HARA. Vamos
a encontrar la estrategia optima £* tal que el capital generado X™* alcance la utilidad esperada

(T) (T)

. . . .z . % .
mdxima. Caracterizar a £* es equivalente a calcular la proporcién optima 7, ’ del capital X,

que se tiene que invertir en el activo financiero con riesgo.

Las estrategias éptimas se van a encontrar para el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck
y las funciones de utilidad HARA. Los resultados teéricos se ilustran numéricamente con sim-
ulaciones para visualizar cémo el crecimiento del horizonte conlleva un crecimiento exponencial
de la riqueza Xrp.
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Introduccion

La teoria de portafolio inicia con el argumento de que los inversionistas deben atender a las
caracteristicas de su portafolio completo y no sélo de algunos componentes individuales o de
solamente un activo del portafolio. Ademas los inversionistas se preocupan sobre la rentabilidad
asi como del riesgo generado por cada activo riesgoso del portafolio.

Un portafolio de inversién es un conjunto de activos financieros como acciones, bonos, etc.
que cotizan en el mercado bursatil y en los que una empresa o persona decide invertir su dinero.
El cual esta compuesto por una combinacién de activos de renta fija o variable, ademds se bus-
ca reducir el riesgo al combinar diferentes activos. A lo cual se le conoce como diversificar el
portafolio de inversiones.

La clase de modelos de gran interés financiero en la actualidad son aquellos procesos que
son martingalas bajo una medida de probabilidad equivalente. La razén por la cual son de gran
interés es que son la clase de procesos que no permiten oportunidades de arbitraje.

Para el horizonte temporal finito, la clase de procesos estacionarios y la clase de procesos
que son martingalas bajo una medida de probabilidad equivalente ya no son “ortogonales”: por
ejemplo, el proceso Ornstein-Uhlenbeck admite claramente una medida martingala equivalente
para cada horizonte finito fijo T'. El tema interesante es analizar la situacién asintética cuando
T — oo. En este contexto, la clase natural de procesos, que abarca como ejemplos de arco el
modelo Black-Scholes, asi como el proceso geométrico Ornstein-Uhlenbeck, parecen ser aquellos
con un proceso de precio de mercado de riesgo no trivial (¢;)¢>0 en el sentido de la Definicién
1.5 que veremos mas adelante, y en particular aquellos en los que el precio de riesgo del mercado
satisface la estimacion de desviaciones largas que veremos en capitulos posteriores.

Objetivo

El objetivo de este trabajo es ver bajo que condiciones un portafolio de inversiébn que
estd compuesto de d activos riesgosos va a tener una riqueza con crecimiento exponencial
dado un horizonte de tiempo. Para obtener esto vamos a definir un espacio de probabilidad
(Q,]—" , (ft)(tz())a ]P’) donde P una medida de probabilidad con respecto a un movimiento brown-
iano estandard (Definicién A.6 Apéndice A) Wy, sea S € R? que modela el proceso de precios
que es una semimartingala local (Definicién A.3 Apéndice A), tomamos un activo libre de riesgo
B; =1 normalizado, lo anterior es bajo un horizonte temporal infinito.

Analizar cuidadosamente las tasas optimas de crecimiento exponencial, las estrategias cor-
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respondientes y las relaciones con el arbitraje asintético y la maximizacidén de la funcién de

utilidad HARA.

En este trabajo nos centraremos en ver como la riqueza terminal Xt de nuestro portafolio
va alcanzar un crecimiento exponencial cuando el horizonte de tiempo T tiende a infinito. Para
lo cual nos apoyaremos en el articulo Assymptotic arbitrage and large deviations de Follmer and
Schachermayer [2008] el cual vamos a desarrollar en gran detalle de la siguiente manera.

Estructura

En el Capitulo 1 veremos conceptos preliminares que utilizaremos en capitulos posteriores,
como lo son arbitraje asintético fuerte, desviaciones largas. También definiremos la medida de
equivalencia Q la cual vamos a ocupar a lo largo de este trabajo. Definiremos el espacio en el
cual vamos a trabajar y enunciaremos dos teoremas que serdn de gran importancia para llegar
al resultado que nos interesa, es decir, saber que condiciones se tienen que cumplir para que se
tenga un crecimiento exponencial para la riqueza terminal Xp dado un horizonte temporal.

Para el Capitulo 2 veremos que condiciones debe de cumplir el proceso de precios de los
activos riesgosos S para que se admita arbitraje asintético. Después daremos la relacion entre ar-
bitraje asint6tico fuerte y la optimizacién del portafolio para la utilidad de potencia U(z) = Lz

con a € (—o0,1) \ {0} ¢

En el Capitulo 3 veremos que un proceso de precios no trivial permite arbitraje asintético.
Aqui se demostrard el Teorema 1.6 que da las pérdidas maximas de capital que se pueden tener
en el portafolio de inversién ademds da un estimado para que la probabilidad de que el valor
del portafolio X7 tenga un crecimiento exponencial. También se relacionara arbitraje asintético
con la teoria de desviaciones largas.

Como el proceso geométrico Ornstein-Uhlenbeck es reversible a la media, es decir, si los val-
ores del modelo estan por arriba o por debajo de la media, conforme pase el tiempo estos valores
van a retornar al valor medio. Ademds de ser un proceso estacionario, es decir, que para calcular
los valores del proceso debemos suponer que estos son constantes. Entonces en el Capitulo 4
tomaremos a S; = exp(Y;) donde Y; es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Ademds vamos a
definir el Principio de Desviaciones Largas, donde veremos su aplicacién con un ejemplo. Lo
anterior nos servird para demostrar una versién mas general del Teorema 1.7 que es el Teorema
4.8, donde veremos que condiciones se deben de cumplir para que el valor del portafolio no
tenga un crecimiento exponencial. Finalmente se va hacer una comparaciéon con el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck del Teorema 4.8 con el caso mas simple del modelo de Black-Scholes.

Las funciones de utilidad HARA (para mds informacién revisar Apéndice B), tenemos que la
tolerancia al riesgo presenta un comportamiento lineal con la riqueza del portafolio. Esta familia
de funciones de utilidad (HARA) incluye a las cuadraticas, logaritmicas y la de potencia, ademas
presentan mayores cambios en el nivel de satisfaccién por cambios en el nivel de riqueza. Por
lo tanto en el Capitulo 5 se va hacer el cilculo de la estrategia 6ptima, proporcién optima y
utilidad maxima esperada para cada una de las utilidades HARA, para el caso especial donde S
estd dado por un proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck que se describird en el Capitulo 4.
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También en la Observacién 5.9 se vera la funcién de utilidad %p(z) que se tiene cuando S no
estd generada por los precios descontados.

Introduciremos el equivalente de certeza que no es més que frente a cualquier opcidn riesgosa a la
que se haga frente, siempre serd posible especificar un valor seguro que tenga el mismo valor que
la perspectiva riesgosa, a lo que llamamos Equivalente de Certeza (CE). Daremos el equivalente
de certeza con sus respectivas tasa de crecimiento para cada una de las utilidades HARA. Por
tltimo, utilizando programacién dindmica veremos bajo que condiciones la estrategia 6ptima de
la utilidad exponencial estd acotada.

Ya teniendo resultados importantes sobre que condiciones se deben de cumplir para que el
valor del portafolio tenga un crecimiento exponencial, entonces en el Capitulo 6 se presentaran
simulaciones para ilustrar los resultados del Teorema 4.8. Ademds como en el Capitulo 5 vimos
resultados muy relevantes para las utilidades HARA, entonces también se hardn simulaciones
para el caso particular de la utilidad logaritmica.
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Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos por definir que es una semimartingala

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico S = (S¢) es una semimartingala si S puede descom-
ponerse como

S=5+M+ A

donde Sy es un valor finito, M es una martingala local (Apéndice A, Definicion A.3) y A es
un proceso adaptado con variacion finita. ([Jacod and Shiryayev, 2002, pag. 43]).

Consideramos un espacio de probabilidad (Q,]—" , (Ft)(tzo),P), donde P es una medida de
probabilidad con respecto a un movimiento browniano estandard (W);>o € RY, sea S =
(St)i>0 € R? una semimartingala que modela el proceso de precios de d activos con riesgo y
un horizonte infinito 7' (para una exposicién sistemdtica de la clase de procesos semimartingala
consultar referencias clasicas como Jacod and Shiryayev [2002] o Protter [2005]).

Denotemos mediante H la clase de procesos estocdsticos predecibles (revisar Capitulo A
Definicién A.1). Recordemos que dicha clase estd conformada por todos los procesos estocdsti-
cos interpretados como variables aleatorias de © x [0,T] a R? que son medibles con respecto a
la o-algebra predecible. Sea H- S la integral estocistica de H con respecto a S.

En el modelo estocéstico del mercado financiero, se supondré incluido un bono libre de riesgo
normalizado By = 1, es decir, lo consideramos en términos de los precios descontados S. Para
un horizonte finito fijo T', sea K7 el conjunto de reclamos contingentes alcanzables:

K = {(H-S), |H € H} .

Para los fines de este trabajo utilizaremos el concepto de arbitraje asintdtico fuerte intro-
ducido por Kabanov and Kramkov [1998] en el cual podemos variar el horizonte temporal T'.
Tenemos la siguiente definicién



Definicién 1.2. El proceso S = (S;),~, permite un arbitraje asintdtico fuerte si para € > 0
existe un horizonte finito T y X1 € K7 que satisface:

(i) X1 > —e casi sequramente, y

(ii) P Xr > e l>1—e

La definicién anterior nos dice para la condicién () que la pérdida maxima para la estrategia
de inversidon que produce la riqueza X7 en el momento T, es a lo més € y para la condicién
(44) nos dice que con probabilidad 1 — ¢, la riqueza X1 es por lo menos ¢ !, es decir, que hay
posibilidad de generar un capital considerable siempre que se alargue lo suficiente al horizonte 7.

En la siguiente hipdtesis vamos a definir los procesos y demés funciones que utilizaremos en
adelante.

Hipdétesis 1.3. El proceso S = (St)tZO € R? es una difusion definida en (0, F, (F;)i=0,P) tal
que existe una funcion de volatilidad:

o:RY — RN (1.1)
asi como un precto de mercado de la funcion de riesgo:

¢ : R — RV, (1.2)
Sea W un movimiento browniano, S satisface la siguiente dindmica

dSy = o(Sy) (dWy + o(Sy)dt) . (1.3)

Mis aiin, @(S;) toma sus valores en ker (0(S;))™, donde

ker(o) = {:1: eR¥:o(z) = ORde} .

Por dltimo asumimos que:

i t 1 t
7o = exp |- [ (ot = 3 [ loulian) (1.4
0 0

es una martingala estrictamente positiva, donde @, = ¢(Sy), (-,-) es producto interior y ||| es
la norma euclidiana en RY .

Como consecuencia al suponer que Z™™ es una martingala estrictamente positiva se tiene
por el Teorema de Transformacion de Girsanov [Revuz and Yor, 2005, Theorem 2.2] que para
cada T > 0 la medida Q?in € Fr definida por la derivada de Radon-Nikodym:

dQZH“HH _ rrmin

<L 7 (1.5)

es una medida de probabilidad equivalente a I’ en Fr tal que S = (S;)y; €8 una martingala

(local) con respecto a Qj”fm que es lo mismo que Z™"S es una martingala (local) con respecto
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Capitulo 1. Preliminares

a [P. Por lo tanto tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4. Z™"S es una martingala con respecto P si y solo st S es una martingala
min
local con respecto a Q77*".

Demostracion. Comenzamos con la implicacién de ida
Dada la Regla de Bayes (Apéndice A Definicién A.7) se tiene lo siguiente

1 1

ya que Z™"S es una P—martingala.

Por demostrar que Z™" S es una P—martingala. Aplicando integracion por partes (Apéndice
A, Definicién A.8) a Z™ S se tiene lo siguiente

(1) (2)
—— (3)

. t t ——
Zming — / st+/ Sz +Z.5), (1.6)
0 0
desarrollando la integral (1)

/Ot ZdS = /Ot Zo(Sy)dW,, + /Ot Zo(Sy)p(Sy)du

donde el primer término es una martingala. Para la integral (2), primero vamos a verificar que
Z™" es P—martingala

1 1
42 =2 (oW — GlloulPit) + 4 Zlpuldt = = Zipaw

Por lo tanto,
t ¢
/ SdZ = — / SZ(Su)dW,
0 0

es martingala con respecto a IP. Por ultimo para (3) se tiene lo siguiente

t
(Z,8): = —/0 Zpyo (Sy)du. (1.7)

La ecuacién (1.7) se anula con el segundo término de la integral (1). Por lo tanto la ecuacién
(1.6) la podemos escribir de la siguiente manera

meS =7 (O’(St) — S(,O(St)) th

es una martingala con respecto a P. O



También serd de gran interés conocer las probabilidades de eventos raros que son exponen-
cialmente pequenas y que estdn en funcién de un pardmetro, las cuales son llamadas desviaciones
largas. También hablaremos sobre el principio de desviaciones largas, que caracteriza el com-
portamiento de una familia de medidas de probabilidad {u.} € (X, B)! cuando e tiende a 0 en
términos de una funcién de tasa I. Estd caracterizacién se realiza a través de limites exponen-
ciales superiores e inferiores asintoticos en los valores que . asigna a subconjuntos medibles de
X. Revisar el principio de desviaciones largas en [Dembo A, 1998, p.5].

Una cuestién importante es comprender que caracteristicas del modelo de la ecuacién (1.5)
implica que hay un crecimiento exponencial de un portafolio alcanzable bien elegido, a medida
que el horizonte T" converge a co. Por lo que debemos imponer alguna suposicién sobre el precio
de mercado del riesgo. De hecho, si ¢ se anula, entonces el proceso S = (S¢),~, €s una martin-
gala local y no podemos ganar sistematicamente apostando a una martingala local. Por lo que
tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.5. Bajo la Hipdtesis 1.3, decimos que el proceso de difusion S = (Si),~, tiene
un precio de mercado promedio al cuadrado del riesgo por encima del umbral ¢ > 0 si el proceso
(lletl)e=0 satisface la siguiente estimacion:

b T
Th/r‘réoP [T/o lloe]|“dt < c] =0. (1.8)

Si existe ¢ > 0 tal que (1.8) es verdadera, decimos que S tiene un precio de mercado del
riesgo no trivial. Decimos que el precio de mercado del riesgo satisface una estimacion de
desviaciones largas, si hay constantes c1,co > 0 tal que:

1 17
lim sup = log (IP [—/ e ||2dt < c1]> < —co. (1.9)
T /> T T 0

La interpretacién para la ecuacién (1.8) es que el precio de mercado del riesgo en promedio
deberia estar alejado de cero a largo plazo. Este supuesto se cumple siempre que la difusién sea
ergddica con medida invariante p y si el precio de mercado de la funcién de riesgo ¢ no es 0 en
W casi seguramente, ya que la ergodicidad implica

1 (T
lim / ||<pt||2dt:/ l(x)]|?p(dz) en P casi seguramente.
T/OO T 0 Rd

La suposicién de la ecuacién (1.8) es, por supuesto, mas débil que (1.9), pero es suficiente
para deducir las siguientes estimaciones que se demostraran en seccién 3 del Capitulo 2.

ldonde X es un espacio métrico y B es la o-dlgebra de borelianos.
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Capitulo 1. Preliminares

El teorema anterior nos dice que, si un precio de mercado del riesgo no trivial estd dado por
la ecuacién (1.8) significa que hay arbitraje asint6tico; mas atin, obtenemos estimaciones expo-
nenciales para la pérdida méxima que es el inciso (i), para (i7) tenemos que con probabilidad
1 — € la riqueza terminal X7 es al menos €727

En el Capitulo 4 ilustraremos la situacién del proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck, el
cual estd definido por:

St = exp(Yt) (1.10)
donde (Y3)t>0 denota un proceso de Ornstein-Uhlenbeck definido por:
dY; = —pYidt + odWy, Yo = yo, (L.11)

para constantes o > 0, p > 0y yo € R. El precio de mercado del riesgo ¢; = ¢(S;) estd dado
por

o

5

Si tomamos a S; como un proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck el Teorema 1.6 se podria
reescribir de la siguiente manera.

pr = —£Yt+
ag







Capitulo 2

Arbitraje Asintéotico y Utilidad de
Potencia

En este capitulo demostraremos una serie de proposiciones en las cuales veremos cuando
un proceso de precios (S)i>0 € R? admite arbitraje asintético fuerte, ademds de relacionar la
optimizacion dindmica del portafolio con la utilidad de potencia.

Comenzamos con una caracterizacién dual de la nocién de arbitraje asintético. En esta
proposicién tomamos el horizonte T como fijo.

Demostracién. Comenzamos por demostrar (a) = (b)
Tenemos del inciso (a) propiedad (iz) que si

Br ={Xr >1—¢e} entonces P[Br]>1—c¢.
Tomamos el complemento de Br, que es el conjunto
AT={XT<1—€2}

7



asi que P[Ar] < €.

Ahora tomemos Q € M5, como X7 € Kr tenemos que Eq {Xr} < 0, debido a [Delbaen
and Schachermayer, 1994, Teorema 5.7].

Ya que X7 cumple la propiedad (ii) del inciso (a), la podemos escribir como:
Xrly, + XT]-ACT > —ely, +(1— 62114%).

Aplicando esperanza respecto a la medida Q, obtenemos

Eq[Xr] > —eEq[la,]+ (1 —e)Eq[lag]
= —eQ[Ar] + (1 — e2)Q[A7].

Lo anterior lo podemos escribir de la siguiente manera

(1—-€)Q[\ Ar] — 2Q[A7] < EqQ[X7] < 0.
Por lo tanto Q[Ar] > 1 — €.
Ahora vamos a demostrar (b) = (a)

Si Ap satisface (b) entonces:
Xp = —e2la, + (1 —€2)lo\ Ay,

tenemos que la ecuacién anterior tiene las propiedades (z) y (i) y ademas satisface que Eq[X7] <
0 para cada Q € M%(S).

Aplicando de nuevo el teorema de la supercobertura [De}baen and S(::th::hermayer, 1994, Teo-
rema 5.7], vemos que X7 estd dominado por un elemento X7 € K7 y X hereda las propiedades
(1) y (79), yaque X > X1 > —eg y ademds P[X > X7 > 1—e3] > 1 —¢;. Por lo tanto se obtienen
(a). O

En el siguiente resultado relacionamos el arbitraje asintético fuerte con la optimizacion

dindmica del portafolio para una cierta clase de funciones de utilidad de potencia U(z) = %



Capitulo 2. Arbitraje Asintético y Utilidad de Potencia

Demostracion. Comenzamos por demostrar (a) = (b)
Dado z > 0y sea 0 < € < 7. Si X7 € Kr satisfacen (i) y (i) de la Definicién 1.2, tenemos lo
siguiente:

[U(z + Xr)]
[U(x+XT)1{XT<%} + U($+XT)1{XT>%}]'

ur(x)

> E
o ® (2.1)

Ahora por la condicién (i) de la Definicién 1.2 tenemos que z + X7 > o — ¢ y como € < §

entonces £ — e > % Por lo tanto en el evento {XT > %} tenemos que z + X7 > % ya que x > 0.

Entonces con lo anterior, en la ecuacién (2.1) obtenemos lo siguiente:

T 1
ur(e) > B [U (3) Lraty +U (‘) 1{@%}]
T 1 1 1
= U(—)IF’[XT<—] +U(—>]P>[XT>—]
2 € € €
z -1
> — .
> U (2) +U (6 )
Ahora bien lim, o (eU (%) +U (6_1)) = 0, por lo tanto limy s ur(z) = 0.
Por demostrar que (b) = (a)
Supongamos que hay un z > 0 tal que limy s, ur(z) = 0. Por lo tanto, podemos encontrar

X1 € Kr tal que

Xr>—-z vy TI%OE[U(fE‘FXT)]:O-

9



Sea € > 0 y aplicamos la Desigualdad de Tschebyscheff A.4 en P [XT < “72] obtenemos lo
siguiente

P[Xr<aze?] = P[U(z+Xr)| > |U (2 +aze?)|]
< U (e +ae )| HEU (@ + X1))|-

Tomamos un 7, > 0 tal que

P [XT > xe_g] >1—e

Donde T > T, y X7 > —=z, por lo tanto podemos concluir que: GXTT satisface la Definicion

1.2. O

La proposicién anterior es un resultado que solo dos da las propiedades que se deben cumplir
para que (St);>0 permita un arbitraje asintético fuerte. Para obtener resultados sobre la veloci-
dad de convergencia de ur(x), nos enfocaremos en el caso de la utilidad de potencia que es

U (x) =

xOé
—, —oco<a<
«

y su funcién conjugada V (y) = sup,- [U(O‘)(:L“) — :L“y] , y >0, estd dada por

8
V(y) =VP(y) = —%, con f= ai -

€10,1[.

Ahora escribimos la funcién primitiva y dual, para la utilidad de potencia

@)= sup E[U%z+Xr)], >0
XreKr

Gy = inf Blv® (4,99

vy (Y) ot o [V <ydp ,y>0.

Tenemos que

ugfv)(w) = cTU(O‘) (a)(z), paraalgun 0<er <1

1
U(Tﬁ)(y) =& VP(y), con & =cllt.

(comparar con Kramkov and Schachermayer [1999]).

Para la siguiente proposicién tomamos el horizonte T fijo.
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Capitulo 2. Arbitraje Asintético y Utilidad de Potencia

Demostracion. » Para (a)

(1) & (')

De la Proposicién 2.1 se tiene directo la demostracién.

(i34) < (dd")
Sea € > 0, ug,?‘) (z) > eU(z) y ¢ € [0,1] entonces cU%(z) > U%(z), <

Viy) = il;g[U“(w)—xy]

> sup EU“(ﬂﬁ) - xy]

> Ssup [U%(2) - Say]
C x>0 Cc

- (e
1 B
= =" (D)

OR

- (9" 'vw (22)

€
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para lo anterior tenemos

Por definicién « € (—o0,0) entonces

1 1 1 11
Cﬁ_ C* — ca—-l¢—a+l = ca-1l¢g a—1 = 07

multiplicando a (2.2) por ¢* y con lo anterior obtenemos

> <9)/H Viy)

€
1
= 657,1‘/(?/)

= V()

1

= €lFV(y).

'V (y)

Por lo tanto se obtiene (#ii").

» Para (b)
(i") = (i)
De (i') tenemos que se cumple (iz). Ya que para cada V Q € M%(S) hay un A € Fr y por
la Proposicién 2.1 se tiene que: P[A] < e1 y Q[A] > 1 — e9. Para (ii) = (') sea verdadero,
tenemos que pedir que M%(S5) = {Q}

» Para (c)
(i1) = (iii') si e > 2'Fmaz (61,6‘;'). Fijamos Q € M$%.(S) y el conjunto correspon-
diente A € Fr que satisface P[A] < €1 y Q[4] > 1 — €2 como en (ii). Tomando valores
muy pequenos para €j, €, podemos suponer que: P[A] = ¢, y Q[A] = 1 — ey entonces
€1, € € [0,1]. Y por lo visto en (a) es suficiente para probar (i4i).

Por la desigualdad de Jensen [Williams, 1991, p. 88] se obtiene que:

o v (B)] - -5 |(%)
g ‘;E[“@[ﬁ])ﬁ“ﬂ\f“(%[g\\ﬂy
_ _;[G}—ﬂ(l—eg)5+(1—el)1‘ﬂe§} (2-3)

y €Omo
e%_ﬁ (1— eg)ﬁ < ei_’g < mix (61_6, eg)

(1— 61)17ﬁ€§ < 65 < méx (eifﬁ,eég)

12



Capitulo 2. Arbitraje Asintético y Utilidad de Potencia

entonces sustituyendo lo anterior en la ecuacién (2.3) obtenemos

d 2 _
E[V(ﬁ) (d?”)] = —Emax(e% ﬁ,eg).

Como la anterior desigualdad es cierta para todo Q € M5.(S) entonces:
’U;ﬁ)(l) > 2max (61_5,65) v (1).

Utilizando ‘alﬁ = a;_ll =1— f, entonces:

1 1 la]
el > 2méx (G{Q-H,EQW-H
. 1—-
= Zmax(el 5,65).

Entonces,

Por lo tanto, concluimos (7i7').

Para (d)
Sean ¢, €1, €5 que satisfacen ¢ < 616'2(1‘. Por (ii1) hay un Xp € K tal que
o]
E [U(O‘) (e2 + XT)] > U@ (ep) = 2
o

Claramente X7 > —eg por Proposicién 2.1. Para demostrar (i) falta mostrar que P[ X7 > 1 — eg] >
1 — €;. Usando la desigualdad de Tschebyscheft A .4, se tiene lo siguiente:

E U (e + X7)| <P[X7 < 1 - ] U (1),
por lo tanto,
€5

1
—e= 2 P[X7r <1— €] (—) ,
o 1o

61>IP[XT<1—62].
]

Observacién 2.4. Las afirmaciones (i') y (ii) anteriores solo difieren en el orden de los cuan-
tificadores, de modo que solo tenemos la implicacion trivial (i') = (44) asi como (ii) = (i') para
el caso donde MS5.(S) tenga solo un elemento.

Algo que también podemos resaltar de la Proposicion 2.3 es que también se tiene que (ii) =

(') en el caso incompleto, siempre que se reemplacen las constantes €1,¢€3 en (i') por constantes

mdas grandes €1, €x. Por ejemplo, podemos elegir €, = 2”‘""61/2, € = 6%/2, donde o € (—0,0)

| ol

satisface e; = ey . De hecho, para €1,e3 > 0y a € (—00,0) tal que €1 = €, ', tenemos (ii) = (iii')

st dejamos que € = 21+|0“61. Entonces tenemos que € < €169

lof — 21+‘a|€}/26%/2 tal que obtenemos

(113) = (i) < (i), si se usan en (i) e (i') las constantes €1, €3 en lugar de €1, €a. En resumen,
podemos revertir los cuantificadores en el enunciado (i) provisto de constantes algo peores.
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Capitulo 3

Estimaciones para el arbitraje
asintotico

Ahora mostraremos condiciones de regularidad adecuadas para el proceso de precios con un
precio de riesgo de mercado no trivial, es decir, vamos a demostrar el Teorema 1.6. También
mostraremos como estas estimaciones pueden ser refinadas si el precio de mercado del riesgo
satisface una estimacién de desviaciones largas.

Sea S un proceso de difusiéon que satisface la Hipdtesis 1.3 y recordemos la medida de

martingala minima QF® para (S;)oci<r definida a través de ecuacién (1.4). De Follmer and

Schweizer [1991] se desprende que para una medida de probabilidad Qr € M$.(S) existe un
proceso predecible (14)o<i<r tal que la densidad Z7 = % estd dada por:

Zp = exp [ /0 ' (-wtth _ W;”th)] (3.1)

donde 1, — ¢y estd en el kernel de o(Sy), es decir, o1 = o entonces o(1p) —p) =0, VO <t < T.
Por lo tanto, ¢; es ortogonal a ¢y — ¢y (¢ € (ker o)), entonces |9 =|l¢:l-

Proposicién 3.1. Supongamos que (St)i=0 satisface la Hipdtesis 1.3 y tiene un precio de
mercado promedio al cuadrado del riesgo por encima del umbral ¢ > 0. Parae >0y 0 <y < §
existe un Ty > 0 tal que, para T > 0 la condicién (i1) de la Proposicion 2.3 se cumple con
e=¢€ yer=e L, es decir, para cada Q € M%(S) hay un Ar € Fr tal que

PlA7] < € Y QAT] > 1— e .

Demostracién. Fijar 0 <y <% < § y encontrar Tp > # tal que, para T > Ty
P 1/T|| Pt < 27| < & (3.2)
T 0 2 &Y % 2 .

Para Qp € M5%(S) sea un proceso (1)oct<r € RY como en (3.1) y asf:

T
Qr _, _ exp [/ (—«ptth - HthH?dt)] .
0

dP

15



Definimos el tiempo de paro 7 como:

t
7 = inf {t € [0,T]|/ b || ds > 2%} AT.
0
Para la variable aleatoria
B, = / By,
0

y por la isometria de It6 tenemos que

( I wtdwt)g = [ P

de la ecuacion (3.2) se infiere que [ ||¢h]|*dt < 25T entonces

1B, [2:5) < 24T
entonces utilizando la desigualdad de Tschebyscheff’s A.4 tenemos
2% €

—1 €
G- 7)2T < 5 (3.3)

Z,; = exp [/T (—qptdwt - ||¢2t||2dt>]
0

se obtiene de (3.2) y (3.3) que:

P[B-| > (¥ —NT] <

Para

T 2
P[Z; > exp(—T)] = P [—BT —/ Wé” dt > —'}/T]

0

o lwl?
< PIB > (7 —7T]+DP 5 At >AT

0
< £.°¢
~ 2 27
dejando Ar = {Z; > exp(—T)} entonces P[Ar] < e y Qr[AS] = E[Z, A% < e T, O

Por lo tanto ya tenemos todo listo para la demostraciéon del Teorema 1.6 que para comodidad
del lector lo enunciaremos nuevamente

Teorema. Sea S = (S;),~, un proceso que satisface la Hipétesis 1.3 y que tenga un precio
de mercado promedio al cuadrado del riesgo por encima del umbral ¢ > 0 como en (1.8).
Entonces, para € > 0,71 + 72 < ¢/2 y para T lo suficientemente grande, existe Xp € Krp tal
que:

16



Capitulo 3. Estimaciones para el arbitraje asintotico

Demostracion. Sea ¢ > 0 dada por la ecuacion (1.8) y por la Proposicién 3.1 tenemos que para
cualquier e; > 0y es = e~ %', donde 0 < d < $, la condicién (4¢) de la Proposicién 2.3 se satisface
para 1" suficientemente grande. Fijando € > 0y v, 71, y2 cumplen lo siguiente 0 <y = y;+72 < §.
Fijamosund>000n'y<d<%yseau:dTTVE (0,1).

Procediendo como en la Observacién 2.4, se escoge Tj tal que para T' > Ty la condicién (i7)
de Proposicién 2.3 cumple que:

e\ 1/n —dT
e =1z e=e 4.
= (5) y oo
Definiendo ap € (—o0,0) para

€ = e|2aT|
se tiene que |ap| — 0 cuando T — oo. Se puede suponer que Ty se elige lo suficientemente
grande tal que 21Tl <3, para T > Ty,

~ ~ 1— .
Sea €1 =3e =€ y 2 =€, ", se tiene que:
~ o~ 1—p)|a
6162\0@\ = 3611ﬁ65 ) er|

1 ‘ aT
= 3¢ > 2Mlorl mgx (61,6‘2 |) )

Por lo tanto de la Proposicién 2.3 la condicién (ii7) que dice: ugfx)(:z) > U™ (z), para toda z > 0
se cumple cuando € = 3¢;. Por lo tanto se puede concluir que la condicién (i) de la Proposicién
2.3 se satisface, es decir, hay un (€1, é3)—arbitraje para el par (€1,é) = (e7 e‘d(l_“)T). Notar
que: d(1 — p) > v existe X7 € K tal que:

(i) X7 > —ed(1-p)T

(i) P[Xr > 1—ed0-WT] > 1 -

Ya que d(1 — p) —y1 > 2, se ve que el reclamo contingente XT = e(d(l_“)_’“)TXT € Kp
satisface, para T > Ty suficientemente grande,

(1) XT > —e T
(ii) P [XT > e'sz} >1—e
O

Por lo tanto podemos ver que con probabilidad muy cercana a 1 nuestro portafolio X tiene
una riqueza que crece exponencialmente siempre que el horizonte temporal 1" tienda a infinito.
En el siguiente corolario daremos la minima riqueza que se tendra para un portafolio con utilidad
logaritmica.
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Corolario 3.2. Sea S = (St)t>0 un proceso que satisface la Hipdtesis 1.3 y que tenga un precio
de mercado promedio al cuadrado del riesgo por encima del umbral ¢ > 0 como en (1.8). Para
cualquier capital inicial © > 0, emisten reclamos contingentes Xp € Kr tal que la riqueza
minima que se tendrd serd por lo menos 5, es decir:

1 c
lim inf — E|l X7)] > =
fminf 7 log(z + X7)] > 3

Demostracion. Por el Teorema 1.6 se sabe que para y1 = 0 y 2 < § se puede encontrar que
para € > 0 y T suficientemente grande Xpr € K7 con

(i) Xr>-1
(i) P[Xr > e?T] > 1—e

Para 0 < @ < z tenemos lo siguiente
TE[IQg(.ﬁE + O[XT)] 2 Tﬁlog(l' — Oé) =+ f(l — E) log(:l; + OZGWQT),

Por lo tanto,

1 c

~EBllog(z +aX)] > (1-n > 5,
para T suficientemente grande, se obtiene el resultado. O

El Teorema 1.6 es valido bajo la ecuacién (1.8) de un precio de riesgo de un mercado no

trivial. Si reemplazamos este supuesto por la estimacién de desviaciones largas mas fuerte de
la ecuacién (1.9), esperamos un resultado més fuerte, es decir, el término P[X7 < €7T] en la
afirmacién (47) del Teorema 1.6 deberia decaer exponencialmente cuando el horizonte temporal
T tienda a infinito.

Sea (St)¢>0 un proceso de difusién de dimensién d que cumple con la Hipétesis 1.3, y supong-
amos que S es ergédica (Revisar Apéndice A, Definicién A.11). Asi, las distribuciones empiricas

1 T
pr(w) = T/o 05, (w)dt

convergen débilmente en P casi seguramente a la tinica distribucién invariante (Revisar Apéndice
A Definicién A.12) u de S. Normalmente, las distribuciones empiricas satisfacen un principio
de desviaciones largas de la siguiente forma

%log Plor € A= - il 1(»), (3.4)
con alguna funcién de tasa I definida en el conjunto convexo Mi(R%) de las medidas de proba-
bilidad en R?, donde (3.4) debe leerse como un limite superior para el limsup del lado izquierdo
si A es un subconjunto cerrado de M;(R?) y como limite inferior para el lim inf si A es un con-
junto abierto. En algunas condiciones de regularidad, el precio de riesgo del mercado satisface
las desviaciones largas estimadas en (1.9)

lim —1 P / || ||2dt< < —
1 RS NS 5
v 0og . Dt C1 C2
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Capitulo 3. Estimaciones para el arbitraje asintotico

para algiin ¢; < [|lp(x)|*pda con

¢ := nf {uu)\ / @) Pdutz) < } >0,

debido al principio de contraccién (ver [Dembo A, 1998, p.126]). En tal situacién, uno debe
esperar una caida exponencial de las probabilidades

P[Zr > e ]

y una correspondiente versiéon exponencial de las estimaciones en el Teorema 1.6, asumiendo
ahora la singularidad de la medida martingala localmente equivalente Q. Sin embargo, esto
implicard un ligero refinamiento del principio de desviaciones largas en su forma clasica (3.4).
Hagamos el argumento para el caso unidimensional. En efecto,

T T
1
IP[ZT>NT]=P[/ wtth+2/ ﬁdtgw].
0 0

Por la Férmula de Ito se tiene
T T
dS;
o dWy = / o ( - wtdt)
/0 0 o(St)

= /OTf(St)dSt—/OT@?dt

T T
= F(S1) - F(S) — /0 F(S1)0%(S1)dt — /0 S(S))dt,

donde, f(x) := %, asumiendo que f € C! y tomamos a F € C? tal que F' = f. Asi
1 (T
Plzr> ) = PRS0 - F(so) [ n(sde <]
0
1 I
= PGPS~ Fsi) — 5 [ hador(z) <]

definimos h(z) := f'(x)o?(x) + ¢?(x). Con una estimacién exponencial de la forma

1
lim sup — log P [ZT > e_'yT] < 0.
T /oo T

Para v < —% [ hdp si tenemos un principio de desviacién larga conjunta para las variables
aleatorias (%(F(St) — F(S0)), pr) € R! x M1(R%) donde M;(R?) es un conjunto convexo de
las medidas de probabilidad en R?. M4s concretamente, para las variables aleatorias

1 1

T
FEE) = Fs0) =3 [ ha)dpr (o).

Tlustraremos este enfoque mediante la. demostracién de estimaciones exponenciales explicitas
para el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck.
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Capitulo 4

El proceso geométrico de
Ornstein-Uhlenbeck

En el presente capitulo consideraremos el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck y dare-
mos una versién mas fuerte para las estimaciones del Teorema 1.6. comenzamos con el caso mas
simple

Sy = exp(Yy), (4.1)
donde (Y}):>0 es el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck definido por
dY, = —pYdt + cdW, Yo = o,
con parametros p, o > 0 y condicién inicial yy € R.

El proceso S = (S;)i>0 definido por la ecuacién (4.1) satisface la ecuacién diferencial es-
tocastica,

2
s, = St[—pY}dt+oth]+St%dt

= sl (-7 )] »

o

Para un horizonte temporal fijo T, la tnica medida martingala equivalente Q en Fr para el
proceso S estd definida por

dQ

dP

= ZT
Fr

Tl 2 1 Tl 2\ 2
ZT::eXp</ (pY;—U)th—/ 2(@@—") dt | . (4.3)
0o O 2 2 0o O 2

En otras palabras la dindmica de S bajo Q toma la forma

donde

dS, = 08, dWR,
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con T/VtQ un movimiento browniano bajo Q,definido por

t 1 2
wR = Wt—/ - (m-") ds
0 g 2
1 2
= = (Yz —yo+ Ut) . (4.4)
o 2

Desviaciones largas

En este modelo especifico podemos describir las desviaciones largas de una manera mas ex-
plicita. Primeramente necesitamos ver que debe de cumplir la funcién de tasa, lo cual definimos
a continuacién.

Definicién 4.1. Una funcion de tasa I es un mapeo semicontinuo inferior I : X — [0, 00)
(tal que Ya[0,00), el nivel establecido Vi(a) := {z : I(z) < a} es un subconjunto cerrado de
X ). Una buena funcién de tasa es una funcion de tasa para la cual todos los conjuntos de
niveles Wr(a) son subconjuntos compactos de X. El dominio efectivo de I, denotado por Dy,
es el conjunto de puntos en X de tasa finita, es decir, Dy := {z: [(z) < co}. Cuando no se
produce confusion, nos referimos a Dy como el dominio de I [Dembo A, 1998, p.4]).

Ahora enunciaremos que se debe de cumplir para que una funcién de tasa cumpla el Principio
de Desviaciones Largas en la siguiente definicién.

Definicién 4.2. Principio de desviaciones largas.
{1} satisface el Principio de Desviaciones Largas si para todo conjunto F € R se cumple que

— inf I(x) <liminfelog p(F) < limsupelog p (F) < — inf I(z). (4.5)
zeF° €0 €0 zeF

Donde F° conjunto abierto y F conjunto cerrado.

Para entender mejor lo anterior, veremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3. Sean X1, Xo,---, X7 una sucesion de variables independientes e idénticamente
distribuidas, que se distribuyen como una normal estdndar y consideramos la media dada como

ST = jl Z?:l X;.

Para cualquier 6 > 0 tenemos que
lim P[|Sr| > 6] =0.
Jmn P[Sr] = 0]
Para algin conjunto cerrado A C R

1 N
limsup . log P [VT'Sr € A| < - inf I(y)
T/ 00 1 yeA
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Capitulo 4. EI proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck

y para algin conjunto abierto B C R

il > —
llII}Hlf logP {\/»ST € B] ylg]gj( Y).

Sea € >0, Ac :={y|d(y, A) < €}, para T lo suficientemente grande. Asi

_ 1 ~
T o 7 1o P (VTS € ] < - nf 1(y),

para A cerrado y € > 0 arbitrario, por lo tanto

_ 1 N
[ oo 7 log P [x/TST € A} <~ il I(y) (4.6)

Para el limite inferior tenemos que para algin ¢ > 0, B := {y|d(y, B) < €}, para T lo suficien-
temente grande. As{

1 A
TIL%O T log P [\/TST € B] - y1€nl£5 I(y),

para B abierto y € > 0 arbitrario, entonces

1 ~
lim —logP |VTSr € Bl > — inf I(y). 47
Jim 7 log [fT ] inf Iy (y) (4.7)

Para yo > —%2 y A= [y, 0) y los limites (4.6), (4.7) implican que
1 ~
lim —1ogP [VTSr > yo| = —I(yo).
Jim 7 logP |VTSr > yo (y0)

por la igualdad anterior tenemos lo siguiente

A 1 z?
i > = — _— .
Th/r‘go]P)HST| B 5] \/%/Aexp |: 2 :| du

P[|§T|>a_1—m/ [ ]da:

lim —1 P[|S7| > 0] = ”
T oo T BT LUPTE =00 = =7

Entonces
por lo tanto

Ahora vamos a poder definir explicitamente para el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck
el principio de desviaciones largas, en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.4. Para algin v € (0, %2 A ﬁ), el conjunto Ap := {ZT > e_VT} satisface

QA7) >1—e T (4.8)
Y
2
1 (% —7+ ﬁ)
lim —logP[Ar] = —~——F5——"—". (4.9)
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Demostracion. Claramente

QA5 = Q[Zr <] = / ZpdP < e
{Zp<e=T}

entonces

Q[Ar] > 1-e7.

queda demostrada la ecuacién (4.8). Para demostrar la ecuacién (4.9), utilizamos (4.3) y la
reescribimos de la siguiente manera

1 T 0.2 1 P p2 T 0_2 ) T
0 0 0
T 2 T 2 2 T
1 o p o p 9
= — | pYe — — | dY4 =Y |pYs — — |dt— — Y/ dt
O G K A i S L A

o2 p [T
=1+ vd
g " 2/0 ‘

T 2 T 2
p 1 P 2 o
- L vy, - c(vr -V, v2di— 2
02/0 e Z(T 0)+202/0 t 8
2

p o
— ﬁfT_§T’ (4.10)
donde
{r = nr+Cr,
T p (T
nro= /YtdYt—l-/ Yidt
0 2 Jo
1 p [T
= (Y%—YOQ—JQT)JF/ Yidt
2 2 /o
o2
T = 5-(Yo—Yr).
(o= (- Yi)

Ademais hay que recordar que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es ergddico con distribuciéon

. . . 2 .
invariante, es decir, ¥ ~ N (0, g—p) esto implica que

¢r onr o2 po? o2
lim = =1lim —=—-——+=—=——P—c.s. 4.11
T T Treo T 2 T, Ty O (411)
Para las desviaciones largas aplicamos [Florens-Landais and Pham, 1999, Teorema 2.2] (con
6o = —p, 0 = —5, y la extensién directa al caso o # 1) y vemos que las variables aleatorias -

satisfacen el principio de desviacién largas, donde su funcién de tasa es:

2p(0‘1’7+%)
(y) — 20%+1 Para y > —02
o0 Para y < —”72

es decir,

1
limsup — log P [n—T € F} < — inf I(y)
T,/ > T



Capitulo 4. EI proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck

para algin conjunto cerrado F C Ry

hrr}mf— log P { € G] ;22]( y)

para algin conjunto abierto G C R.

El principio de desviaciones largas anterior con funcién de tasa I, puede aplicarse a las
variables aleatorias %T Ademais el término adicional {7 se distribuye normalmente con media
mp que converge a My, € R y las varianza a% que converge a o2, € (0, 00), implica que

h’/m —logIP’ [’CT’ > eop ] = h’m log

dy
Vv 27 el'op

1 o0 2
- T%Tzlog/o S

_1.p2 -2 b _L( _oweT

= lim —210ge 26T"T/ e~ 3 (F2welop!+u?) gy,
T/‘OOT 0

1 2 =2

= ll/r%oﬁloge ye?or”

62

T 9.2
20%,

Para &p tenemos lo siguiente

IP’[%CEF] < P[KT’>E]+P[?€FE]

< 2P [— € F]
para algun € > 0, F, := {y|d(y, F') < €}, para T lo suficientemente grande. Asi

17 £T
hmT/oo log P [ er yléllg I(y),

para F' cerrado y € > 0 arbitrario, por lo tanto

7 fT
e < .
hmT/OO log P [T eF| < y1161£ I(y). (4.12)

Para el limite inferior tenemos que para algun ¢ > 0, G, := {y|d(y, G) < €}, para T lo suficien-
temente grande. Asi

&r
li —1 P|l=ed — inf [
T T 08 [TE Jnf 1),
para G abierto y € > 0 arbitrario, entonces
1 &r
lim —logP | = > f I(y). 4.13
i poer | ec] > i o)
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Para yo > —%2 y F :=[yo,00) y los limites (4.12), (4.13) implican que
1 &r
lim —logP | > = —1I(yo).
A 7 log [11 yo] (0)
Con la igualdad anterior ya podemos calcular (4.9) de la siguiente manera

P[Zpze] = P

para v € (0, %2 + %) entonces

1 _ 1 &r _ o? (o
lim —logP[Zr>e ] = lim —logP |2 > — [ =— —
Jim_ 7 log (70 > ¢ ] T%OTOg[ p( !

O

Ahora ya podemos demostrar el Teorema 1.7, més ain demostraremos la siguiente versién
més fuerte.
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Capitulo 4. EI proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck

Demostracion. Ya que Q[AS] < e 7Ty por (4.8) la constante ar definida por (iii) satisface
1
Q[Ar]’

por lo tanto ar < e 1T para T grande si yo < 7 — 1. Ahora consideramos los reclamos

ar < e~ (y=1)T

contingentes
T
XT = 671 1A‘1’; - aTlAT-

Claramente X7 > —ar y

Eq[Xr] = e"TQ[A%] - arQ[4r] (4.14)
sustituyendo ap como en (iii) se tiene que
_ 1T cl _ 1T Q[A%] _
Eq[Xr] = e QA7 —¢ QlAr] Q[Ar] =0

entonces X7 € Kp. ademdas que
{Xr < e} = Ar
para T suficientemente grande, la parte (47) del Teorema 4.5 se deduce de ecuacién (4.9). Para

verificar la optimalidad de la tasa de convergencia en (i7) bajo la restriccién (4i7), se toma una

sucesion de reclamos contingentes X7 € Ky tal que X7 > —ap, por lo que el correspondiente
conjunto A7 := { Xy < "7} satisface que

Q [A%] (e +ar)—ar = e7Q [/pr} —ar(l—Q [[ICT])
— 17Q [ACT} + (~ar)Q [AT]
Eo [XT] <0, (4.15)

IN

para hacer una comparacion de Q [ACT} y Q[A%], de la ecuacién (4.14) se tiene lo siguiente

0 = e""Q[Af] - arQ[A7]
e Q[AT] — ar(1 - Q[AF))
T QIAF] — ar + arQ[AF]
entonces despejando Q[A7] tenemos que:
Q[Af)(ar +eT) = ar

cl _ ar
Q7] = (4.16)

y de las ecuaciones (4.15) y (4.16) obtenemos lo siguiente

ic ar _ c
Q[45] < 7 = Q).
El lema de Neyman-Pearson A.5 nos permite concluir que
P [/ICT] < P[AS].
En particular, las probabilidades de deficit (en inglés shortfall probabilities) P {XT < e'YlT} =

P [AT} no puede decaer a una velocidad mayor que la descrita por (i7). O
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Observacidon 4.6. Haciendo un andlisis del Teorema 4.5 podemos notar lo siguiente:
Para la constante ap definida en el inciso (iii) vemos que satisface

17— 1 1, 1
limp o T logar = v +limy »e T log Q[AT],

como Q[AS] < e T entonces tenemos que

1
hmT/xooflogozT < —(y—m). (4.17)

Ahora si refinando mds las estimaciones de desviaciones largas para Q[AS] producen mejores
tasas para la convergencia de ar a 0.De hecho,

QA7) = Q[Fr <e ]
< eMTE, [Z;"}

= e*WT E]p [Z%—ﬂ]

para algin 1 > 0. El término Ep [Z%fn} pueden calcularse explicitamente, como lo veremos en

la Proposicion 5.6, que establece

1
limy poo 7 log QAT] < —(y + f(n))
con

0.2
f(n) = g(ﬁ—n)ﬂl—n) (8_7) .

: 2 . .
Ya que hemos asumido v < % + ﬁ, la funcion f alcanza su valor mdximo

2 2, 2 -1
o p o P
= —_— -_— - 0
f(n(v)) (8+4 7) (8+4 7) >
. -2
enn(y) = % (%2 + £ - ’y> y entonces podemos reemplazar la tasa y—-y1 en la ecuacion (4.17)

por la mejor tasa v —y1 + f(n(y)).

Observacién 4.7. Para versiones mds generales del proceso geométrico Ornstein-Uhlenbeck,
supongamos que el proceso de precio descontado es de la forma

St — eYt +ut

con algun pardmetro de deriva constante . En este caso, la densidad Z; de la medida martingala
equivalente estd dada nuevamente por la ecuacion (4.3), pero con pardmetros modificados

2 2
G=o+ ", ﬁzp(1+g)-
ag ag

Como resultado, la ecuacidn (4.9) en la Proposicion 4.4 sigue siendo vdlido, pero con & en lugar
de 0. La densidad Zy toma la siguiente forma

Tl 2 1 Tl 2 2
Zp = exp / (Y- (T +p th—/ — | PYr — Zovn)) ar
0o O 2 2 0 O 2
_ 2
= exp [ggT—UT], (4.18)
o 8
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Capitulo 4. EI proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck

donde
&r =nr +{r
~ oo
=% -vY
(r 2p( 0 — Yr)

La ley de los grandes nimeros de la ecuacion (4.11) sigue siendo vdlida para 5, y el principio
de desviaciones largas para 1 también se puede transferir a & de la siguiente manera
o

lim ~ 1o P[Zr>e ] = lim L ogP o (o
Tooe T 85 12T = TreT o0 |T = 5 g 7

o? (52
= —7(=(Z -
(5 (5-)
para’yG(O,%z—l—%).

Concluiremos este capitulo haciendo una comparacion del proceso geométrico de Ornstein-
Uhlenbeck descrito en el Teorema 4.5 y la Observacién 4.7 con el caso mas simple del modelo
de Black-Scholes.

Demostracion. Para T > 0, la medida martingala equivalente Z viene dada por

02
ZT = exp [—(pWT — 7T] .

29



Tenemos

o((z- )

para ¢ > 0 donde ® denota la funcién de distribucién para una variable aleatoria normal
estandar. Dado que WtQ := Wi + ot define un movimiento browniano bajo Q tenemos

2
QU] = Q|- <7 - £7]

_ q>(_<”+*")ﬁ>.
w 2
Nuevamente consideramos un reclamo contingente de la siguiente manera
Xr = e’“TlAcT —arla,.

Claramente, X7 > —ayp y Eq[X1] = 0 por lo tanto X4 € K. Tenemos
P [Xy < e”T] = P[Ag]

i 22
=P —<pW19+2T<7T]
- <,02
=P —¢W19<—2T+7T]
[ "
=P|-WR<—-(Z-1)7T
fe-(5-2)7]

(- (5-2))

Ya que limp o % log ® (—nTl/Q) = —% para algiin n € R, por lo tanto obtenemos

1 (% - 7>2
lim —logP [Xy < ] = - 2= %7
7 log P [Xr < e 2
Para « tenemos lo siguiente
1 1 Q[A7]
lim —1 = lim —log(en? =T
TP T T T T 8 ( Q[47]

1 (v ¢\’
) “‘2(w+z>

Aplicamos el lema Neyman-Pearson A.5 como en la demostracién del Teorema 4.5 por lo tanto
la, tasa de decaimiento en (ii) es éptima bajo la restriccién (7i7). O
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Capitulo 5

Estrategias optimas para el proceso
geométrico de Ornstein-Uhlenbeck y
las utilidades HARA

En este capitulo vamos a calcular la utilidad méxima esperada
up(z) := Ep [U(X7)]

alcanzable al tiempo 1" > 0 para las funciones de utilidad HARA U, usando alguna estrategia
de inversién autofinanciable y un capital inicial z > 0. Recordemos (ver, Karatzas et al. [1987,
1991]) que el reclamo contingente éptimo X7 es de la forma

Xr = (U (yZr) (5.1)
donde el multiplicador de Lagrange y > 0 estd dado por
Eq [(U") '(yZr)] = =. (5.2)

Por lo tanto X7 — z € Kp. Debemos tener en cuenta que mientras en las secciones anteriores
X7 € K7, ahora maximizamos la utilidad, donde fijamos un capital inicial z € R y dejamos que
X7 denote una variable aleatoria tal que X7 — x € K.

También vamos a identificar la estrategia dptima, es decir, el proceso predecible <§t(T)>0<t<T
tal que o
XtT = Eq[Xr|7]
= x4 ;éndg (5.3)
para cualquier ¢ € [0,T]. Es claramente equivalente a calcular la proporcién 6ptima
7Tt(T) — féT) -5 (5.4)

x™

del capital Xt(T) generado hasta el tiempo ¢ que debe invertirse en el activo financiero.
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5.1. Utilidad Logaritmica

Ademds, vamos a describir el crecimiento de up(z) y la estrategia éptima &7 a medida que
T tiende a oo, y dar una interpretacién financiera en términos de la equivalencia de certeza.

5.1. Utilidad Logaritmica

Para la funcién de utilidad logaritmica U(z) = logz se deduce de la ecuacién (5.1) y (5.2)
que se da el reclamo contingente éptimo en el momento 1" y estd dado por

Xr =aZ;". (5.5)
Asi, la utilidad maxima esperada toma la forma
ur(z) =logz + Hr(P|Q) (5.6)
donde

Hr(P|Q) := Ep = Ep [log Z;']

log &
ng fT

denota la entropia relativa de P con respecto a Q en Fr.

Proposicion 5.1. La utilidad mdzima esperada en el momento T estd dada por

1 1 1
ur(z) = logz + Z'OT ~3 (1—e2T) + Z%y% (1 —e2T)
—%yo (1—e ) + %O‘QT. (5.7)

En particular ur(x) crece linealmente a la tasa

. up(x) 1 1 4
1 — — — . o
T T 2P T (58)

Demostracion. Por lo visto en (5.6) es suficiente calcular la entropia relativa
Hr(P|Q) = Ep[logZ;'| = —Ep[log Zr]

T 1 1 (71 1,)\?
—Ep / ~ | pYs — =0% ) dW;| + Ep / = [ pYi — 0% dt|.
0o O 2 2.0 0'2 2

El primer término es 0 ya que Z7 es una Q-martingala y los dos primeros momentos del proceso
de Ornstein-Uhlenbeck (Y}):>0 estan dados por

Ep[Y;] = yoe (5.9)
y
2 o’ —2pt 2 _—2pt
EplYy] = %(1—6 ) + yge



Capitulo 5. Estrategias optimas para el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck y las
utilidades HARA

Entonces

P T 2 p [T L 5
Hr(PIQ) = — 5 Ep[Y/ldt — 5 | Ep[Yijdt+ 20T
0

1 1 1 1
= gt (1= e7) = gy (1= eT) = £ (1= ™) 4 2pT + 20T

4 8

En el caso logaritmico, la estrategia éptima no depende del horizonte T'.

Proposicién 5.2. La proporcién éptima definida por (5.4) estd dada por

T 1 1
) = 3~ 2P

Demostracion. Por lo visto en (4.3), (4.4) y (5.5) se tiene lo siguiente:

Q 4 1 0.2
AWR = aw, —/ - (st - ) ds
0 O 2

t 1 2
AW 2 +/ - (st - ") ds,
0 O 2

entonces el reclamo contingente 6ptimo estd dada por
1 1,)\?
— [ pYi—=0?) dt
o? (p LT o7 ) )

dW,

1 1 1T
X7 = zexp —/ (pY;g—UQ) th—l—/
0 g 2 2 0
Tl 1 Tl 2
= Trexp (—/ - (pY}—02> (thQ—I-/ — (pY}—U> dt)
0 g 2 0 (o2 2
1

t 1 1 [t 1.\
= zexp (-/0 U(st—202) dWB—2/0 UQ(;;YS—QO—?) ds

(5.10)



5.2. Utilidad Exponencial

como la dindmica S satisface la forma

dSy = 08, dWR

entonces
1 1
dx™ = xO (— (pYS - 02>) dwQ
o 2
T 1 1Y -
= x"r8, 1ds,
y asi, la proporcién Wt(T) definida por (5.4) viene dada por (5.10). O

Observacidén 5.3. Se sabe que, para la utilidad logaritmica, el valor del portafolio optimo estd
dada por el “portafolio efectivo”

X, - $<Z1@n)_1:x+/oTXt (?)tdst, (5.11)

es decir, la estrategia dptima es proporcional a la riqueza actual X; asi como al cociente f. Tenga
en cuenta que estos resultados también son ciertos en el caso general incompleto. En nuestro
caso especial del proceso geométrico Ornstein-Uhlenbeck, esto es, por supuesto, consistente con
la férmula explicita (5.10) para la proporcion dptima. La formula (5.11) implica en particular
que cualquier estimacion (desde abajo) en —E [log (Zmin)] produce una estimacion (por abajo)
en Elog (X7)].

5.2. Utilidad Exponencial

Para la funcién de utilidad exponencial U(z) = —exp(—Az) con pardmetro A\ > 0 se tiene

(U Hy) = 1 log (%), entonces el reclamo contingente éptimo en (5.1) estd dado por

1
Xr = z+ X (Hr(Q[P) —log Z7),
donde

Hr(QIP) := Eqllog Zr]

denota la entropia relativa de Q por respecto a P en Fr.
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Capitulo 5. Estrategias optimas para el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck y las
utilidades HARA

Demostracion. Ya que por (5.1)

ur(z) = —Eplexp(—AX7)]
= —exp(—Xz — Hp(Q|P)),

Queda por calcular la entropia relativa en el entorno especial. Por lo visto en las ecuaciones (4.3)

y (4.4) se tiene

T T 2
1 1 1 1 1
— | pY; — Z0? ) dW; — = — [ pYs — Z0%) at

T T 2
1 1 1 1 1
= pYy— 20? ) daw R —/ — | pY: — Z0%) dt

/0 U(Pt 20) t Ty o2 \PTT R0
2

P g 2 p [T L 5
= — EqlY“|dt — = Eq|Y;|dt + —o=T.
7z | Ealilat= [ Bolilit+ o

Hr(QIP) Eq

Ya que Y; = aWtQ +yg — %0215 por la ecuacion (4.4), el primer y segundo momento estdn dados
por

1
EqlYi] = w— o™t
y
1
EQ[V/] = o®t+y; —ywo’t+ 30",
por lo tanto
1 1
Hr(Q|P) = p_ 02t—|—y(2)—y002t+ “ott? ) dt — £ ——0275 dt + ~o*T
202 4 2 8
P o272 272 4 - A7 P 22 1
= 952 T+yT——yoaT T B yoT——aT dt+80T
P2 1 1 2 Ly 903
= (L2-L T 1— T2 + — p20%T
(2 Yo yo+8a> +<4p( yo)+8p ) + oo T

obtenemos la ecuacién (5.13). O
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5.2. Utilidad Exponencial

Identifiquemos ahora la estrategia 6ptima para un horizonte fijo 7" > 0.

Proposicion 5.5. La cantidad optima ng) definida por (5.3) estd dada por
D) 1

1 ) 1 , 1
i = 3 ot (M=t 2(L+p(T 1)+ 71

4

Demostracion. Considerar la Q—martingala

X{") = Bq[Xr|F)

= Eqlz + % (Hr(QIP) —log Zr) | 4]

1 1
=+ XHT(QHP) - XEQ[IOg Zr|Fi]

1 1 o2 1 /T o2 2
oy = — ) dW, — = — oy, — — Y3
/00<plt Q)dt 2/0 Ug(pt Q)dt’t

1
:(II—FXHT(Q’P)—*EQ
T o2\ o 1 [1 o2\’
oy, — — | =y, - =
o= ameg [ (o5 )

1 1
=+ Hr(QIF) - yEq

A
A o

El dltimo término se puede calcular explicitamente usando los momentos condicionales

1
EQ[YSL/Tt] = OWtQ + Yo — 5025

EQ[Ys2|-7:t]

Definamos

2 1 2 1
o%(s —t) + o? (WtQ) + (yo - 2023) +20W R ( 2 ) .

Entonces tenemos que

(5.14)
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utilidades HARA

Como X7 es una martingala entonces al escribir explicitamente la dindmica de Eg[f, k2ds | F{]
tendremos que la parte de variacién finita deben sumar la constante x. Para determinar la
dindmica tenemos

T t T
Eq [/0 E2ds | ]—"t] :/0 k2ds + Eq [/t k2ds | Ft]
e 1 g L 2v0
T Lt [
= | Kds+ 5 | Eq|(pYs —507)" | Fi| ds
t 1 [T 1
= / k2ds + 2/ Eqg [,OQYS2 — po’Y, + ~o* | ]—"t] ds.
0 o Jy 4
Ahora trabajemos el segundo término de la ultima igualdad. Tenemos
T 1
/ Eq [,OZYS2 — po?Yy + ot | J-'t] ds
t 4
2 T 2 2792 L 5.2 Q L 5
=P ds |0%(s —t) + 0" (W;7) +(?/—§C73) +20W; (y—§os)
t

T 4
1
—paQ/t ds [aWtQ +y— 2025] + UZ(T — 1)

=p? 10'2(3 —t)? + O'Q(WQ)QS — l(y — 1023)3 _2 Q(y - 1023)2 '
2 ¢ 302 2 ot 2 .
T 4
2 Q 1 [SERY g
|:O'Wt S—g(y—§g 3) :|t +Z(T—t)

Todos aquellos términos en donde no aparezca explicitamente W< daran origen a procesos
o funciones de variacién acotada y por ello no serdn importantes ya que se deben anular con
todos los demés términos de variacién acotada. Luego entonces nos enfocamos en la siguiente
expresion

1 g T
Zy = p* |:O‘2(WtQ) 5 — —Wt (y — 2023)2] — po? [aWthL . (5.17)
t

Dados dos procesos z,y el simbolo z = y significard que la diferencia  — y es un proceso de
variacion finita. Observemos que para cualquier funcién f determinista haciendo integracién por
partes

(WE)2f(t) =2 / F(5)WRdw@
W) / F(5)dwe.
Luego Z definido en (5.17) satisface Z = [; £,dWE en donde

2 T
£ = 2p°0%(T — s)W, — 2% [(y — 2023)2] — pa®(T — s). (5.18)
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5.3. Utilidad de Potencia

finalmente obtenemos

T I

- g:+/1\/0t1[(—p—gz(T—s)>Ys+i(1+p(T—s))2+ﬂ ds;.

1 2 o o
(30 91) = L= 9w = G Lot 0 )| aw?

Q=

Esto muestra que el integrando (ng)) definido por la ecuacién (5.3) viene dado por (5.14). O

5.3. Utilidad de Potencia

Considérese la funcién de utilidad de potencia que estd dada por U(z) = éxa con pardmetro
a € (—00,1)\{0}. Donde (U")"!(y) = y” cony = L+ € (—00,0), el reclamo contingente éptimo
para T > 0 estd dado por

-1
Xy = 2Z]Eq[Z}) ' =eZ]Ee |7} (5.19)
v la maxima utilidad esperada es
ur(z) = Ep[U(X7)] (5.20)

sustituyendo U(z), obtenemos lo siguiente

L o, -81°
ur(e) = Ep|-2°Z]"| Bp |2;”]

(87

—_ l (83 aa— 1 ﬁ a
= Zz E]p ZT EP ZT
a

_ %EP [Zﬁ]lfa (5.21)
donde
(8%
po= g € (=0, )\ {0}

La siguiente proposicién presenta una férmula explicita para ur(z). En particular, nos permite
calcular su tasa de crecimiento cuando T — oo. Tenga en cuenta que para « > 0 la ecuacién
(5.23) describe el crecimiento exponencial de up(x) al infinito, mientras que para o < 0 especi-
fica la disminucién exponencial de la distancia entre ur(z) y su valor méximo 0.
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Capitulo 5. Estrategias optimas para el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck y las
utilidades HARA

Demostracion. Para calcular la esperanza de

T 2 (T
PP 1 pp / 2 1 L, o
78 = Y. dY, + - — Yids — =p(Yr — - = T
fed exp<02/0 s)dVst 5Tz | Y s 2ﬁ( T — Yo) 8,30 ,

primero eliminaremos el término de fOT Y2 que aparece en el exponente por medio de una trans-
formacién adecuada de Girsanov. Para § > 0 denotamos por P la medida de probabilidad en
Fr con densidad

T 1 T B 2
(,o‘sT = exp (/ p_dYSdWS — —/ (p 5Ys> ds|.
0 g 2 0 g

Definimos un movimiento browniano bajo P9

t o, _
Wi = Wt—/ P=Oy s,
0



5.3. Utilidad de Potencia

entonces

r Tp—4 1 (T (p=6_\"
of = exp ( / =%, [dW§+ / P=0 sts] -3 / (p Ys) ds
0 0 o 0 g
T T 2 T 2
— 1 _
— exp / L 5stW§+/ (” 5) des—/ (p 5) Y2ds
0 0 o 0 g
T T e\ 2
= exp / P 6Ys aY, + OYsds + 1/ p=9 des
0 o o 2 Jo o
T T T 2
p—10 pP—0 o 1/ pP—0\" 12
= Y,dY, 6Y2ds + Y2d
exp </0 5 +/0 2 S ds + 2/, - s
T 2 T
p—9 (p—0)"  p—0 / 2
= Y,dY, b Y2d
exp (/0 ) + [ 952 + o2 s S
Tp—5 2 —ps+ 2 4 ps—62] (T
= exp / pTYSdYs + 2 p 22 P / Y'SQdS
o 9 g 0
p—0o [T 10262 (T
= exp( = /0 VidVot o= | Ylds (5.24)

con respecto a IP. (Y})o<i<r se convierte en un proceso Ornstein-Uhlenbeck con respecto a 0
con parametro 4, es decir,

dY; = —8Yidt + odW). (5.25)

Tomando a ¢ := py/IT — B y usando la formula de It6, donde f(Y) = Y2 se tiene lo siguiente

T 1 T

/ [ft + 202fyy:| dt + / JydYs = f(Y7) = f(wo)
0 0
sustituyendo las derivadas de la funcién f se tiene
T
o*T + 2/ Y, dY, = Y7 — y?
0

despejando la integral

T

1 1

/ Y,dY, = 5 (Y7 — i) — EaQT. (5.26)
0

Podemos calcular Ep [Zﬂ de la siguiente manera
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utilidades HARA

1
Er 7] =B’ [Zﬁ (1) ]
T 1 2 T 1 1
Y exp (pg/ Y. dY, + ﬂ;;/ Ysgds - 55(YT —yo) — §502T
0
p _ 52 Y2d3)
2

pB p—5 pp*  1p* =8\ [T
—E exp((02 - )/0 st¥+<20_2 - )/0 v2ds
- %/B(YT — %) — ;502T>
B—-1+v1-0 T 2B-14+1-8 r
:Eéexp((p( - )>/0 ndn+<p( )>/O Y2ds

202

P 5

2

_ g [exp (0”2 (VI—i-(-9) /OT Y.dY, — %,B(YT o) — éﬁa2T>]  (5.27)

— 15(YT — o) — ;ﬁUQT)

En la ecuacién (5.27) podemos sustituir la ecuacién (5.26) y obtenemos lo siguiente

e (2] =& [ox (5 (VIZ5 - (1= 9) [5 07— ) - 50°T] - 5800 =) - o’ )]

de la anterior ecuacién podemos definir una variable que tenga todos los términos que no de-
penden de Y7 que son

I _%(M—(l—ﬂ))ygg—i-%ﬁyo_%(m_(l_ﬂ))T_éﬁ(ﬂT

g

por lo tanto tenemos

e (2] =B o (o (VA - -p) ¥ - govr) | 62

Por lo visto en la ecuacién (5.25), Y7 es una variable aleatoria normal con media m := e~%yq

2 —25T)

y varianza v° 1= g—; (1 —e . Usando el hecho de que

E[exp (A\Y2+nY)] = (1—202) exp ((1 —2n?) 7! ()\mQ +m + ;n%ﬂ)) . (5.29)

s (VI=B—(1=8)),n=—38y

entonces calculamos la esperanza de (5.28) donde A =
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0 = pv/1 — § de la siguiente manera

o) = (el ()] (5 0-))
- (1_;p\/f_75<m-(1—ﬁ)) <1—625T>)1/2

_ A;1/2
M34s ain
1 _ 1, _
Am? +qm 4 o0yt = QL (\/1 -B-(1- /6)) e 2 Tyf — 5 Be Mo
+15 j <1 _ 6—25T>
8 26

- e (VT v

o (1 —exp [—2/) 1 5T]) .

1
—5/6’90 exp [—p I—BT} + EIBQip =5

Al término de la ecuacién anterior lo definimos como

Or = Ly (VIZB— (1= ) exp [~20v/T—BT] 43 — S woexp [~pv/T— 51|

20
2

+11652,0\/(;—7ﬁ (1 — €xXp [_2PMTD .

Por lo tanto para cualquier variable aleatoria Y que se distribuya como una normal N(m,v?) y
Av? < § finalmente obtenemos la ecuacién (5.22).

Combinando (5.21) con (5.22), vemos que
1
log lur(z)| = alogz — log|al + (1 — a) (Br + (A7) 'Cr) — 5(1 —a)log A,
Ya que A, y Cr convergen a un limite finito cuando T' — oo,

1 1
lim Tlog\uT( z)]=(1—a) lim =By

T /o0 T/‘ooT
:(1—a)Tli}goT[—p2(ﬂ—(l—ﬁ)>yo+ Byo

— (-1 g+ 5 (VT - (1-9)]

8 2
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ya que 8 = %7 tenemos

1 1 « P 1 1
lim —1 = 1) |< 24+ 28 -
A5, 7 loslur(@)] = (e )lsa—l" +2( I—a 1—a>]
1
= ga02+§p(1—\/1—a).
O
El siguiente objetivo es identificar la estrategia éptima (§§T))0< o definida por la ecuacion
t
(T)

(5.3). La cual serd descrita en términos de la proporcién éptima 7,/ del capital
T
x{" = BqlXr|F],

el cual debe invertirse en el activo financiero en el momento ¢ para cualquier ¢ € [0,T], ver
ecuacién (5.4).

Demostracion. Considerar la Q-martingala (M;)o<i<7 definida por
Mt = EQ [Z%‘]:t] ;

recordar la medida P’ introducida en la prueba de la Proposicién 5.6 para ¢ := p/I — B. En
términos de sus densidades

¢} = Ep [¢6T|7t]
con respecto a P° donde ¢! estd dado por la ecuacién (5.24). Entonces M; toma la forma
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5.3. Utilidad de Potencia

t 1p2 t 9 1 9
= exp|—— dYs — —— [ Yids+ =(Yy —yo) + co’t
2 0 02 0 8
t 1 2 52 t
+ 2= / Yo, + 55— / sts] E’ [Zf (#}) |]—"t]
0 0

0
— L e (35 (VIZB - (1) ¥ -y ) |7

con
1 62 t

1 1
5oz [ Yds+ 5 (Vi — o) + g0t + Br
0

) t
log Ly := —02/ Y, dYs — 5 g
0

donde By estd definido en la Proposicién 5.6.

Por lo visto en la ecuacién (5.25) la variable aleatoria Y; es una normal bajo la distribucién
condicional P[-|F;], con media condicional m := Y; exp(—6(T —t)) y varianza condicional p? :=
g—;(l — exp(—26(T — t))). Usando nuevamente la ecuacién (5.29) finalmente obtenemos una
expresion de la forma

Mt = exp(Nt)Dt

donde .
Ny ::/ Wt(T)adWSQ
0

(T)

es una Q-martingala, ;" ’ viene dado por la ecuacién (5.30) y (D¢)o<i<7 es un proceso adaptado
con trayectorias continuas de variacién acotada. Pero (M;)o<i<7 es una Q-martingala, y esto
implica

1
Mt = M() exp (Nt — 2<N>t) ,

por lo tanto
dMy; = MdNy

ax" = x{"an,
= Xt(T)ﬂt(T)athQ
= xDxDg-14s,.

Asi, hemos demostrado que la estrategia de inversién (ng)) en la ecuacién (5.3) estd dada por

e = xPa"s
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(1)

y asi, la cantidad 7,/ definida por la ecuacién (5.30) es, de hecho, la proporcién éptima del
(T)

capital disponible X, ’ que debe invertirse en el activo financiero en el momento t.
Ya que

fin 45 =15 (Vi)

obtenemos
; p P
1 T-1)=-5V]1-f=—"—
R L
y
, 1
lim (T —1) = —,
T /oo 2
y asi, la forma asintética de la estrategia cuando T'— oo es dada por la ecuacién (5.31). O

Observacién 5.8. En Fleming W.H. [1999] se ulilizan mélodos de programacion dindmica para
calcular directamente la tasa de crecimiento optima

1
A = sup limsup T log Ep [U (X7)]

T—oo

para la utilidad de potencia U, donde el supremo toma todas las posibles estrategias de inver-
sion admisibles; ver también Pham [2003]. Las Proposiciones 5.6 y 5.7 proporcionan, ademds,
resultados explicitos para cualquier horizonte T finito y pueden verse como un complemento
probabilista del método analitico en Fleming W.H. [1999].

Observacion 5.9. Hemos considerado los precios y los reclamos contingentes en forma descon-
tada, ya que se asumid que el bono se normalizaba o By = 1. Para una tasa de interés constante
sin riesgo v > 0, el reclamo contingente no descontado generado por una estrategia comercial
autofinanciada de la forma Xr = Xpe'T, y parece natural aplicar una funcidn de utilidad dada
U a X7 en lugar que a Xr. Ademds, uno puede querer introducir una tasa subjetiva de descuento
d > 0. Denotemos con ur(x) el valor dptimo obtenido al mazimizar

B[v (%)] .

Para una utilidad de potencia U(z) = éwo‘ el reclamo contingente dptimo es claramente el mismo
que antes, es decir, X7 = Xre"™! donde Xt estd dado por la ecuacion (5.19). Hay que tener en
cuenta que Zr ahora depende de r y estd dado por la ecuacion (4.18). El valor dptimo toma la
forma

G = uT(x)e(on"—J)T
donde up(z) estd dado por la ecuacion (5.20) y andlogamente a la Proposicion 5.6 tenemos lo
stguiente.

1

log lur(z)| = alogz —log|al + (1 — a) (Br + (A7) "' Cr) 2(1 —a)log A
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Ya que A} y Cr convergen a un limite finito cuando T — oo,
lim = log ur(z)| = (1 - a) lim =B
im —=log|ur(z)|=(1—«a) lim =
T oo T & 1ur T oo T T

= (1-a) Jim 7 [—; (VI=B—(-5) %+ 36

T Joo
_ % (\/1 “5-q —ﬂ)) T— ;,BégT]
~ o= 1) [0+ 2 (VIZF-0-9)]

- 5 —og— 2
ya que B = 25 y 0 =0 — - tenemos

1«
= gz =2) +5p(1-Vi-a)
1l a (o 2 1
= 202<2—T) +§p(1—M)
por lo que
lim llog(|ﬂT(g§)|) = lm ilog (|UT($)|6(047‘—5)T
T 00 T’ T /oo T
1 a (o 2 1
= 9.2\ 97" +§P(1—M)+0¢7‘—5
1

obtenemos un crecimiento exponencial o la tasa

, 1 N _ 1 /1, ? 1 .
Tl%oflogﬂuzv(wﬂ) =« (T—i— 252 (20 7') ) + ip(l V1—a)—d;

referirse a Thomas [2008] para cdlculos detallados y para extensiones a procesos mds generales
de Ornstein- Uhlenbeck.

5.4. Equivalencia de certeza y sus tasas de crecimiento

Ahora interpretaremos en términos financieros los resultados anteriores sobre la inversion
optima con respecto al proceso geométrico Ornstein-Uhlenbeck para las funciones de utili-
dad consideradas anteriormente. También analizaremos en qué medida la utilidad logaritmica
U(z) = log(z) y la utilidad exponencial U(z) = —exp(—x) corresponden a los casos limites

Ioz

a — 0y a — —oo para las utilidades de potencia U(®(z) = o

46



Capitulo 5. Estrategias optimas para el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck y las
utilidades HARA

Para que los resultados anteriores sean comparables, los transformaremos de la escala de
utilidad a la escala de dinero, utilizando el concepto de “equivalencia de certeza”, debido a De
Finetti (compdrese, por ejemplo, [Delbaen F. [2006], Ejemplo 3.3.5]).

Fijamos una riqueza inicial x de un agente econémico, que eventualmente normalizaremos
por z = 1, asi como la funcién de valor ur(z). La equivalencia de certeza C Ep(x) entonces es
la solucién para

U(z + CEr(z)) = ur(x) (5.32)

La interpretacién de esta férmula es que un agente cuyas preferencias son modeladas por la
utilidad esperada U al tiempo T es indiferente entre tener una riqueza inicial z + C E7(z) sin
la, posibilidad de invertir en el mercado financiero S (para que su riqueza permanezca constante
durante [0, 7T]), en comparacién con tener una riqueza inicial z asi como la posibilidad de invertir
(de manera 6ptima) en el mercado S durante [0, T].

Al escalar tenemos CEr(x) = zCEr(1) en el caso de la utilidad logaritmica y de potencia,
mientras que C'Ep(x) es independiente de x en el caso de la utilidad exponencial. Por lo tanto,
simplemente escribiremos C Er para C'Ep(1); si queremos enfatizar el rol de la funcién de utili-
dad U, también indicaremos esta cantidad por CEYQ .

Las Proposiciones 5.1, 5.4 y 5.6 determinan una descripcién explicita del crecimiento de las
equivalencias de certeza cuando T — oc.

5.4.1. Utilidad Logaritmica

Tenemos

CEY* (2) = (exp Hr(P|Q) — 1).

La ecuacidn (5.8) produce un crecimiento exponencial a la tasa

.1 (log) _p, 0
jlg‘réo T logCE, "' (z) = 1 + = (5.33)
5.4.2. Utilidad Exponencial
Tenemos
x 1
OB (2) = S Hr(QIP)
y la ecuacién (5.13) produce un crecimiento ciibico a la tasa
; 1 (exp), \ 1P20'2
Tlg‘réo T3 CE 7 (x) = N o1 (5.34)
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5.4.3. Utilidad de Potencia

Para a € (—oo, 1)\{0} y U(z) = £, la equivalencia de certeza se calcula de la siguiente
manera

U(J? + CET(J?)

) = L
z+CEp(z) = U Y(ur(z))
x + CEp(z)

)

CET((II

CEr(z) = zEp [Z&Q] Y-

por lo tanto obtenemos

CEY (z) =z (Ep [zgi] e 1)

y la ecuacién (5.23) produce un crecimiento exponencial a la tasa

o1 (a) R 1/
Th/{r;() T log (m + CEy, (x)) = Tll}r;() o7 log (aur(z))
, 1
= Tl% T [log a + log ur(x)]
2 1—v1-—
_ o plzVize) (5.35)
8 2a¢

Observacion 5.10. Para optimizar el problema formulado en la Observacion 5.9 la correspon-
diente equivalencia de certeza CEr(x) estd dado por

U(z + CEp()) = ar(z).

Para la utilidad de potencia U(z) = Z2* obtenemos
() 1 () R
UG+ OBy (@) = L (24 OB @) =iirta)
2+ CEy (x) = (aiip()"®

por lo tanto
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la ecuacion (5.35) implica un crecimiento exponencial a la tasa

1 7 (@) _ l 1/
TI%O Tlog (w-l—CET (a:)) = TlglgoT log (i)

— lim —loga+ i 1y
= 0O, 0O
Hm o los fm - logur

1 1 /1 2\ 1
_ 2
= a(a<r+w<2a —r>>+2p(1—\/1—a)—5>
1 [o? 2 op(l—yI-
Lo N el vice) 8
202\ 2 2a @
Ahora discutiremos el comportamiento de o cuando o = 0y @ — —oo. Comenzamos con el

primer caso que es mas ficil.

Notar que el hma/() = =logzy 11ma/x0 — 1 2 = % tenemos que la ecuacién (5.35)
tiende a (5.33) cuando @ — 0 De hecho, podemos Verlﬁcar usando (5.7), (5.21), (5.22) que para
un horizonte de tiempo fijo 7', tenemos

lim E [Zﬂ} e = limexplog | E Z’g e
= >'e
a0 P |47 s p log IP’

= limexp|—=1logE Zﬁ)
a0 P( g p

- — LogE [z ]
exp ( a% og Ep )
= i L ogE [Z ]
exp ( al% ~—logEp )
-1 . a—1 , a—1_
= exp (Olém - log Ar —i% - Br il;% - (A CT)>
20T 1 2 QP?Jg pyg 205 , Y0 _por
= exp e *"‘* T@2p+o")——5 —4dyo | — e + e’
8 o 4o 2
= exp T ]P)‘Q
Por lo tanto
-1/p
lim CEFEFO‘) = limx (EP [Zﬁ] / - 1>
a0 a0
= z(exp Hr(P|Q) — 1)
= CE"s.

Asi vemos que

L (@) _ 1fy L (log)) _ L ()
Jim i, 108 (CE) = i, s (CB) = il 7o (517
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Esta férmula indica que en el caso de la utilidad logaritmica corresponde efectivamente al limite
o — 0 para la utilidad de potencia.

Observamos que la velocidad de crecimiento del lim7 x % log (CE(TO‘)> de la equivalencia

de certeza es una funcién monétona en « € (—oo, 1) que va desde

2

lim lim —log <C’E( )> 7
a—ooT Joo T 8

via

o

8

1 (a) o1 (log)
lim If 1 (E ):1 1 (Eg>:
im lim og (C Tl/r‘n og (CE; +

a 01T /oo

>

2
g P
lim lim —lo (cBf) =%+ 2
a 1T oo T & 8 2
Esto refleja la intuicién financiera de que un agente con menor aversiéon al riesgo puede
aprovechar mejor (medido en términos de equivalencia de certeza) las oportunidades de inver-
sidn.

El anAlisis del comportamiento para a — —oo es maés sutil que el caso @ — 0. Recuerde que
la utilidad exponencial representa el limite de U(O‘)(a;) = %, cuando o — —oo, después de la

normalizacién afin adecuada:

T\« Tz —a)®
—exp(—z) = — lim (1 — —) = lim u\a\_a“.
o,/ —0oo o o,/'—00 «
Por lo tanto, hasta el factor multiplicativo |« , que es irrelevante para la equivalencia de
certeza, la utilidad exponencial —exp(—z) estd cerca de la utilidad de potencia desplazada
U%z — a), cuando o — —o0.

‘7a+1

Para mostrar que limg oo CE(Ta) ($le) = %CE;B “P) yamos a demostrar lo siguiente
Lema 5.11. Suponga que Z es una wvariable aleatoria no negativa con E[Z] = 1. Sea f :
(0,00) = R la funcidn definida por

f(s) = E[2°).

Supongase que existe hg > 0 tal que E[(Z*T"0 log Z)1] < co. Entonces f es diferenciable en
y su deriwada estd dada por
df

dz
Mas ain, la derivada es continua por la izquierda.

o= B2 10g(2)].

Demostracion. Primero se demostrard que f es derivable por la derecha.
Comenzamos con desigualdades basicas asociadas al logaritmo. Para p > 0 se tiene la cota

inferior

2P logz > (5.36)
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La siguiente cota superior es elemental
2logz < (2Plogz)™. (5.37)

Observese que (2% log z)™ = l;,>1y2" log z de donde se sigue para h > 0

(2%log2)T < (2°thlog2)t. (5.38)
Analogamente
(2%log )~ < (2°thlog2)~. (5.39)
Para h > 0 tenemos
z+h _ oz _ -1 -1
T2 geitiogz> —C > T pseo, (5.40)
h x+&

la igualdad es cierta por el teorema del valor medio de la derivada y la primera desigualdad se
sigue de (5.36). Por el lema de Fatou

Zh 1

liminf Ep | Z* > B[Z% log Z].
e [ (55 2 o

Ahora bien utilizando la desigualdad (5.37) tenemos para h € (0, hg)

Zm+h _ gz
= 7% og Z < (Z%tholog Z) T, (5.41)
Ahora por el lema de Fatou
Za:+h _ 7T
lim sup Ep [] < E[Z%log Z].
A\ h

Hemos entonces demostrado lo siguiente

daf+
Y — E[Z%log Z].
T [Z" log Z]

Ahora debemos demostrar que f es derivable por la izquierda. El limite

fl@+h) - f(z)
h

lim inf <

> FE[Z%log Z 42
s ) 2 Bl 105 2], (5.42)

se demuestra de manera andloga utilizando la estimacién de la cota inferior (5.36). El limite

, AR .
limsup Ep |Z < E[Z%log Z].
h 0 h

se sigue del lema de Fatou al observar que se sigue satisfaciendo la desigualdad (5.41).

Solo falta demostrar la continuidad por la izquierda de la derivada. Esto es consecuencia de
las desigualdades (5.38) (5.39) y el teorema de convergencia mondtona. En efecto, se tiene

lim B((Z"""10g 2)"] = B[(2°10g 2)"] y lim E{(2*"log 2)7] = E[(Z" log Z)"]
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Para a < 0 sea B(a) := ;%7. Definamos

1

CE®(z) = z(B[Z2P®™] 7= —1).

Proposicion 5.12. Supongase las hipotesis del Lema 5.11. Tenemos

lim CE*(|a|) = E[Z log Z].
a,/'—oo

Demostracion. Sea H(x) := f_%(x) con f la funcién definida en el Lema 5.11. La funcién
B(a) = ;27 es claramente diferenciable y H es diferenciable por el Lema 5.11. Sus derivadas
son

B (10

dz z2 z f

g 1

doe  (a—1)2
Por la regla de L’Hopital

, Q _ ’ _ _
Jim OB%(Jal) = lim ~a(H o (c) - 1
d{Hop)

= lim g
a/'—oco O

Es facil ver que

2 —H o f(a) 1 -
(a—1)2 (ﬂ?(a) tog F(5()) = 51y Fipla)

B 0)H o fla) (1 log £((c)

d
0> (H 0 fe)) = a

p*(a) Bla) f(B(a))
[ 7'(8(@))
— o p(a) (~1og 1 (60 + e 2
Luego al observar que 0 < B(«) < 1 para o < 0y que limy »_o, f(cr) = 1, el limite se reduce
a
lim f(6).

O

Usando las ecuaciones (5.13), (5.21), (5.22), el Lema 5.11 y la Proposicién 5.12 podemos
verificar que para el horizonte fijo T, obtenemos lo siguiente
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1 —1/B
lim CEYf (H) Tlal (Ep[zgi] —1)

1 —\—1/2 1 —1/8
= ol (((4p)2exp [Br+ (A7) 'er]) -1
_lPU:ng 2122122199@
—/\<24T 4pyT—1—4/)T+80/0T—|-2 T

1 1,

—gpyOT—Fga T)

1 X
= XCE;* P, (5.43)

Sin embargo, la relacidon anterior no se aplica al limite cuando T' — oo, ya que no se pueden
intercambiar los limites para « y T' como en el caso logaritmico.

Ahora vamos a enfocarnos més en las estrategias de mercado dptimas.

L

II.

I1I.

Utilidad Logaritmica. La estrategia de mercado éptima estd dada par

log, T 1 1
7.‘.§Og ):§_ﬁth7

como en la ecuacién (5.10), vemos que es independiente de T', entonces la podemos escribir
de la siguiente manera

] 1 1

(a,T)

Utilidad de Potencia. La estrategia de mercado 6ptima m; dada en la ecuacién (5.30),
(a)

vemos que depende del horizonte de tiempo 7'; sin embargo, el limite 7, cuando T — oo
existe para cada a € (—oo, 1)\{0} como en la ecuacién (5.31) y uno verifica facilmente que

1 1
hmﬂ'g) = lim — p Yi+ - th = — pilog)

a0 a0 021 -« 2~ o2 +2_ b

lo cual quiere decir que la estrategia de inversién logaritmica d6ptima es el limite de la
estrategia de potencia éptima 7 cuando o — 0.

Utilidad Exponencial. En este caso la estrategia éptima §(eXp’T) dada por la ecuacién
(5.14), depende del horizonte T de tal manera que no es posible pasar al limite cuando

T — oo cuando el término principal es W(T —1)2

Para encontrar la razén por la cual el maximo de la utilidad exponencial muestra este com-
portamiento bastante extrano, reescribamos los valores de las funciones (5.6), (5.12) y (5.21) en
una forma apropiada para argumentar con la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman.
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1 1 1
u(log)(x y,t)y =logz+ —p(T —t) — = (1 - eiQp(Tft)) + Zaﬁy? <1 - 672'0(T7t)>

4 8 2
_ %y (1 _ efp(m)> n égz(T — ), (5.44)

ulP (5., 1) = — exp [—Am - (;O_’gf - gy + ;0—2> (T —t)
- (30— o) (@02 = e -1y, (5.45)
ul (z,y,t) = O(j [(A%,t)fé exp (BT—t + (A7 )" CT,t>]1_a (5.46)

donde
AE = 1—7(1— 1— )(1:|:exp< 2pMT—t)))
Bro= shw— o (VIZB—(1-9) k- [ (x/l—ﬁ—(l—ﬁ))](T—t),
)+ ( 1-p8— (1—6))*
2. 2

exp (~2pv/T— B(T ) 516[) (=872 (1—exp (—20V/T= (T - 1))) .

Una caracteristica bésica de la programacién dindmica es que, al fijar Ty conectar al opti-

1
Cr = —§5yoexp( p

. T , . . .
mizador (Xt( )> asi como al proceso (Y;)p<t<7 en la funcién de valor anterior, se obtiene
0<t<T ==

(UT (X( ) 20 >>ogt§T'

No vamos a demostrar esto rigurosamente, solo vamos a argumentar formalmente que es lo que
estd pasando con la estrategia éptima de la utilidad exponencial. Ademads utilizaremos las iden-
tidades E[dW;] = 0 y (dW;)? = dt.

una martingala (local)

Como up (Xt(T), Y:, t) o< es una martingala (local), tenemos la siguiente ecuacién
<t

E [d(uT (X( )y, ))} = 0, (5.47)

donde por la formula de It6 A.9 la podemos escribir de la siguiente manera,

B[ (ur (7. 0))] = Zotan s m asg"] + S m v + S (ax”)
+§Z\Z§ (dY;)? + gwgd)%t( )dy;. (5.48)

Al analizar la ecuacion anterior, resulta que la derivada mixta gi%g (z,y,t) toma un papel
muy importante ya que: mientras este término desaparece en el caso de la utilidad logaritmica
(5.44), no se comporta de la misma manera para la utilidad exponencial y la utilidad de potencia
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dadas por las ecuaciones (5.45) y (5.46).

Caso Utilidad Exponencial

2,,(exp)
De la ecuacién (5.45) obtenemos la derivada mixta 8878 y viene dado por

02w (exp) _ ﬂ 8U5§XP)

8x8y Oz oy
_ 9 (exp) PQ L, 2
_ ax(T ( Poy(@ 1) + AT 1)

0+ 30— 07) (-

A (<L
(’)2 T 1) —in/\(T—t)Q)

xp)
- Zp 2NT - t)2u§SXp).

Q

El término —1p>\N(T—t)2u ( ?) domina cuando (T'—t) es grande. Ademds tenemos lo siguiente

8“5?@) (exp)
or —Aur

82 (eXP) /\2 (exp)
8:10 '

Entonces para la estrategia 6ptima dada por la ecuacién (5.14) , nos damos cuenta que el término
principal es el siguiente

™ P e
6" ~ {0 (5.49)

Damos una interpretacién a la ecuacién de programacién dindmica (5.47) de la siguiente
manera;:
El méximo de la utilidad exponencial elige en el tiempo ¢, la inversién é’t(T) de tal manera que
cuando sustituimos dX = £t en las ecuaciones (5.47) y (5.48), el término %‘—f se vuelve
minimo.
De hecho, en este caso, la funcién up(0,--- ,0) se vuelve maxima para la condicién de limite
dada ur(z,y,T) = —exp(—Az), ya que la caida en la coordenada de tiempo es mas pronunciada.

La eleccién de la variable de control fg en dX f dSt no afecta el comportamiento de
E[dY;] o (dY;)?; por lo tanto, vemos en la ecuaciéon (5.48) que tenemos que resolver el siguiente
problema para maximizar la variable £ € R:

8UT 82uT 2 2 (9 ur
$2§ (dSt) 910

detdY} — max!

usando
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5.4. Equivalencia de certeza y sus tasas de crecimiento

2 2
1
our _ O“ur O%ur Lo — vz

=\? ~
YT Brzdy T 4

0_2

E[dS)] = ¥ (2 — py) dt, (dSy)? = e¥odt, dS,dY, = o2evdt,

dejando a S; = e¥ y manteniendo solo los términos principales de (T — t)? se tiene

A 2
Nuré?e?o’dt — %(T —t)%¢0%e¥dt — méx!
Resumiendo, vemos que en el caso exponencial, la “oscilacién conjunta” dXt(T)dY} v la deriva-

. &ur . . . s (T) _p? 9
da mixta Bzoy SON los términos cruciales que hacen que el valor 6ptimo &Sy = 5 (T —t)” sea

del orden (T — t)?, independientemente del valor actual del proceso Y; que determina el precio
de mercado del riesgo.

Ya podemos ver porque el doble limite « — —oo y T' — oo no se pueden intercambiar.

= Horizonte T finito
Tenemos que

ug?é) (z—a) = ué?Xp) (z),

cuando @ — —oo para z € R. El mismo comportamiento del limite es valido para las
estrategias de mercado correspondientes.

= Horizonte T tienda a tnfinito
Las estrategias exponenciales 6ptimas é’t(T) de la ecuacién (5.49) no convergen, cuando
T — oo, mientras que hemos visto que, para o € (—oo, 1)\{0} fija, las estrategias de po-

(aT) (a)

tencia optimas convergen a, m;

Caso Utilidad Logaritmica

sz . s s s lo <y . .
La proporcién de inversién éptima 7T§ ®) dada en la ecuacién (5.10) es proporcional al precio

de mercado del riesgo —2Y; + ¢ del proceso S (ver la ecuacién (4.2)). Cuando ¥; = ‘2’—; no hay
oportunidades de inversion rentables en este caso, ya que el precio de riesgo del mercado se hace
0 y esta es la estrategia éptima que optimiza a la utilidad logaritmica, por lo tanto, no hay que
invertir en el activo de riesgo en esta situacién.

Ahora veamos la funcién de valor (5.44) para la utilidad logaritmica
1 1 1
ugrlog) (z,y,t) = logx+ Z'O(T —t) — 3 (1 — e_gp(T_t)) + Z£y2 (1 — 6_2‘0(T—t))
1

1
- — (Tt —o(T —
5Y <1 e > + i (T —1t).
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Capitulo 5. Estrategias optimas para el proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck y las
utilidades HARA

Si en la ecuacién anterior fijamos = y ¢, observamos que el valor minimo se alcanza en

Yrnin = %Z para T grande. Por lo tanto, la situacién es peor para el inversionista que lleva como
funcién de utilidad la logaritmica (si se mide por la utilidad esperada al tiempo T') si Y; = %Z
que en el caso Y; = p cuando el precio del mercado de riesgo se hace 0.

La deriva de Y que es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck hace que el proceso vuelvaaY = 0.
entonces un camino tipico de Y, para el cual al tiempo ¢ tengamos Y; = %, va a tender a 0 y

de estd manera tendrd que pasar a través de la regién alrededor de g—p en donde el inversionista,

con funcién de utilidad logaritmica no encontrard oportunidades de inversiéon rentables. Esta
2

situacién es peor que comenzar en Y; = 2p

Finalmente, veamos el crecimiento de X generado por la estrategia éptima hasta el tiempo
T. Notemos que

1 2
Tlgr;o T logZy = — (p + U) [P casi seguramente, (5.50)
por (4.10) y (4.11).

Para la utilidad de potencia con pardmetro a(—o0,1)\{0} tenemos

—1
Xy = 2Z]Ep |7}

cony= Loy =2 Por(5.21)y (523)

hm —long [Z’B} 1—a (;oaj?—k;p(l—\/l—a)).

Junto con (5.49), esto produce un crecimiento exponencial de X7 a la tasa

I log . 1 T log Zr
T oo T a—1T, c0 T

_ ! (P+02)_ L (oo jo (- vima)

1
lm = log X ~ lim LioeE [Z]
TI/I‘I;OT og AT I/EH og Lp

a—1\4 8 -« 2
1 /1, 1 1 , 1
= —Cad?—Zp(1=+v1=
I—a (8 tyrmger el O‘))
- (! (1-w) Lot Lovi—a
T 1-al\8’ L 2” “
1, 1 .
= 3¢ +th(a) [P casi seguramente, (5.51)
donde 1
h{a) = 1 2vV1—a-1)
-«

ademas podemos notar lo siguiente

lim h(a) =

~@VT—a-1)=
a 0 a/‘O
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5.4. Equivalencia de certeza y sus tasas de crecimiento

Esto corresponde al caso logaritmico donde X7 = zZ,, L por lo tanto

1 1 1
1’ - 1 X = 1’ — ]_ - 1, — ]. Z A
Troe T 81 Trse T 87 e 8
p o2 .
=3 + 5 P casi seguramente. (5.52)

Esto se esperaba, ya que la utilidad logaritmica optimiza la tasa de crecimiento monetaria
esperada. Tengamos en cuenta que h(«) decrece a 0 cuando o — —oo. Por otro lado, la tasa de
crecimiento se vuelve negativa cuando o > %, y decrece a —oo cuando « — 1, acercandose asi
al caso neutral al riesgo.

Ademds si o € (%, 1), el inversionista eventualmente pierde toda su riqueza inicial = a largo
plazo, a una velocidad que se vuelve arbitrariamente grande cuando o — 1.

Para la utilidad exponencial con pardmetro A > 0 tenemos
1
Xr =2+ 3 (Hr(QIP) — log Z7).

Combinando (5.50) y (5.13) , vemos que X7 crece cuanto T a la siguiente tasa

Ji g Xe = i o (o J(E(@IE) - log Z1))
= 1 lim i(HT(QHP’) - lim ilogZT)
)\T/‘oo T3 )\T/‘oo T3
1 p?o?

A 24
Tengamos en cuenta que la tasa cibica anterior aumenta a co a medida que A disminuye a 0, lo
que corresponde al caso neutral al riesgo.
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Capitulo 6

Simulaciones

En el Capitulo 4 demostramos el Teorema 4.5, el cual nos dice que la probabilidad de que no
hay crecimiento exponencial en periodos de tiempo largos decae exponencialmente con el tiempo.
Este hecho, se mostrari graficamente mediante simulaciones. Recordemos el Teorema 4.5, dado
un proceso de Ornstein-Uhlenbeck (S;);>0 y constantes fijas 7, v1,y2 donde v € (0, %2 + g), v <

vy o < — v entonces para cada T lo suficientemente grande existe un reclamo contingente
Xp € Kt tal que

(5 =+ t)

1 E i

lim — logP [XT < e“T] = —————F—=k. (6.1)
T 00 T %_74_%

Para ver como se comporta el limite anterior a lo largo del tiempo, vamos hacer simulaciones
en el programa R a lo largo de 100 afios. Utilizamos la paqueteria “ Sim.DiffProc ! ”
se trabajo en paralelo y el programa termino en ejecutarse 24 horas. Vamos a describir lo que
hicimos en el programa.

, también

1. Se inicio por declarar las variables

PARAMETROS

Rho=1

Sigma=1

PARAMETROS DEL SISTEMA SDE QUE DEFINE PROCESO ORNSTEIN UHLENBECK.
Y0=1

fx <— expression(—Rhoxx)

gx <— expression (Sigma)

HORIZONTE

Tiempo = 100

NUMERO DE DIVISIONES EN EL PERIODO

no. parti=100%Tiempo

NUMERO DE TRAYECTORIAS EN CADA INSTANCIA
no. paths=50

'Para més informacién acerca de la paqueteria revisar https://cran.r-project.org/web/packages/Sim.
DiffProc/Sim.DiffProc.pdf.
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2. Le damos solucién al proceso de Ornstein-Uhlenbeck definido por

dY; = —pYidt + odWy, Yy =y

1 sde <— snssdeld(no.parti, M=no.paths, x0=Y0, t0=0, T=Tiempo,
2 drift=fx, diffusion=gx)

3. Por dltimo hacemos la respectiva simulacién para calcular los valores del portafolio, la
estrategia y la proporcién optima de la siguiente manera.

SE RECUPERA Y, EL VALOR DEL PORTAFOLIO, ESTRATEGIA, PROPORCION.

W N

i|AL TIEMPO INICIAL EL PORTAFOLIO COMIENZA CON CAPITAL UNITARIO
5| S=matrix (1,dim(sde$X)[1],dim(sde$X)[2])

6| portafolio=matrix (1,dim(sde$X)[1],dim(sde$X) [2])
7| estrategia=matrix (1,dim(sde$X)[1],dim(sde$X) [2])
s| proporcion=matrix (1,dim(sde$X) [1],dim(sde$X) [2])

10| INICIO CICLO FOR

12| for (path in 1:no.paths)

1
1 Y=sde$X][, path]

15| N=length (Y)-1

16 proporcion [, path]=—Y*Rho/Sigma"2 + 0.5
17| S[,path]=exp (Y)

15| for(t in 1: N)

19

20 DS=S[t+1,path]—S[t,path]
21 portafolio [t+1,path]= portafolio[t,path] +
22 (portafolio[t,path]/S[t,path]) % proporcion[t,path]=DS

for(t in 1: N)

25 {

26 estrategia[t,path]=proporcion[t,path]*portafolio[t,path]/S[t,path]
27 }

28] }

FIN CICLO FOR
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Capitulo 6. Simulaciones

08

06

Probabilidad estimada

04

Tedrica

02

Empirica

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Tiempo (afios)

Figura 6.1: Simulacién a 100 anos para la probabilidad de no tener crecimiento exponencial para
la riqueza terminal Xp. Se hace una comparacién de las simulaciones y la constante k£ de la
ecuacién (6.1). Para valores de pardmetros del Proceso de Ornstein-Uhlenbeck son p =0 =11y
condicién inicial Yy = 1.

Con el procedimiento anterior podemos ver el comportamiento de la probabilidad cuando
el horizonte es T" = 100, lo cual vemos en la Figura 6.1, donde la linea azul es la dada por la
constante k y la linea roja es el resultado de los datos de la simulacién. En la Figura 6.1 se ve
por ejemplo que cuando 7" = 20 la probabilidad con la que existe ese portafolio que no tiene
crecimiento exponencial es muy cercana a 20 %, por lo tanto con probabilidad casi del 80 %
vemos que muy seguramente el valor del portafolio tiene un crecimiento exponencial.

En el Capitulo 5 vimos la estrategia éptima y la riqueza terminal para las utilidades HARA. En
lo que sigue haremos las respectivas simulaciones para la utilidad logaritmica.
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Valor portafolio Optimo. Utilidad logaritmica

15

10
1

valor

ticks

(a) A 5 afios

Valor portafolio Optimo. Utilidad logaritmica

1500

valor
1000
|

500

ticks

(c) A 15 afos

valor

valor

100 150 200

50

10000 15000 20000

5000

Valor portafolio Optimo. Utilidad logaritmica

ticks

(b) A 10 anos

Valor portafolio Optimo. Utilidad logaritmica

500 1000 1500 2000

(d) A 20 anos

Figura 6.2: La grafica corresponde a un periodo de tiempo de 20 afios con un refinamiento de 100
divisiones por ano para la Utilidad Logaritmica. En el cual se ve el valor del portafolio 6ptimo.
Para las simulaciones se tomaron 500 divisiones por cada aio.

En la Figura 6.2 grafico (c¢) podemos ver que a partir de 15 anos se va viendo un crecimiento
exponencial para la riqueza del portafolio éptimo. Entonces para tiempos mayores, se tendra un
crecimiento en el valor del portafolio X7 de manera exponencial.
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Estrategia Optima. Utilidad logaritmica

10
1

valor

0 100 200 300 400

ticks

(a) A 5 afios

Estrategia Optima. Utilidad logaritmica

2000
1

1500
1

1000
1

valor

] 500 1000

ticks

(c) A 15 afos

valor

valor

100 150

50

10000 15000

5000

Estrategia Optima. Utilidad logaritmica

ticks

(b) A 10 anos

Estrategia Optima. Utilidad logaritmica

(d) A 20 anos

Figura 6.3: En las graficas se puede ver la evolucién de la estrategia en un periodo de tiempo
de 20 anos con un refinamiento de 100 divisiones por ano para la Utilidad Logaritmica. En las
cuales podemos ver el valor de la estrategia éptima para cada tiempo.

Para la Figura 6.3 se ve que en efecto la estrategia éptima nos da una riqueza que va
creciendo exponencialmente conforme el tiempo es mayor a 15 anos. En la Figura 6.4 podemos
ver el comportamiento del proceso de precios S, la estrategia 6ptima y la proporciéon 6ptima del
valor del portafolio. En el gréifico (d) de la Figura 6.4 podemos ver que el comportamiento del
proceso de precios (color gris) y la estrategia éptima (color negro) tienen un comportamiento
inverso, es decir, mientras una sube la otra baja. Esto se debe a que
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Figura 6.4: la linea gris corresponde al proceso de precios, la azul al portafolio y la negra es la
estrategia para la utilidad logaritmica, podemos ver el comportamiento de estas 3 en periodo de
tiempo de 20 afios con un refinamiento de 100 divisiones por aflo.
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Capitulo 7

Costo promedio y crecimiento
exponencial de la riqueza

Comenzaremos por dar una definicién para el costo promedio

Definicion 7.1. El costo promedio es invertir la misma cantidad fija de dinero en acciones de
un activo de riesgo en intervalos de tiempo regulares Scherer and Ebertz [2003].

Por lo tanto, el inversionista siempre va a comprar mas acciones cuando los precios sean
bajos y menos acciones cuando los precios sean altos. En consecuencia, el costo promedio por
accién siempre es mas bajo que el promedio de los precios de las acciones durante el marco de
tiempo de la inversién.

Proposicién 7.2. Sean A y B estrategias de inversion y dada la Definicién 7.1 implica que al
menos una estrategia no es admisible.

Demostracion. Tenemos las siguientes estrategias:

1. Estrategia A en la cual invertimos 1 en cada tiempo ¢ € {0,--- ,7 — 1} en una accién con
proceso de precio (St)tho de modo que se adquieran acciones S; U en cada tiempo t.
Finalmente, se tienen ZtT;()l Sy L acciones al tiempo T

2. Estrategia B invertimos la suma total de T" pesos de manera que uno compre en cada
tiempo t la cantidad de z acciones. Al igualar la inversién total con x tenemos lo siguientes

T—1 -1
t=0

—1
finalmente se tienen T' ( tT;[)l %) acciones.

Ademads sabemos que la media arménica siempre es menor o igual a la media aritmética, es

decir, dado S; > 0
T-1 -1 T-1
T ( ) <TY S
t=
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Por lo tanto, la estrategia A domina a la estrategia B, pero la estrategia B no es predecible

-1
ya que la inversién de z = ( tT:_Ol %) en cada tiempo ¢ implica el conocimiento del proceso

(S, en T O

Por supuesto, una estrategia no predecible no tiene sentido econémicamente, por lo que la
proposicién anterior no nos muestra nada.

Definicién 7.3. Sea {X;} un proceso estocdstico y Fx = (Tiy4r, Ttgtr, " »Tt,+r) TEPTEsenta
la funcién de distribucion acumulada de una incondicional (es decir, con ninguna referencia a
un valor inicial particular) de una distribucion conjunta de {X;} a los tiempos t1 + 7+ -1y + 7.
Entonces ¥ 1,t1,-+- ,tn, € R, Vn € N { Xy} se dice que es un proceso estacionario si

Fx = (Tty 17, Ttytrs 3 Ttyir) = Fx = (T4, 71y, -+, 71,
[Park, 2018, p.159-161].

Por la Definicién anterior tenemos que las tinicas martingalas que son procesos estacionarios
son los procesos constantes, es decir los procesos estacionarios y los que son martingalas son
“ortogonales 7. Aunque tienen mucho en comun, pues “en promedio”’no se mueven hacia arriba
o hacia abajo (pensando en el caso unidimensional). Pero, desde luego, lo hacen de dos maneras
completamente diferentes.
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Capitulo 8

Conclusiones

Retomando el promedio de costos, existe una larga linea de investigacién, que se remon-
ta al trabajo de Constantinides [1979] y Dybvig [1988], que trata sobre la suboptimalidad y
lo ineficiente de la politica de inversion de promedio de costos y esquemas similares. En el
dltimo articulo, Ph. Dybvig muestra que para un agente econdémico descrito como un maxi-
mizador de la utilidad esperada de la riqueza terminal para una funcién de utilidad arbitraria
U: R — R\{—oo}, el resultado final de un portafolio 6ptimo es una variable aleatoria que
es necesariamente anticomonétona (revisar Definicién A.10, Apéndice A) para el derivado de
Radon-Nikodym Cé—%, si Q es la dnica medida de martingala equivalente para el proceso del pre-
cio de las acciones (descontados). También muestra que, en el modelo Black-Scholes, la politica
de promedios de costos (asi como muchos otros esquemas populares) simplemente no tiene estd
propiedad, por lo que dicha politica puede ser dominada por una mejor estrategia (en el sentido
de segundo orden de dominancia estocéstica).

El crecimiento exponencial de la riqueza del portafolio de inversion puede lograrse muy bien
mediante estrategias sub6ptimas como el promedio de costos. El tema crucial es la tasa éptima
de crecimiento exponencial. Por lo cual el objetivo del presente trabajo que fue analizar cuida-
dosamente estas tasas optimas, las estrategias correspondientes y las relaciones con el arbitraje
asintético y la maximizacién de la funcién de utilidad HARA se pudo lograr.

Ademads vimos para la funcién de utilidad logaritmica en el Capitulo 6 que bajo las condi-
ciones del Teorema, 4.8 se va a tener con una alta probabilidad que la riqueza del portafolio crece
exponencialmente con una probabilidad muy alta.

Todos los resultados obtenidos siempre tendrad sentido bajo los supuestos de la Hipdtesis
A4y que el proceso de precios S es un proceso geométrico de Ornstein-Uhlenbeck, ya que este
tiende a regresar a su media. Lo cual nos lleva a pensar en la aplicacién de toda esta maquinaria
que se desarrollo, que son los bonos, los cuales tiene una gran importancia en los fondos de
retiro. En un futuro trabajo se podrian aplicar a datos reales los resultados obtenidos y ver
que con una probabilidad alta la riqueza del portafolio a lo largo de un cierto tiempo, crecera
exponencialmente.
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Apéndice A
Resultados auxiliares

Definicion A.1. Proceso Predecible

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad entonces una sucesion de variables aleatorias (Cp)5%
se llama proceso predecible respecto a la filtracion (Fp)22, st Vn > 1 C), es F,_1—medible
[Lamberton Damien, 1996, p.5].

Definiciéon A.2. Martingala
Sea un proceso {M;}>o en (Q, F,P) es llamado martingala con respecto a una filtracion {Fi}t >
0 st

(i) My es By medible para toda t,
(i1) E[|M|] < oo para toda t y
(i1i) E[M;|F;] = M; para toda s >t

[Bernt, 2000, p.31].

Definiciéon A.3. Martingala local
Sea (Q, F,{Fi}t>0,P) un espacio de probabilidad y {M;}i>0 un proceso en la filtracion {Fi}i>o0,
con My = 0. Si existe una sucesion no decreciente {T,}°2, de tiempos de paro en {F;} tal que

{Mt(”) = Mirr,,{Fi} 0<t<oo} esunamartingala ¥Yn>1

y si P[lim, 7o T, = 00] = 1 entonces se dice que M es una martingala local [Karatzas and
Shreve, 1991, p.36].

Proposicion A.4. Desigualdad de Tschebyscheff

Sea X una variable aleatoria con momentos de orden k finito entonces se da la desigualdad
stguiente

E [1X]*]

P(X >a) < -

siendo a>0 y f(X)=|Xx*
a

[Jean-Marie, 2003, p.3].

Teorema A.5. Lema de Neyman-Pearson
Supongamos que se estd realizando una prueba de hipotesis entre dos hipdtesis simples Hy : 0 =
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6y y Hi : 0 = 0,. El criterio consiste en rechazar la hipctesis 0 = 0y tras observar x cuando la
razom de la funcion verosimilitud cumpla
L(6o|z)

M) = T <*

y k sea tal que
P(A(x) < k|Hp) = «

donde « es el nivel de significancia elegido Neyman [1933].

Definicién A.6. Movimiento Browniano
Un proceso estocdstico B = (By € [0,00)) se llama Movimiento Browniano si salisface las
siguientes condiciones:

1. By =0,
2. By tiene incrementos estacionarios independientes By — B
3. B; es continuo
4.¥t>0 By~ N(0,¢)
[Thomas, 1998, p.33].

Proposicién A.7. Regla de Bayes
Sean P ~ Q medidas de probabilidad equivalentes en un espacio de probabilidad (Q, F,F;) donde
F es la filtracion con F = F; entonces

1
Eq[X|F] = EEP[AtX‘Ft]

para todas las variable aleatoria X Fy—medibles [Karatzas and Shreve, 1991, p. 193].

Proposiciéon A.8. Formula integracion por partes
Sean Xy y Y; dos procesos de ito, Xy = Xo—i-fot sts—i—f(f HdWsyY, = Yo—l-fot K;ds—l—fot H;dWs.
Entonces

t t
XY= Xo¥o + [ XY+ [ VX, + (X7
0 0
donde .
(X,Y)t:/ H,H.ds
0
[Lamberton Damien, 1996, p.46].

Teorema A.9. Formula general de Ité
Sea
dXt = udt + ’UdBt

un proceso de Ité n-dimensional, donde

1 1
Xt (5} vir v V1im dBt

X7 Up, Vin *'* Unm dB"
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Apéndice A. Resultados auxiliares

Y sea g(t,x) = (g1(t, ), , gp(t, T) un mapeo de C? de [0,00) x R* a RP. Entonces el proceso
Y(tuw) = g(taXt)

es de nuevo un proceso de Ito, cuyo numero de componentes k, Yy estin dados por

n

dYk—a tht+Z gkthX-l— Zzaig’; t, X)dX;dX;
7 J

donde dBidB] = 6;;dt, dBidt = dtdBi =0
[Bernt, 2000, p.48].

Definiciéon A.10. Dos variables x y y son anticomondtonas si
V(a,b) € R?  (z(a) — 2(b))(y(a) — y(b) <O
Dana [2003].

Definicién A.11. Sea (Y, F,P) un espacio de probabilidad. Una transformacidon que preserva
la medida del espacio de probabilidad T se dice ergédica si VF € F con T™Y(F) = F satisface
P[F] =0 o P[F] =1 [Walters, 2002, pp. 427-442].

Definicién A.12. Sea (Y, F,P) un espacio de probabilidad y sea f una funcién de medida bajo
Y. u se dice que es invariante o estacionaria bajo f si para cada conjunto medible A € F

Neumann [1999].
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Apéndice B

Utilidades con Aversion al Riesgo
Absoluto Hiperbdlico (HARA)

El desarrollo de las funciones de utilidad se desarrolla en la teoria de la eleccién en condi-
ciones de incertidumbre. Bernoulli (en 1738) fue el primero en plantear que el inversionista decide
a partir de la utilidad y no del valor esperado o del precio; ademds que esa utilidad tiene una
funcién de tipo logaritmica, es decir, que la utilidad marginal es decreciente, llegando a un punto
donde una unidad mas de riqueza no aporta mas utilidad. En 1944 Von Neumann y Morgenstern
desarrollaron la Teoria de la Utilidad Esperada, en la cual no presentan una forma funcional
de utilidad, sino que establecen la forma de calcular la utilidad U(x) esperada de un activo riesgo.

En teoria, podemos definir la funcién de utilidad de un individuo por extrapolaciéon de las
utilidades que expresa en cada alternativa de eleccién de diversos activos riesgosos. A su vez, es-
tos autores definen los comportamientos frente al riesgo, a partir de la comparacién de la utilidad
derivada del valor esperado (VE) de un activo riesgoso, comparada con la utilidad derivada del
equivalente de certeza (CE) de ese activo riesgoso. De esta manera, si la primera utilidad men-
cionada es menor a la segunda, el agente es adverso al riesgo, si es igual es neutral y si es mayor
es afecto o propenso al riesgo. Asi, las personas adversas al riesgo tendrian una funcién de utili-
dad céncava, las afectas convexa y las neutrales lineal. Lo cual podemos ver en la siguiente tabla.

Forma funcién de Utilidad Actitud hacia el riesgo VE-CE  Utilidad Marginal %
d2U

concava aversion VE > CE positiva decreciente ax? <0
lineal neutral VE = CE cero constante jé(—% =0
convexa preferencia VE < CE  negativa creciente filX—Uz >0

Cuadro B.1: Tabla donde vemos la relacién de la concavidad de la funcién utilidad y la aversién
al riesgo del inversionista.

Una de las primeras definiciones de funciones que permiten cuantificar el nivel de utilidad,
se tiene en el trabajo de Arrow (1965-1971) y de Pratt (1964). Estos autores presentan la famil-
ia de funciones CARA (Constant Absolute Risk Aversion), la cual presenta aversién al riesgo
constante respecto del nivel de riqueza total del individuo.
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Arrow y Pratt proponen que el nivel de aversion al riesgo absoluta de una funcién de utilidad
se calcula como el ratio entre la derivada segunda y la derivada primera de la funcién con relacion
a la riqueza, tal como se ve en la siguiente ecuacién.

UII(X)
- U(X)

donde X es la riqueza, A(X) mide la tasa a la cual la utilidad marginal decrece cuando la riqueza
aumenta en una unidad.

A(X) =

También Arrow y Pratt presentan la familia de funciones de utilidad con aversién relativa
al riesgo constante (CRRA por las siglas de la expresion Constant Relative Risk Aversion), es
ampliamente utilizada en estudios empiricos que tratan de determinar el grado de aversién al
riesgo de diferentes inversionistas. Asimismo, la funcién CRRA implica que el inversionista no
solo exhibe un valor constante de aversién al riesgo relativa para las ganancias, sino también
ante pérdidas de riqueza.

Posteriormente, en 1971, Merton propone la funcién HARA ( Aversién absoluta al riesgo
hiperbdlico). Para el caso de la aversién al riesgo hiperbdlico, la tolerancia al riesgo presenta
un comportamiento lineal con la riqueza. Las funciones de utilidad HARA es un medio para
medir la aversién al riesgos mediante una ecuacién matemdtica conveniente que predice que
cada inversionista posee la cantidad de activos de riesgo en las mismas proporciones que todos
los demds, y que los inversionistas difieren entre si en su comportamiento de cartera solo con
respecto a la fraccién de sus carteras mantenidas en el activo libre de riesgo en lugar de en los
activos con riesgo. Las cuales se dividen en las siguientes

1. Utilidad Logaritmica. Si > 0 entonces

Ul(z) = log(z),

2. Utilidad Exponencial. Sea A > 0 entonces

U(z) = —exp(—Azx)
3. Utilidad de Potencia. Sea o € (—o0, 1)\{0} entonces

U(z) = —x°.

1
@

La forma de las funciones de utilidad HARA, satisface los principios econémicos basicos en
un contexto de optimizacion. Por lo tanto, el uso de las funciones de utilidad HARA no es solo
una cuestion de conveniencia o manejabilidad, sino que surge del razonamiento econémico, es
decir, es inherente al problema de optimizacién econémica. Por lo cual son utilizadas en este
trabajo.
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