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Resumen

En este trabajo se demostrar�a como el crecimiento del mercado, que es un concepto muy in-
tuitivo y con una formulaci�on matem�atica precisa en el lenguaje de Desviaciones Largas implica
la existencia de portafolios por lo que generan una riqueza y maximizan una utilidad esperada
con crecimiento exponencial.

Un portafolio de inversi�on es aquel en el que una persona o empresa invierte en una colecci�on
de activos �nancieros que pueden ser bonos y/o acciones. La manera en que el capital inicial
se distribuye en el portafolio nos lleva a tener diferentes estrategias de selecci�on para tener el
portafolio que nos de menor riesgo y un mejor rendimiento.

El tema de investigaci�on es el siguiente: dado un espacio de probabilidad
�

;F ; (Ft)(t�0);P

�
donde (Ft)(t�0) es la �ltraci�on aumentada por un movimiento browniano estandard (Wt)(t�0) 2
R
d y un capital inicial x, vamos a calcular la utilidad m�axima esperada uT (x) := EP[U(XT )] que

se alcanza en un horizonte de tiempo T > 0 donde U es una funci�on de utilidad HARA. Vamos
a encontrar la estrategia �optima �� tal que el capital generado X� alcance la utilidad esperada

m�axima. Caracterizar a �� es equivalente a calcular la proporci�on optima �
�(T )
t del capital X

(T )
t

que se tiene que invertir en el activo �nanciero con riesgo.

Las estrategias �optimas se van a encontrar para el proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck
y las funciones de utilidad HARA. Los resultados te�oricos se ilustran num�ericamente con sim-
ulaciones para visualizar c�omo el crecimiento del horizonte conlleva un crecimiento exponencial
de la riqueza XT .
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Introducci�on

La teor��a de portafolio inicia con el argumento de que los inversionistas deben atender a las
caracter��sticas de su portafolio completo y no s�olo de algunos componentes individuales o de
solamente un activo del portafolio. Adem�as los inversionistas se preocupan sobre la rentabilidad
as�� como del riesgo generado por cada activo riesgoso del portafolio.

Un portafolio de inversi�on es un conjunto de activos �nancieros como acciones, bonos, etc.
que cotizan en el mercado burs�atil y en los que una empresa o persona decide invertir su dinero.
El cual esta compuesto por una combinaci�on de activos de renta �ja o variable, adem�as se bus-
ca reducir el riesgo al combinar diferentes activos. A lo cual se le conoce como diversi�car el
portafolio de inversiones.

La clase de modelos de gran inter�es �nanciero en la actualidad son aquellos procesos que
son martingalas bajo una medida de probabilidad equivalente. La raz�on por la cual son de gran
inter�es es que son la clase de procesos que no permiten oportunidades de arbitraje.

Para el horizonte temporal �nito, la clase de procesos estacionarios y la clase de procesos
que son martingalas bajo una medida de probabilidad equivalente ya no son \ortogonales": por
ejemplo, el proceso Ornstein-Uhlenbeck admite claramente una medida martingala equivalente
para cada horizonte �nito �jo T . El tema interesante es analizar la situaci�on asint�otica cuando
T ! 1. En este contexto, la clase natural de procesos, que abarca como ejemplos de arco el
modelo Black-Scholes, as�� como el proceso geom�etrico Ornstein-Uhlenbeck, parecen ser aquellos
con un proceso de precio de mercado de riesgo no trivial ('t)t�0 en el sentido de la De�nici�on
1.5 que veremos m�as adelante, y en particular aquellos en los que el precio de riesgo del mercado
satisface la estimaci�on de desviaciones largas que veremos en cap��tulos posteriores.

Objetivo

El objetivo de este trabajo es ver bajo que condiciones un portafolio de inversi�on que
est�a compuesto de d activos riesgosos va a tener una riqueza con crecimiento exponencial
dado un horizonte de tiempo. Para obtener esto vamos a de�nir un espacio de probabilidad�

;F ; (Ft)(t�0);P

�
donde P una medida de probabilidad con respecto a un movimiento brown-

iano estandard (De�nici�on A.6 Ap�endice A) Wt, sea S 2 R
d que modela el proceso de precios

que es una semimartingala local (De�nici�on A.3 Ap�endice A), tomamos un activo libre de riesgo
Bt � 1 normalizado, lo anterior es bajo un horizonte temporal in�nito.

Analizar cuidadosamente las tasas �optimas de crecimiento exponencial, las estrategias cor-
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respondientes y las relaciones con el arbitraje asint�otico y la maximizaci�on de la funci�on de
utilidad HARA.

En este trabajo nos centraremos en ver c�omo la riqueza terminal XT de nuestro portafolio
va alcanzar un crecimiento exponencial cuando el horizonte de tiempo T tiende a in�nito. Para
lo cual nos apoyaremos en el art��culo Assymptotic arbitrage and large deviations de F�ollmer and
Schachermayer [2008] el cual vamos a desarrollar en gran detalle de la siguiente manera.

Estructura

En el Cap��tulo 1 veremos conceptos preliminares que utilizaremos en cap��tulos posteriores,
como lo son arbitraje asint�otico fuerte, desviaciones largas. Tambi�en de�niremos la medida de
equivalencia Q la cual vamos a ocupar a lo largo de este trabajo. De�niremos el espacio en el
cual vamos a trabajar y enunciaremos dos teoremas que ser�an de gran importancia para llegar
al resultado que nos interesa, es decir, saber que condiciones se tienen que cumplir para que se
tenga un crecimiento exponencial para la riqueza terminal XT dado un horizonte temporal.

Para el Cap��tulo 2 veremos que condiciones debe de cumplir el proceso de precios de los
activos riesgosos S para que se admita arbitraje asint�otico. Despu�es daremos la relaci�on entre ar-
bitraje asint�otico fuerte y la optimizaci�on del portafolio para la utilidad de potencia U(x) = 1

�x
�

con � 2 (�1; 1) n f0g.

En el Cap��tulo 3 veremos que un proceso de precios no trivial permite arbitraje asint�otico.
Aqu�� se demostrar�a el Teorema 1.6 que da las p�erdidas m�aximas de capital que se pueden tener
en el portafolio de inversi�on adem�as da un estimado para que la probabilidad de que el valor
del portafolio XT tenga un crecimiento exponencial. Tambi�en se relacionar�a arbitraje asint�otico
con la teor��a de desviaciones largas.

Como el proceso geom�etrico Ornstein-Uhlenbeck es reversible a la media, es decir, si los val-
ores del modelo est�an por arriba o por debajo de la media, conforme pase el tiempo estos valores
van a retornar al valor medio. Adem�as de ser un proceso estacionario, es decir, que para calcular
los valores del proceso debemos suponer que estos son constantes. Entonces en el Cap��tulo 4
tomaremos a St = exp(Yt) donde Yt es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Adem�as vamos a
de�nir el Principio de Desviaciones Largas, donde veremos su aplicaci�on con un ejemplo. Lo
anterior nos servir�a para demostrar una versi�on m�as general del Teorema 1.7 que es el Teorema
4.8, donde veremos que condiciones se deben de cumplir para que el valor del portafolio no
tenga un crecimiento exponencial. Finalmente se va hacer una comparaci�on con el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck del Teorema 4.8 con el caso m�as simple del modelo de Black-Scholes.

Las funciones de utilidad HARA (para m�as informaci�on revisar Ap�endice B), tenemos que la
tolerancia al riesgo presenta un comportamiento lineal con la riqueza del portafolio. Esta familia
de funciones de utilidad (HARA) incluye a las cuadr�aticas, logar��tmicas y la de potencia, adem�as
presentan mayores cambios en el nivel de satisfacci�on por cambios en el nivel de riqueza. Por
lo tanto en el Cap��tulo 5 se va hacer el c�alculo de la estrategia �optima, proporci�on optima y
utilidad m�axima esperada para cada una de las utilidades HARA, para el caso especial donde S
est�a dado por un proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck que se describir�a en el Capitulo 4.
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Tambi�en en la Observaci�on 5.9 se vera la funci�on de utilidad ~uT (x) que se tiene cuando S no
est�a generada por los precios descontados.
Introduciremos el equivalente de certeza que no es m�as que frente a cualquier opci�on riesgosa a la
que se haga frente, siempre ser�a posible especi�car un valor seguro que tenga el mismo valor que
la perspectiva riesgosa, a lo que llamamos Equivalente de Certeza (CE). Daremos el equivalente
de certeza con sus respectivas tasa de crecimiento para cada una de las utilidades HARA. Por
�ultimo, utilizando programaci�on din�amica veremos bajo que condiciones la estrategia �optima de
la utilidad exponencial est�a acotada.

Ya teniendo resultados importantes sobre que condiciones se deben de cumplir para que el
valor del portafolio tenga un crecimiento exponencial, entonces en el Cap��tulo 6 se presentaran
simulaciones para ilustrar los resultados del Teorema 4.8. Adem�as como en el Cap��tulo 5 vimos
resultados muy relevantes para las utilidades HARA, entonces tambi�en se har�an simulaciones
para el caso particular de la utilidad logar��tmica.
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Cap��tulo 1

Preliminares

Comenzaremos por de�nir que es una semimartingala

De�nici�on 1.1. Un proceso estoc�astico S = (St) es una semimartingala si S puede descom-
ponerse como

S = S0 +M +A

donde S0 es un valor �nito, M es una martingala local (Ap�endice A, De�nici�on A.3) y A es
un proceso adaptado con variaci�on �nita. ([Jacod and Shiryayev, 2002, pag. 43]).

Consideramos un espacio de probabilidad
�

;F ; (Ft)(t�0);P

�
, donde P es una medida de

probabilidad con respecto a un movimiento browniano estandard (W )t�0 2 R
N , sea S =

(St)t�0 2 R
d una semimartingala que modela el proceso de precios de d activos con riesgo y

un horizonte in�nito T (para una exposici�on sistem�atica de la clase de procesos semimartingala
consultar referencias cl�asicas como Jacod and Shiryayev [2002] o Protter [2005]).

Denotemos mediante H la clase de procesos estoc�asticos predecibles (revisar Cap��tulo A
De�nici�on A.1). Recordemos que dicha clase est�a conformada por todos los procesos estoc�asti-
cos interpretados como variables aleatorias de 
 � [0; T ] a Rd que son medibles con respecto a
la �-�algebra predecible. Sea H�S la integral estoc�astica de H con respecto a S.

En el modelo estoc�astico del mercado �nanciero, se supondr�a incluido un bono libre de riesgo
normalizado Bt � 1, es decir, lo consideramos en t�erminos de los precios descontados S. Para
un horizonte �nito �jo T , sea KT el conjunto de reclamos contingentes alcanzables:

KT = f(H�S)T jH 2 Hg :

Para los �nes de este trabajo utilizaremos el concepto de arbitraje asint�otico fuerte intro-
ducido por Kabanov and Kramkov [1998] en el cual podemos variar el horizonte temporal T .
Tenemos la siguiente de�nici�on
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De�nici�on 1.2. El proceso S = (St)t�0 permite un arbitraje asint�otico fuerte si para � > 0
existe un horizonte �nito T y XT 2 KT que satisface:

(i) XT > �� casi seguramente, y

(ii) P[XT > ��1] > 1� �.

La de�nici�on anterior nos dice para la condici�on (i) que la p�erdida m�axima para la estrategia
de inversi�on que produce la riqueza XT en el momento T , es a lo m�as � y para la condici�on
(ii) nos dice que con probabilidad 1 � �, la riqueza XT es por lo menos ��1, es decir, que hay
posibilidad de generar un capital considerable siempre que se alargue lo su�ciente al horizonte T .

En la siguiente hip�otesis vamos a de�nir los procesos y dem�as funciones que utilizaremos en
adelante.

Hip�otesis 1.3. El proceso S = (St)t�0 2 R
d es una difusi�on de�nida en (
;F ; (Ft)t>0;P) tal

que existe una funci�on de volatilidad:

� : Rd �! R
d�N (1.1)

as�� como un precio de mercado de la funci�on de riesgo:

' : Rd �! R
N : (1.2)

Sea W un movimiento browniano, S satisface la siguiente din�amica

dSt = �(St) (dWt + '(St)dt) : (1.3)

M�as a�un, '(St) toma sus valores en ker (�(St))
?, donde

ker(�) =
n
x 2 Rd : �(x) = 0Rd�N

o
:

Por �ultimo asumimos que:

Zm��n
t = exp

�
�
Z t

0
('u; dWu)� 1

2

Z t

0
k'uk2du

�
(1.4)

es una martingala estrictamente positiva, donde 'u = '(Su), (�; �) es producto interior y k�k es
la norma euclidiana en RN .

Como consecuencia al suponer que Zm��n es una martingala estrictamente positiva se tiene
por el Teorema de Transformaci�on de Girsanov [Revuz and Yor, 2005, Theorem 2.2] que para
cada T > 0 la medida Qm��n

T 2 FT de�nida por la derivada de Radon-Nikodym:

dQm��n
T

dP
= Zm��n

T (1.5)

es una medida de probabilidad equivalente a P en FT tal que S = (St)06t6T es una martingala

(local) con respecto a Qmin
T que es lo mismo que Zm��nS es una martingala (local) con respecto

2



Cap��tulo 1. Preliminares

a P. Por lo tanto tenemos la siguiente proposici�on.

Proposici�on 1.4. Zm��nS es una martingala con respecto P si y solo si S es una martingala
local con respecto a Qmin

T .

Demostraci�on. Comenzamos con la implicaci�on de ida
Dada la Regla de Bayes (Ap�endice A De�nici�on A.7) se tiene lo siguiente

EQ[SjFt] = 1

Zt
EP[ZtSjFt] = 1

Zt
ZtS

ya que Zm��nS es una P�martingala.

Por demostrar que Zm��nS es una P�martingala. Aplicando integraci�on por partes (Ap�endice
A, De�nici�on A.8) a Zm��nS se tiene lo siguiente

Zm��nS =

(1)z }| {Z t

0
ZdS+

(2)z }| {Z t

0
SdZ +

(3)z }| {
hZ; Sit (1.6)

desarrollando la integral (1)Z t

0
ZdS =

Z t

0
Z�(Su)dWu +

Z t

0
Z�(Su)'(Su)du

donde el primer t�ermino es una martingala. Para la integral (2), primero vamos a veri�car que
Zmin es P�martingala

dZ = Z

�
�'dW � 1

2
k'uk2dt

�
+
1

2
Zk'uk2dt = �Z'dW:

Por lo tanto, Z t

0
SdZ = �

Z t

0
SZ'(Su)dWu

es martingala con respecto a P. Por �ultimo para (3) se tiene lo siguiente

hZ; Sit = �
Z t

0
Z'u�(Su)du: (1.7)

La ecuaci�on (1.7) se anula con el segundo t�ermino de la integral (1). Por lo tanto la ecuaci�on
(1.6) la podemos escribir de la siguiente manera

ZminS = Z (�(St)� S'(St)) dWt

es una martingala con respecto a P.
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Tambi�en ser�a de gran inter�es conocer las probabilidades de eventos raros que son exponen-
cialmente peque~nas y que est�an en funci�on de un par�ametro, las cuales son llamadas desviaciones
largas. Tambi�en hablaremos sobre el principio de desviaciones largas, que caracteriza el com-
portamiento de una familia de medidas de probabilidad f��g 2 (X ;B)1 cuando � tiende a 0 en
t�erminos de una funci�on de tasa I. Est�a caracterizaci�on se realiza a trav�es de l��mites exponen-
ciales superiores e inferiores asint�oticos en los valores que �� asigna a subconjuntos medibles de
X . Revisar el principio de desviaciones largas en [Dembo A, 1998, p.5].

Una cuesti�on importante es comprender que caracter��sticas del modelo de la ecuaci�on (1.5)
implica que hay un crecimiento exponencial de un portafolio alcanzable bien elegido, a medida
que el horizonte T converge a 1. Por lo que debemos imponer alguna suposici�on sobre el precio
de mercado del riesgo. De hecho, si ' se anula, entonces el proceso S = (St)t�0 es una martin-
gala local y no podemos ganar sistem�aticamente apostando a una martingala local. Por lo que
tenemos la siguiente de�nici�on.

De�nici�on 1.5. Bajo la Hip�otesis 1.3, decimos que el proceso de difusi�on S = (St)t�0 tiene
un precio de mercado promedio al cuadrado del riesgo por encima del umbral c > 0 si el proceso
(k'tk)t>0 satisface la siguiente estimaci�on:

l��m
T%1

P

�
1

T

Z T

0
k'tk2dt < c

�
= 0: (1.8)

Si existe c > 0 tal que (1.8) es verdadera, decimos que S tiene un precio de mercado del
riesgo no trivial. Decimos que el precio de mercado del riesgo satisface una estimaci�on de
desviaciones largas, si hay constantes c1; c2 > 0 tal que:

l��m sup
T%1

1

T
log

�
P

�
1

T

Z T

0
k'tk2dt 6 c1

��
< �c2: (1.9)

La interpretaci�on para la ecuaci�on (1.8) es que el precio de mercado del riesgo en promedio
deber��a estar alejado de cero a largo plazo. Este supuesto se cumple siempre que la difusi�on sea
erg�odica con medida invariante � y si el precio de mercado de la funci�on de riesgo ' no es 0 en
� casi seguramente, ya que la ergodicidad implica

l��m
T%1

1

T

Z T

0
k'tk2dt =

Z
Rd

k'(x)k2�(dx) en P casi seguramente.

La suposici�on de la ecuaci�on (1.8) es, por supuesto, m�as d�ebil que (1.9), pero es su�ciente
para deducir las siguientes estimaciones que se demostrar�an en secci�on 3 del Cap��tulo 2.

1donde X es un espacio m�etrico y B es la �-�algebra de borelianos.
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Cap��tulo 1. Preliminares

Teorema 1.6. Sea S = (St)t�0 un proceso que satisface la Hip�otesis 1.3 y que tenga un precio
de mercado promedio al cuadrado del riesgo por encima del umbral c > 0 como en (1.8).
Entonces, para � > 0; 
1 + 
2 < c=2 y para T lo su�cientemente grande, existe XT 2 KT tal
que:

(i) XT > �e�
1T

(ii) P
�
XT > e
2T

�
> 1� �.

El teorema anterior nos dice que, si un precio de mercado del riesgo no trivial est�a dado por
la ecuaci�on (1.8) signi�ca que hay arbitraje asint�otico; mas a�un, obtenemos estimaciones expo-
nenciales para la p�erdida m�axima que es el inciso (i), para (ii) tenemos que con probabilidad
1� � la riqueza terminal XT es al menos e
2T .

En el Cap��tulo 4 ilustraremos la situaci�on del proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck, el
cual est�a de�nido por:

St = exp(Yt) (1.10)

donde (Yt)t>0 denota un proceso de Ornstein-Uhlenbeck de�nido por:

dYt = ��Ytdt+ �dWt; Y0 = y0; (1.11)

para constantes � > 0, � > 0 y y0 2 R. El precio de mercado del riesgo 't = '(St) est�a dado
por

't = ��
�
Yt +

�

2
:

Si tomamos a St como un proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck el Teorema 1.6 se podria
reescribir de la siguiente manera.

Teorema 1.7. Sea (St)t>0 un proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck como en la ecuaci�on

(1.10). Para cualesquiera 
; 
1; 
2 2 R tal que 
1 + 
2 < 
 2
�
0; �

2

8 + �
4

�
existen reclamos

contingentes XT 2 KT tal que

(i) XT > �e�
2T ,

(ii) l��mT%1 1
T logP[XT < e
1T ] = �

�
�2

8
�
+ �

4

�2

�2

8
�
+ �

2

.
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Cap��tulo 2

Arbitraje Asint�otico y Utilidad de
Potencia

En este cap��tulo demostraremos una serie de proposiciones en las cuales veremos cuando
un proceso de precios (S)t�0 2 R

d admite arbitraje asint�otico fuerte, adem�as de relacionar la
optimizaci�on din�amica del portafolio con la utilidad de potencia.

Comenzamos con una caracterizaci�on dual de la noci�on de arbitraje asint�otico. En est�a
proposici�on tomamos el horizonte T como �jo.

Proposici�on 2.1. Sea S = (St)t�0 una semimartingala local ([Jacod and Shiryayev, 2002,

Def. 1.33, p.8]) en Rd tal que:

Me
T (S) = fQ � PjS es una Q-martingala localg 6= ;:

Para �1; �2 2 (0; 1) los incisos (a) y (b) son equivalentes:

(a) Existe XT 2 KT tal que

(i) XT > ��2,
(ii) P (XT > 1� �2) > 1� �1.

(b) Existe AT 2 FT con P[AT ] 6 �1 tal que, para cada Q 2Me
T tenemos que Q[AT ] > 1��2.

En este caso decimos que S admite un (�1; �2)-arbitraje (hasta el tiempo T ).

Demostraci�on. Comenzamos por demostrar (a)) (b)
Tenemos del inciso (a) propiedad (ii) que si

BT = fXT � 1� �2g entonces P[BT ] � 1� �1:

Tomamos el complemento de BT , que es el conjunto

AT = fXT < 1� �2g

7



as�� que P[AT ] 6 �1.

Ahora tomemos Q 2 Me
T , como XT 2 KT tenemos que EQ fXT g � 0, debido a [Delbaen

and Schachermayer, 1994, Teorema 5.7].

Ya que XT cumple la propiedad (ii) del inciso (a), la podemos escribir como:

XT1AT
+XT1Ac

T
> ��21AT

+ (1� �21Ac
T
):

Aplicando esperanza respecto a la medida Q, obtenemos

EQ[XT ] > ��2EQ[1AT
] + (1� �2)EQ[1Ac

T
]

= ��2Q[AT ] + (1� �2)Q[Ac
T ]:

Lo anterior lo podemos escribir de la siguiente manera

(1� �2)Q[
 nAT ]� �2Q[AT ] 6 EQ[XT ] 6 0:

Por lo tanto Q[AT ] > 1� �2.

Ahora vamos a demostrar (b)) (a)

Si AT satisface (b) entonces:

XT = ��21AT
+ (1� �2)1
nAT

;

tenemos que la ecuaci�on anterior tiene las propiedades (i) y (ii) y adem�as satisface que EQ[XT ] 6
0 para cada Q 2Me

T (S).

Aplicando de nuevo el teorema de la supercobertura [Delbaen and Schachermayer, 1994, Teo-
rema 5.7], vemos que XT est�a dominado por un elemento ~XT 2 KT y ~X hereda las propiedades
(i) y (ii), ya que ~X > XT > ��2 y adem�as P[ ~X > XT > 1��2] > 1��1. Por lo tanto se obtienen
(a).

En el siguiente resultado relacionamos el arbitraje asint�otico fuerte con la optimizaci�on
din�amica del portafolio para una cierta clase de funciones de utilidad de potencia U(x) = x�

� .
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Cap��tulo 2. Arbitraje Asint�otico y Utilidad de Potencia

Proposici�on 2.2. Sea S = (St)t�0 una semimartingala localmente acotada Rd�valuada tal
que, para cada T > 0, el conjunto Me

T (S) 6= ;. Sea U : R+ �! R una funci�on c�oncava
estrictamente creciente tal que:

l��m
x%0

U(x) = �1; l��m
x%1

U(x) = 0:

Entonces, las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(a) (St)t>0 permite un arbitraje asint�otico fuerte.

(b) De�niendo el valor de la funci�on

uT = sup
XT2KT

E[U(x+XT )];

tenemos
l��m
T%1

uT (x) = 0

para algunos x > 0 (o equivalentemente, 8x > 0).

Demostraci�on. Comenzamos por demostrar (a)) (b)
Dado x > 0 y sea 0 < � < x

2 . Si XT 2 KT satisfacen (i) y (ii) de la De�nici�on 1.2, tenemos lo
siguiente:

uT (x) > E[U(x+XT )]

> E[U(x+XT )1fXT<
1
�g + U(x+XT )1fXT>

1
�g]:

(2.1)

Ahora por la condici�on (i) de la De�nici�on 1.2 tenemos que x + XT > x � � y como � < x
2

entonces x� � > x
2 . Por lo tanto en el evento

�
XT >

1
�

	
tenemos que x+XT >

1
� ya que x > 0.

Entonces con lo anterior, en la ecuaci�on (2.1) obtenemos lo siguiente:

uT (x) > E

�
U
�x
2

�
1fXT<

1
�g + U

�
1

�

�
1fXT>

1
�g
�

= U
�x
2

�
P

�
XT <

1

�

�
+ U

�
1

�

�
P

�
XT >

1

�

�
> �U

�x
2

�
+ U

�
��1
�
:

Ahora bien l��m�%0

�
�U
�
x
2

�
+ U

�
��1
��

= 0, por lo tanto l��mT%1 uT (x) = 0.

Por demostrar que (b)) (a)

Supongamos que hay un x > 0 tal que l��mT%1 uT (x) = 0. Por lo tanto, podemos encontrar
XT 2 KT tal que

XT > �x y l��m
T%1

E [U (x+XT )] = 0:
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Sea � > 0 y aplicamos la Desigualdad de Tschebysche� A.4 en P
�
XT < x��2

�
obtenemos lo

siguiente

P
�
XT < x��2

�
= P

�jU (x+XT )j >
��U �x+ x��2

����
6

��U �x+ x��2
����1 jE [U (x+XT )]j :

Tomamos un T� > 0 tal que

P
�
XT > x��2

� � 1� �:

Donde T > T� y XT > �x, por lo tanto podemos concluir que: �XT

x satisface la De�nici�on
1.2.

La proposici�on anterior es un resultado que solo dos da las propiedades que se deben cumplir
para que (St)t�0 permita un arbitraje asint�otico fuerte. Para obtener resultados sobre la veloci-
dad de convergencia de uT (x), nos enfocaremos en el caso de la utilidad de potencia que es

U (�)(x) =
x�

�
; �1 < � < 0

y su funci�on conjugada V (y) = supx>0

�
U (�)(x)� xy

�
; y > 0, est�a dada por

V (y) = V (�)(y) = �y
�

�
; con � =

�

�� 1
2 ]0; 1[ :

Ahora escribimos la funci�on primitiva y dual, para la utilidad de potencia

u
(�)
T (x) = sup

XT2KT

E [U�(x+XT )] ; x > 0

v
(�)
T (y) = ��nf

Q2Me
T (S)

E

�
V (�)

�
y
dQ

dP

��
; y > 0:

Tenemos que

u
(�)
T (x) = cTU

(�)(�)(x); para algun 0 6 cT 6 1

y

v
(�)
T (y) = c�TV

�(y); con c�T = c
1

j�j+1

T :

(comparar con Kramkov and Schachermayer [1999]).

Para la siguiente proposici�on tomamos el horizonte T �jo.
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Cap��tulo 2. Arbitraje Asint�otico y Utilidad de Potencia

Proposici�on 2.3. Sea �1 < � < 0, � = �
��1 y una semimartingala S = (St)06t6T R

d-
valuada, como est�a dada en la Proposici�on 2.1. Para �; �1; �2 > 0 considerar las siguientes
a�rmaciones:

(i) S admite un (�1; �2)�arbitraje.
(i') Existe A 2 FT , P[A] 6 �1, tal que, para cada Q 2Me

T (S) se tiene que Q[A] > 1� �2.

(ii) 8 Q 2Me
T (S) hay un A 2 FT tal que, P[A] 6 �1 y Q[A] > 1� �2.

(iii) u
(�)
T (x) > �U (�)(x), para algunas (o equivalentemente, para toda) x > 0.

(iii') v
(�)
T (y) > �

1
j�j+1V (�)(y), para algunas (o equivalentemente, para toda) y > 0.

Entonces las siguientes a�rmaciones son verdaderas:

(a) (i), (i0) y (iii), (iii0).

(b) (i0)) (ii). La implicaci�on de regreso (ii)) (i0) es verdadera si el mercado es completo,
es decir, Me

T (S) = fQg.

(c) (ii)) (iii0) si � > 21+j�jmax
�
�1; �

j�j
2

�
.

(d) (iii)) (i) si � 6 �1�
j�j
2 .

Demostraci�on. Para (a)

(i), (i0)
De la Proposici�on 2.1 se tiene directo la demostraci�on.

(iii), (iii0)
Sea � > 0, u

(�)
T (x) > �U (�)(x) y c 2 [0; 1] entonces cU�(x) � U�(x), ,

V (y) = sup
x>0

[U�(x)� xy]

� sup
x>0

h �
c
U�(x)� xy

i
� �

c
sup
x>0

h
U�(x)� �

c
xy
i

=
�

c
V
�c
�
y
�

= � �
c

1

�
y�
�c
�

��
=

�

c

�c
�

��
V (y)

=
�c
�

���1
V (y) (2.2)
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para lo anterior tenemos

� � 1 =
�

�� 1
=

1

�� 1
y c��1c� = c

1
��1 c

1
j�j+1 :

Por de�nici�on � 2 (�1; 0) entonces

c��1c� = c
1

��1 c
1

��+1 = c
1

��1 c�
1

��1 = 0;

multiplicando a (2.2) por c� y con lo anterior obtenemos

c�V (y) � c�
�c
�

���1
V (y)

=
1

���1
V (y)

= �1��V (y)

= �
1

j�j+1V (y):

Por lo tanto se obtiene (iii0).

Para (b)
(i0)) (ii)
De (i0) tenemos que se cumple (ii). Ya que para cada 8 Q 2Me

T (S) hay un A 2 FT y por
la Proposici�on 2.1 se tiene que: P[A] 6 �1 y Q[A] > 1� �2. Para (ii)) (i0) sea verdadero,
tenemos que pedir que Me

T (S) = fQg

Para (c)

(ii) ) (iii0) si � > 21+j�jmax
�
�1; �

j�j
2

�
. Fijamos Q 2 Me

T (S) y el conjunto correspon-

diente A 2 FT que satisface P[A] 6 �1 y Q[A] > 1 � �2 como en (ii). Tomando valores
muy peque~nos para �1; �2, podemos suponer que: P[A] = �1 y Q[A] = 1 � �2 entonces
�1; �2 2 [0; 1]. Y por lo visto en (a) es su�ciente para probar (iii0).

Por la desigualdad de Jensen [Williams, 1991, p. 88] se obtiene que:

E

�
V (�)

�
dQ

dP

��
= � 1

�
E

"�
dQ

dP

��#

> � 1

�
E

"
1A

�
Q[A]

P[A]

��
+ 1
nA

�
Q[
 nA]
P[
 nA]

��#

= � 1

�

h
�1��1 (1� �2)

� + (1� �1)
1�� ��2

i
(2.3)

y como

�1��1 (1� �2)
� � �1��1 � m�ax

�
�1��1 ; ��2

�
(1� �1)

1����2 � ��2 � m�ax
�
�1��1 ; ��2

�
12



Cap��tulo 2. Arbitraje Asint�otico y Utilidad de Potencia

entonces sustituyendo lo anterior en la ecuaci�on (2.3) obtenemos

E

�
V (�)

�
dQ

dP

��
> � 2

�
m�ax

�
�1��1 ; ��2

�
:

Como la anterior desigualdad es cierta para todo Q 2Me
T (S) entonces:

v
(�)
T (1) > 2m�ax

�
�1��1 ; ��2

�
V (�)(1):

Utilizando 1
j�j+1 =

�1
��1 = 1� �, entonces:

�
1

j�j+1 > 2m�ax

�
�

1
j�j+1

1 ; �
j�j

j�j+1

2

�
= 2m�ax

�
�1��1 ; ��2

�
:

Entonces,

v
(�)
T (1) > �

1
j�j+1V (�)(1):

Por lo tanto, concluimos (iii0).

Para (d)

Sean �; �1; �2 que satisfacen � < �1�
j�j
2 . Por (iii) hay un XT 2 KT tal que

E
h
U (�) (�2 +XT )

i
> �U (�)(�2) = �

��2
�
:

ClaramenteXT > ��2 por Proposici�on 2.1. Para demostrar (i) falta mostrar que P [XT > 1� �2] >
1� �1. Usando la desigualdad de Tschebysche� A.4, se tiene lo siguiente:

E
h
U (�)(�2 +XT )

i
6 P [XT < 1� �2]U

(�)(1);

por lo tanto,

���
�
2

�
> P [XT < 1� �2]

�
� 1

�

�
;

�1 > P [XT < 1� �2] :

Observaci�on 2.4. Las a�rmaciones (i0) y (ii) anteriores solo di�eren en el orden de los cuan-
ti�cadores, de modo que solo tenemos la implicaci�on trivial (i0)) (ii) as�� como (ii)) (i0) para
el caso donde Me

T (S) tenga solo un elemento.

Algo que tambi�en podemos resaltar de la Proposici�on 2.3 es que tambi�en se tiene que (ii))
(i0) en el caso incompleto, siempre que se reemplacen las constantes �1; �2 en (i0) por constantes
m�as grandes ~�1; ~�2. Por ejemplo, podemos elegir ~�1 = 21+j�j�1=21 , ~�2 = �

1=2
2 , donde � 2 (�1; 0)

satisface �1 = �
j�j
2 . De hecho, para �1; �2 > 0 y � 2 (�1; 0) tal que �1 = �

j�j
2 , tenemos (ii)) (iii0)

si dejamos que � = 21+j�j�1. Entonces tenemos que � 6 ~�1 ~�2
j�j = 21+j�j�1=21 �

1=2
2 tal que obtenemos

(iii)) (i)() (i0), si se usan en (i) e (i0) las constantes ~�1; ~�2 en lugar de �1, �2. En resumen,
podemos revertir los cuanti�cadores en el enunciado (ii) provisto de constantes algo peores.
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Cap��tulo 3

Estimaciones para el arbitraje
asint�otico

Ahora mostraremos condiciones de regularidad adecuadas para el proceso de precios con un
precio de riesgo de mercado no trivial, es decir, vamos a demostrar el Teorema 1.6. Tambi�en
mostraremos como estas estimaciones pueden ser re�nadas si el precio de mercado del riesgo
satisface una estimaci�on de desviaciones largas.

Sea S un proceso de difusi�on que satisface la Hip�otesis 1.3 y recordemos la medida de
martingala m��nima Qm��n

T para (St)06t6T de�nida a trav�es de ecuaci�on (1.4). De F�ollmer and
Schweizer [1991] se desprende que para una medida de probabilidad QT 2 Me

T (S) existe un

proceso predecible ( t)06t6T tal que la densidad ZT = dQT

dP est�a dada por:

ZT = exp

�Z T

0

�
� tdWt � k tk2

2
dt

��
(3.1)

donde  t�'t est�a en el kernel de �(St), es decir, � = �' entonces �( �') = 0, 8 0 6 t 6 T .
Por lo tanto, 't es ortogonal a  t � 't (' 2 (ker�)?), entonces k tk >k'tk.

Proposici�on 3.1. Supongamos que (St)t>0 satisface la Hip�otesis 1.3 y tiene un precio de
mercado promedio al cuadrado del riesgo por encima del umbral c > 0. Para � > 0 y 0 < 
 < c

2
existe un T0 > 0 tal que, para T > 0 la condici�on (ii) de la Proposici�on 2.3 se cumple con
� = �1 y �2 = e�
T , es decir, para cada Q 2Me

T (S) hay un AT 2 FT tal que

P[AT ] 6 � y Q[AT ] > 1� e�
T :

Demostraci�on. Fijar 0 < 
 < ~
 < c
2 y encontrar T0 >

4~

(~
�
)2� tal que, para T > T0

P

�
1

T

Z T

0
k'tk2dt 6 2~


�
6
�

2
: (3.2)

Para QT 2Me
T (S) sea un proceso ( t)06t6T 2 RN como en (3.1) y as��:

dQT

dP
= ZT = exp

�Z T

0

�
� tdWt � k tk2

2
dt

��
:

15



De�nimos el tiempo de paro � como:

� =��nf

�
t 2 [0; T ]j

Z t

0
k tk2ds > 2~
T

�
^ T:

Para la variable aleatoria

B� =

Z �

0
 tdWt;

y por la isometr��a de Itô tenemos que�Z �

0
 tdWt

�2

=

Z �

0
k tk2dt;

de la ecuaci�on (3.2) se in�ere que
R �
0 k tk2dt 6 2~
T entonces

kB�k2L2(P) 6 2~
T;

entonces utilizando la desigualdad de Tschebysche�'s A.4 tenemos

P [jB� j > (~
 � 
)T ] 6
2~


(~
 � 
)2
T�1 <

�

2
: (3.3)

Para

Z� = exp

�Z �

0

�
� tdWt � k tk2

2
dt

��
se obtiene de (3.2) y (3.3) que:

P [Z� > exp(�
T )] = P

�
�B� �

Z �

0

k tk2
2

dt > �
T
�

6 P [jB� j > (~
 � 
)T ] + P

�Z �

0

k tk2
2

dt > ~
T

�
6

�

2
+
�

2
;

dejando AT = fZ� > exp(�
T )g entonces P[AT ] 6 � y QT [A
c
T ] = E[Z�A

c
T ] 6 e�
T :

Por lo tanto ya tenemos todo listo para la demostraci�on del Teorema 1.6 que para comodidad
del lector lo enunciaremos nuevamente

Teorema. Sea S = (St)t�0 un proceso que satisface la Hip�otesis 1.3 y que tenga un precio
de mercado promedio al cuadrado del riesgo por encima del umbral c > 0 como en (1.8).
Entonces, para � > 0; 
1 + 
2 < c=2 y para T lo su�cientemente grande, existe XT 2 KT tal
que:

(i) XT > �e�
1T

(ii) P
�
XT > e
2T

�
> 1� �.
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Demostraci�on. Sea c > 0 dada por la ecuaci�on (1.8) y por la Proposici�on 3.1 tenemos que para
cualquier �1 > 0 y �2 = e�dT , donde 0 < d < c

2 , la condici�on (ii) de la Proposici�on 2.3 se satisface
para T su�cientemente grande. Fijando � > 0 y 
; 
1; 
2 cumplen lo siguiente 0 < 
 = 
1+
2 <

c
2 .

Fijamos un d > 0 con 
 < d < c
2 y sea � = d�


d 2 (0; 1).

Procediendo como en la Observaci�on 2.4, se escoge T0 tal que para T > T0 la condici�on (ii)
de Proposici�on 2.3 cumple que:

�1 =
� �
3

�1=�
y �2 = e�dT :

De�niendo �T 2 (�1; 0) para

�1 = �
j�T j
2

se tiene que j�T j ! 0 cuando T ! 1. Se puede suponer que T0 se elige lo su�cientemente
grande tal que 21+j�T j 6 3, para T > T0.

Sea ~�1 = 3��1 = � y ~�2 = �1��2 , se tiene que:

~�1 ~�2
j�T j = 3��1 �

(1��)j�T j
2

= 3�1 > 21+j�T jm�ax
�
�1; �

j�T j
2

�
:

Por lo tanto de la Proposici�on 2.3 la condici�on (iii) que dice: u
(�)
T (x) > �U (�)(x), para toda x > 0

se cumple cuando � = 3�1. Por lo tanto se puede concluir que la condici�on (i) de la Proposici�on
2.3 se satisface, es decir, hay un ( ~�1; ~�2)�arbitraje para el par ( ~�1; ~�2) =

�
�; e�d(1��)T

�
. Notar

que: d(1� �) > 
 existe XT 2 KT tal que:

(i) XT > �e�d(1��)T

(ii) P
�
XT > 1� e�d(1��)T

�
> 1� �.

Ya que d(1 � �) � 
1 > 
2, se ve que el reclamo contingente ~XT = e(d(1��)�
1)TXT 2 KT

satisface, para T > T0 su�cientemente grande,

(i) ~XT > �e�
1T

(ii) P
h
~XT > e
2T

i
> 1� �.

Por lo tanto podemos ver que con probabilidad muy cercana a 1 nuestro portafolio XT tiene
una riqueza que crece exponencialmente siempre que el horizonte temporal T tienda a in�nito.
En el siguiente corolario daremos la m��nima riqueza que se tendr�a para un portafolio con utilidad
logar��tmica.
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Corolario 3.2. Sea S = (St)t>0 un proceso que satisface la Hip�otesis 1.3 y que tenga un precio
de mercado promedio al cuadrado del riesgo por encima del umbral c > 0 como en (1.8). Para
cualquier capital inicial x > 0, existen reclamos contingentes XT 2 KT tal que la riqueza
m��nima que se tendr�a ser�a por lo menos c

2 , es decir:

l��m inf
T%1

1

T
E [log(x+XT )] >

c

2
:

Demostraci�on. Por el Teorema 1.6 se sabe que para 
1 = 0 y 
2 <
c
2 se puede encontrar que

para � > 0 y T su�cientemente grande XT 2 KT con

(i) XT > �1
(ii) P

�
XT > e
2T

�
> 1� �:

Para 0 < � < x tenemos lo siguiente

1

T
E[log(x+ �XT )] � 1

T
� log(x� �) +

1

T
(1� �) log(x+ �e
2T ):

Por lo tanto,
1

T
E[log(x+ �XT )] > (1� �)
2 >

c

2
;

para T su�cientemente grande, se obtiene el resultado.

El Teorema 1.6 es v�alido bajo la ecuaci�on (1.8) de un precio de riesgo de un mercado no
trivial. Si reemplazamos este supuesto por la estimaci�on de desviaciones largas mas fuerte de
la ecuaci�on (1.9), esperamos un resultado m�as fuerte, es decir, el t�ermino P[XT < e
2T ] en la
a�rmaci�on (ii) del Teorema 1.6 deber��a decaer exponencialmente cuando el horizonte temporal
T tienda a in�nito.

Sea (St)t�0 un proceso de difusi�on de dimensi�on d que cumple con la Hip�otesis 1.3, y supong-
amos que S es erg�odica (Revisar Ap�endice A, De�nici�on A.11). As��, las distribuciones emp��ricas

�T (!) :=
1

T

Z T

0
�St(!)dt

convergen d�ebilmente en P casi seguramente a la �unica distribuci�on invariante (Revisar Ap�endice
A, De�nici�on A.12) � de S. Normalmente, las distribuciones emp��ricas satisfacen un principio
de desviaciones largas de la siguiente forma

1

T
logP[�T 2 A] � � ��nf

�2A
I(�); (3.4)

con alguna funci�on de tasa I de�nida en el conjunto convexo M1(R
d) de las medidas de proba-

bilidad en Rd, donde (3.4) debe leerse como un l��mite superior para el l��m sup del lado izquierdo
si A es un subconjunto cerrado de M1(R

d) y como l��mite inferior para el l��m inf si A es un con-
junto abierto. En algunas condiciones de regularidad, el precio de riesgo del mercado satisface
las desviaciones largas estimadas en (1.9)

l��m
T%1

1

T
logP

�
1

T

Z T

0
k'tk2dt 6 c1

�
6 �c2;
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Cap��tulo 3. Estimaciones para el arbitraje asint�otico

para alg�un c1 <
R k'(x)k2�dx con

c2 := ��nf

�
I(�)

��� Z T

0
k'(x)k2d�(x) 6 c1

�
> 0;

debido al principio de contracci�on (ver [Dembo A, 1998, p.126]). En tal situaci�on, uno debe
esperar una ca��da exponencial de las probabilidades

P
�
ZT > e�
T

�
y una correspondiente versi�on exponencial de las estimaciones en el Teorema 1.6, asumiendo
ahora la singularidad de la medida martingala localmente equivalente Q. Sin embargo, esto
implicar�a un ligero re�namiento del principio de desviaciones largas en su forma cl�asica (3.4).
Hagamos el argumento para el caso unidimensional. En efecto,

P
�
ZT > e�
T

�
= P

�Z T

0
'tdWt +

1

2

Z T

0
'2
tdt 6 
T

�
:

Por la F�ormula de Itô se tieneZ T

0
'tdWt :=

Z T

0
't

�
dSt
�(St)

� 'tdt

�
=

Z T

0
f(St)dSt �

Z T

0
'2
tdt

= F (ST )� F (S0)� 1

2

Z T

0
f 0(St)�2(St)dt�

Z T

0
'2(St)dt;

donde, f(x) := '(x)
�(x) , asumiendo que f 2 C1 y tomamos a F 2 C2 tal que F 0 = f . As��

P
�
ZT > e�
T

�
= P

�
(F (ST )� F (S0))� 1

2

Z T

0
h(St)dt 6 
T

�
= P

�
1

T
(F (ST )� F (S0))� 1

2

Z T

0
h(x)d�T (x) 6 


�
;

de�nimos h(x) := f 0(x)�2(x) + '2(x). Con una estimaci�on exponencial de la forma

l��m sup
T%1

1

T
logP

�
ZT > e�
T

�
< 0:

Para 
 < �1
2

R
hd� si tenemos un principio de desviaci�on larga conjunta para las variables

aleatorias
�
1
T (F (ST )� F (S0)); �T

� 2 R
1 �M1(R

d) donde M1(R
d) es un conjunto convexo de

las medidas de probabilidad en Rd. M�as concretamente, para las variables aleatorias

1

T
(F (ST )� F (S0))� 1

2

Z T

0
h(x)d�T (x):

Ilustraremos este enfoque mediante la demostraci�on de estimaciones exponenciales expl��citas
para el proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck.
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Cap��tulo 4

El proceso geom�etrico de
Ornstein-Uhlenbeck

En el presente cap��tulo consideraremos el proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck y dare-
mos una versi�on m�as fuerte para las estimaciones del Teorema 1.6. comenzamos con el caso m�as
simple

St = exp(Yt); (4.1)

donde (Yt)t�0 es el proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck de�nido por

dYt = ��Ytdt+ �dWt Y0 = y0;

con par�ametros �; � > 0 y condici�on inicial y0 2 R.

El proceso S = (St)t�0 de�nido por la ecuaci�on (4.1) satisface la ecuaci�on diferencial es-
toc�astica

dSt = St[��Ytdt+ �dWt] + St
�2

2
dt

= St�

�
dWt � 1

�

�
�Yt � �2

2

�
dt

�
: (4.2)

Para un horizonte temporal �jo T , la �unica medida martingala equivalente Q en FT para el
proceso S est�a de�nida por

dQ

dP

���
FT

= ZT

donde

ZT := exp

 Z T

0

1

�

�
�Yt � �2

2

�
dWt � 1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt � �2

2

�2

dt

!
: (4.3)

En otras palabras la din�amica de S bajo Q toma la forma

dSt = �StdW
Q
t ;
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con WQ
t un movimiento browniano bajo Q,de�nido por

WQ
t := Wt �

Z t

0

1

�

�
�Ys � �2

2

�
ds

=
1

�

�
Yt � y0 +

�2

2
t

�
: (4.4)

Desviaciones largas

En este modelo espec���co podemos describir las desviaciones largas de una manera m�as ex-
pl��cita. Primeramente necesitamos ver que debe de cumplir la funci�on de tasa, lo cual de�nimos
a continuaci�on.

De�nici�on 4.1. Una funci�on de tasa I es un mapeo semicontinuo inferior I : X ! [0;1)
(tal que 8�[0;1), el nivel establecido 	I(�) := fx : I(x) � �g es un subconjunto cerrado de
X ). Una buena funci�on de tasa es una funci�on de tasa para la cual todos los conjuntos de
niveles 	I(�) son subconjuntos compactos de X . El dominio efectivo de I, denotado por DI ,
es el conjunto de puntos en X de tasa �nita, es decir, DI := fx : I(x) � 1g. Cuando no se
produce confusi�on, nos referimos a DI como el dominio de I [Dembo A, 1998, p.4]).

Ahora enunciaremos que se debe de cumplir para que una funci�on de tasa cumpla el Principio
de Desviaciones Largas en la siguiente de�nici�on.

De�nici�on 4.2. Principio de desviaciones largas.

f��g satisface el Principio de Desviaciones Largas si para todo conjunto F 2 R se cumple que

� ��nf
x2F �

I(x) � l��m inf
�%0

� log��(F ) � l��m sup
�%0

� log��(F ) � � ��nf
x2 �F

I(x): (4.5)

Donde F � conjunto abierto y �F conjunto cerrado.

Para entender mejor lo anterior, veremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3. Sean X1; X2; � � � ; XT una sucesi�on de variables independientes e id�enticamente
distribuidas, que se distribuyen como una normal est�andar y consideramos la media dada como
ŜT = 1

T

PT
i=1Xi.

Para cualquier � > 0 tenemos que

l��m
T%1

P[jŜT j � �] = 0:

Para alg�un conjunto cerrado A � R

l��m sup
T%1

1

T
logP

hp
T ŜT 2 A

i
� � ��nf

y2A
I(y)
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Cap��tulo 4. El proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck

y para alg�un conjunto abierto B � R

l��m inf
T%1

1

T
logP

hp
T ŜT 2 B

i
� � ��nf

y2B
I(y):

Sea � > 0, A� := fyjd(y;A) 6 �g, para T lo su�cientemente grande. As��

l��mT%1
1

T
logP

hp
T ŜT 2 A

i
6 � ��nf

y2A�

I(y);

para A cerrado y � > 0 arbitrario, por lo tanto

l��mT%1
1

T
logP

hp
T ŜT 2 A

i
6 � ��nf

y2A
I(y): (4.6)

Para el l��mite inferior tenemos que para alg�un � > 0, B� := fyjd(y;B) < �g, para T lo su�cien-
temente grande. As��

lim
T!1

1

T
logP

hp
T ŜT 2 B

i
> � ��nf

y2B�

I(y);

para B abierto y � > 0 arbitrario, entonces

lim
T!1

1

T
logP

hp
T ŜT 2 B

i
> � ��nf

y2B
I(y): (4.7)

Para y0 > ��2

4 y A := [y0;1) y los l��mites (4.6), (4.7) implican que

l��m
T%1

1

T
logP

hp
T ŜT > y0

i
= �I(y0):

por la igualdad anterior tenemos lo siguiente

l��m
T%1

P[jŜT j � �] =
1p
2�

Z
A
exp

�
�x

2

2

�
dx:

Entonces

P[jŜT j � �] = 1� 1p
2�

Z �
p
T

��pT
exp

�
�x

2

2

�
dx

por lo tanto

l��m
T%1

1

T
logP[jŜT j � �] = ��

2

2
:

Ahora vamos a poder de�nir expl��citamente para el proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck
el principio de desviaciones largas, en la siguiente proposici�on.

Proposici�on 4.4. Para alg�un 
 2
�
0; �

2

8 + �
4

�
, el conjunto AT :=

�
ZT � e�
T

	
satisface

Q[AT ] � 1� e�
T (4.8)

y

l��m
T%1

1

T
logP[AT ] = �

�
�2

8 � 
 + �
4

�2
�2

8 � 
 + �
2

: (4.9)
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Demostraci�on. Claramente

Q [Ac
T ] = Q

�
ZT � e�
T

�
=

Z
fZT�e�
T g

ZTdP � e�
T ;

entonces

Q [AT ] � 1� e�
T :

queda demostrada la ecuaci�on (4.8). Para demostrar la ecuaci�on (4.9), utilizamos (4.3) y la
reescribimos de la siguiente manera

logZT =
1

�

Z T

0

�
�Yt � �2

2

��
1

�
dYt +

�

�
Ytdt

�
� �2

2�2

Z T

0
Y 2
t dt�

�2

8
T +

�

2

Z T

0
Ytdt

=

Z T

0

1

�2

�
�Yt � �2

2

�
dYt +

Z T

0

�

�2
Yt

�
�Yt � �2

2

�
dt� �2

2�2

Z T

0
Y 2
t dt

��
2

8
T +

�

2

Z T

0
Ytdt

=
�

�2

Z T

0
YtdYt � 1

2
(YT � Y0) +

�2

2�2

Z T

0
Y 2
t dt�

�2

8
T

=
�

�2
�T � �2

8
T; (4.10)

donde

�T := �T + �T ;

�T :=

Z T

0
YtdYt +

�

2

Z T

0
Y 2
t dt

=
1

2

�
Y 2
T � Y 2

0 � �2T
�
+
�

2

Z T

0
Y 2
t dt

�T :=
�2

2�
(Y0 � YT ):

Adem�as hay que recordar que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es erg�odico con distribuci�on

invariante, es decir, Y � N
�
0; �

2

2�

�
esto implica que

l��m
T!1

�T
T

= l��m
T%1

�T
T

= ��
2

2
+
�

2

�2

2�
= ��

2

4
P� c:s: (4.11)

Para las desviaciones largas aplicamos [Florens-Landais and Pham, 1999, Teorema 2.2] (con
�0 = ��; � = ��

2 , y la extensi�on directa al caso � 6= 1) y vemos que las variables aleatorias �T
T

satisfacen el principio de desviaci�on largas, donde su funci�on de tasa es:

I(y) =

8<:
2�
�

y

�2
+ 1

4

�2

2 y

�2
+1

Para y > ��2

2

1 Para y 6 ��2

2

es decir,

l��m sup
T%1

1

T
logP

h�T
T
2 F

i
� � ��nf

y2F
I(y)
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Cap��tulo 4. El proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck

para alg�un conjunto cerrado F � R y

l��m inf
T%1

1

T
logP

h�T
T
2 G

i
� � ��nf

y2G
I(y)

para alg�un conjunto abierto G � R.

El principio de desviaciones largas anterior con funci�on de tasa I, puede aplicarse a las
variables aleatorias �T

T . Adem�as el t�ermino adicional �T se distribuye normalmente con media
mT que converge a m1 2 R y las varianza �2T que converge a �21 2 (0;1), implica que

l��m
T%1

1

T 2
logP

� j�T j
T

> ���1T

�
= l��m

T%1
1

T 2
log

2p
2�

Z 1

�T��1
T

e�
y2

2 dy

= l��m
T%1

1

T 2
log

Z 1

0
e�

1
2(�T�

�1
T �w)2dw

= l��m
T%1

1

T 2
log e�

1
2
�T 2��2

T

Z 1

0
e�

1
2(�2w�T��1

T +w2)dw

= l��m
T%1

1

T 2
log e�

1
2
�T 2��2

T

= � �2

2�21
:

Para �T tenemos lo siguiente

P

�
�T
T
2 F

�
6 P

� j�T j
T

> �

�
+ P

h�T
T
2 F�

i
6 2P

h�T
T
2 F�

i
para alg�un � > 0, F� := fyjd(y; F ) 6 �g, para T lo su�cientemente grande. As��

l��mT%1
1

T
logP

�
�T
T
2 F

�
6 � ��nf

y2F�
I(y);

para F cerrado y � > 0 arbitrario, por lo tanto

l��mT%1
1

T
logP

�
�T
T
2 F

�
6 � ��nf

y2F
I(y): (4.12)

Para el l��mite inferior tenemos que para alg�un � > 0, G� := fyjd(y;G) < �g, para T lo su�cien-
temente grande. As��

lim
T!1

1

T
logP

�
�T
T
2 G

�
> � ��nf

y2G�

I(y);

para G abierto y � > 0 arbitrario, entonces

lim
T!1

1

T
logP

�
�T
T
2 G

�
> � ��nf

y2G
I(y): (4.13)
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Para y0 > ��2

4 y F := [y0;1) y los l��mites (4.12), (4.13) implican que

l��m
T%1

1

T
logP

�
�T
T
> y0

�
= �I(y0):

Con la igualdad anterior ya podemos calcular (4.9) de la siguiente manera

P
�
ZT > e�
T

�
= P

�
�

�2
�T � 1

8
�2T > �
T

�
= P

�
�T
T
>
�2

�

�
�2

8
� 


��
para 
 2

�
0; �

2

8 + �
4

�
entonces

l��m
T%1

1

T
logP

�
ZT > e�
T

�
= l��m

T%1
1

T
logP

�
�T
T
>
�2

�

�
�2

8
� 


��
= �I

�
�2

�

�
�2

8
� 


��

= �
2�

 
�2

�

�
�2

8
�


�

�2
+ 1

4

!2

2
�2

�

�
�2

8
�


�

�2
+ 1

= �
2
�

�
�2

8 � 
 + �
4

�2
2
�

�
�2

8 � 

�
+ 1

= �
�
�2

8 � 
 + �
4

�2
�2

8 � 
 + �
2

:

Ahora ya podemos demostrar el Teorema 1.7, m�as a�un demostraremos la siguiente versi�on
m�as fuerte.

Teorema 4.5. Sea (St)t>0 un proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck como en la ecuaci�on

(1.10). Tomamos 
 2
�
0; �

2

8 + �
4

�
y alg�un 
1 < 
. Entonces existen reclamos contingentes

XT 2 KT tal que para alg�un 
2 < 
 � 
1,

(i) XT > �e�
2T para T grande,

(ii) l��mT%1 1
T logP[XT < e
1T ] = �

�
�2

8
�
+ �

4

�2

�2

8
�
+ �

2

M�as precisamente, podemos alcanzar los l��mites m�as estrechos

(iii) XT > ��T := �e
1T Q[Ac
T ]

Q[AT ]

donde AT := fZT > e�
T g, y la tasa de ca��da en (ii) para las probabilidades de d�e�cit P[XT <
e
1T ] es de hecho �optima bajo la restricci�on (iii).
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Demostraci�on. Ya que Q[Ac
T ] � e�
T y por (4.8) la constante �T de�nida por (iii) satisface

�T � e�(
�
1)T
1

Q[AT ]
;

por lo tanto �T � e�
2T para T grande si 
2 � 
 � 
1. Ahora consideramos los reclamos
contingentes

XT := e
1T1Ac
T
� �T1AT

:

Claramente XT � ��T y

EQ [XT ] = e
1TQ[Ac
T ]� �TQ[AT ] (4.14)

sustituyendo �T como en (iii) se tiene que

EQ [XT ] = e
1TQ[Ac
T ]� e
1T

Q[Ac
T ]

Q[AT ]
Q[AT ] = 0

entonces XT 2 KT . adem�as que
fXT < e
1T g = AT

para T su�cientemente grande, la parte (ii) del Teorema 4.5 se deduce de ecuaci�on (4.9). Para
veri�car la optimalidad de la tasa de convergencia en (ii) bajo la restricci�on (iii), se toma una
sucesi�on de reclamos contingentes ~XT 2 KT tal que ~XT � ��T , por lo que el correspondiente
conjunto ~AT := f ~XT < e
1T g satisface que

Q
h
~Ac
T

i �
e
1T + �T

�� �T = e
1TQ
h
~Ac
T

i
� �T (1�Q

h
~Ac
T

i
)

= e
1TQ
h
~Ac
T

i
+ (��T )Q

h
~AT

i
� EQ

h
~XT

i
� 0; (4.15)

para hacer una comparaci�on de Q
h
~Ac
T

i
y Q[Ac

T ], de la ecuaci�on (4.14) se tiene lo siguiente

0 = e
1TQ[Ac
T ]� �TQ[AT ]

= e
1TQ[Ac
T ]� �T (1�Q[Ac

T ])

= e
1TQ[Ac
T ]� �T + �TQ[Ac

T ]

entonces despejando Q[Ac
T ] tenemos que:

Q[Ac
T ](�T + e
1T ) = �T

Q[Ac
T ] =

�T
�T + e
1T

(4.16)

y de las ecuaciones (4.15) y (4.16) obtenemos lo siguiente

Q
h
~Ac
T

i
� �T
�T + e
1T

= Q [Ac
T ] :

El lema de Neyman-Pearson A.5 nos permite concluir que

P

h
~Ac
T

i
� P [Ac

T ] :

En particular, las probabilidades de de�cit (en ingl�es shortfall probabilities) P
h
~XT < e
1T

i
=

P

h
~AT

i
no puede decaer a una velocidad mayor que la descrita por (ii).
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Observaci�on 4.6. Haciendo un an�alisis del Teorema 4.5 podemos notar lo siguiente:
Para la constante �T de�nida en el inciso (iii) vemos que satisface

l��mT%1
1

T
log�T = 
1 + l��mT%1

1

T
logQ [Ac

T ] ;

como Q [Ac
T ] � e�
T entonces tenemos que

l��mT%1
1

T
log�T � �(
 � 
1): (4.17)

Ahora si re�nando m�as las estimaciones de desviaciones largas para Q[Ac
T ] producen mejores

tasas para la convergencia de �T a 0.De hecho,

Q [Ac
T ] = Q

�
ZT < e�
T

�
� e��
TEQ

h
Z��T

i
= e��
TEP

h
Z1��
T

i
para alg�un � > 0. El t�ermino EP

h
Z1��
T

i
pueden calcularse expl��citamente, como lo veremos en

la Proposici�on 5.6, que establece

l��mT%1
1

T
logQ [Ac

T ] � �(
 + f(�))

con

f(�) :=
�

2
(
p
� � �) + (1� �)

�
�2

8
� 


�
:

Ya que hemos asumido 
 � �2

8 + �
4 , la funci�on f alcanza su valor m�aximo

f(�(
)) =

�
�2

8
+
�

4
� 


�2�
�2

8
+
�

4
� 


��1
> 0

en �(
) = �2

16

�
�2

8 + �
4 � 


��2
y entonces podemos reemplazar la tasa 
�
1 en la ecuaci�on (4.17)

por la mejor tasa 
 � 
1 + f(�(
)).

Observaci�on 4.7. Para versiones m�as generales del proceso geom�etrico Ornstein-Uhlenbeck,
supongamos que el proceso de precio descontado es de la forma

St = eYt+�t

con alg�un par�ametro de deriva constante �. En este caso, la densidad Zt de la medida martingala
equivalente est�a dada nuevamente por la ecuaci�on (4.3), pero con par�ametros modi�cados

~� = � +
2�

�
; ~� = �

�
1 +

2�

�2

�
:

Como resultado, la ecuaci�on (4.9) en la Proposici�on 4.4 sigue siendo v�alido, pero con ~� en lugar
de �. La densidad ZT toma la siguiente forma

ZT = exp

"Z T

0

1

�

�
�Yt �

�
�2

2
+ �

��
dWt � 1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt �

�
�2

2
+ �

��2

dt

#

= exp

�
�

�2
~�T � �2

8
T

�
; (4.18)
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Cap��tulo 4. El proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck

donde

~�T = �T + ~�T

~�T =
�~�

2�
(Y0 � YT ):

La ley de los grandes n�umeros de la ecuaci�on (4.11) sigue siendo v�alida para ~�, y el principio
de desviaciones largas para � tambi�en se puede transferir a ~� de la siguiente manera

l��m
T%1

1

T
logP

�
ZT � e�
T

�
= l��m

T%1
1

T
logP

�
�T
T
� �2

�

�
~�2

8
� 


��
= �I

�
�2

�

�
~�2

8
� 


��
para 
 2

�
0; ~�

2

8 + �
4

�
.

Concluiremos este cap��tulo haciendo una comparaci�on del proceso geom�etrico de Ornstein-
Uhlenbeck descrito en el Teorema 4.5 y la Observaci�on 4.7 con el caso m�as simple del modelo
de Black-Scholes.

Teorema 4.8. Sea � 6= 0, � > 0 y de�nimos el modelo Black-Scholes como

St = S0 exp

�
�Wt +

�
�� �2

2

�
t

�
:

Tomando 
 2
�
0; �

2

2

�
, donde 't � ' � �

� . Para alg�un 
1 < 
, existe XT 2 KT tal que para

alg�un 
2 < 
 � 
1,

(i) XT � �e�
2T para T grande,

(ii) l��mT%1 1
T logP

�
XT � e
1T

�
= �1

2

�
'
2 � 


'

�2
.

M�as precisamente, podemos lograr los l��mites m�as ajustados

(iii) XT � ��T := �e
1T Q[Ac
T ]

Q[AT ]
,

donde AT = fZT � e�
T g. Entonces

l��m
T%1

1

T
log�T = 
1 � 1

2

�



'
+
'

2

�2

;

y la tasa de decaimiento para las probabilidades de d�e�cit en (ii) es �optima bajo la
restricci�on (iii).

Demostraci�on. Para T > 0, la medida martingala equivalente ZT viene dada por

ZT = exp

�
�'WT � '2

2
T

�
:

29



Tenemos

P[Ac
T ] = P

�
�'WT � '2

2
T < �
T

�

= P

24�WT <

�
'2

2 � 

�
T

'

35
= �

��
'

2
� 


'

�
T 1=2

�
para ' > 0 donde � denota la funci�on de distribuci�on para una variable aleatoria normal
est�andar. Dado que WQ

t :=Wt + 't de�ne un movimiento browniano bajo Q tenemos

Q[Ac
T ] = Q

�
�'WQ

T < �
T � '2

2
T

�
= �

�
�
�



'
+
'

2

�p
T

�
:

Nuevamente consideramos un reclamo contingente de la siguiente manera

XT := e
1T1Ac
T
� �T1AT

:

Claramente, XT � ��T y EQ[XT ] = 0 por lo tanto XT 2 KT . Tenemos

P
�
XT < e
2T

�
= P[AT ]

= P

�
�'WQ

T +
'2

2
T < 
T

�
= P

�
�'WQ

T < �'
2

2
T + 
T

�
= P

�
�WQ

T < �
�
'

2
� 


'

�
T

�
= �

�
�
�
'

2
� 


'

�
T 1=2

�
:

Ya que l��mT%1 1
T log �

���T 1=2
�
= ��2

2 para alg�un � 2 R, por lo tanto obtenemos

l��m
T%1

1

T
logP

�
XT < e
1T

�
= �

�
'
2 � 


'

�2
2

:

Para � tenemos lo siguiente

l��m
T%1

1

T
log�T = l��m

T%1
1

T
log

�
e
1T

Q[Ac
T ]

Q[AT ]

�
= 
1 + l��m

T%1
1

T
logQ[Ac

T ]

= 
1 � 1

2

�



'
+
'

2

�2

:

Aplicamos el lema Neyman-Pearson A.5 como en la demostraci�on del Teorema 4.5 por lo tanto
la tasa de decaimiento en (ii) es �optima bajo la restricci�on (iii).
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Cap��tulo 5

Estrategias �optimas para el proceso
geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck y
las utilidades HARA

En este cap��tulo vamos a calcular la utilidad m�axima esperada

uT (x) := EP [U(XT )]

alcanzable al tiempo T > 0 para las funciones de utilidad HARA U , usando alguna estrategia
de inversi�on auto�nanciable y un capital inicial x > 0. Recordemos (ver, Karatzas et al. [1987,
1991]) que el reclamo contingente �optimo XT es de la forma

XT = (U 0)�1(yZT ) (5.1)

donde el multiplicador de Lagrange y > 0 est�a dado por

EQ
�
(U 0)�1(yZT )

�
= x: (5.2)

Por lo tanto XT � x 2 KT . Debemos tener en cuenta que mientras en las secciones anteriores
XT 2 KT , ahora maximizamos la utilidad, donde �jamos un capital inicial x 2 R y dejamos que
XT denote una variable aleatoria tal que XT � x 2 KT .

Tambi�en vamos a identi�car la estrategia �optima, es decir, el proceso predecible
�
�
(T )
t

�
0�t�T

tal que

XT
t := EQ[XT jFt]

= x+

Z t

0
�
(T )
t dSs (5.3)

para cualquier t 2 [0; T ]. Es claramente equivalente a calcular la proporci�on �optima

�
(T )
t :=

�
(T )
t � St
X

(T )
t

(5.4)

del capital X
(T )
t generado hasta el tiempo t que debe invertirse en el activo �nanciero.
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5.1. Utilidad Logar��tmica

Adem�as, vamos a describir el crecimiento de uT (x) y la estrategia �optima �T a medida que
T tiende a 1, y dar una interpretaci�on �nanciera en t�erminos de la equivalencia de certeza.

5.1. Utilidad Logar��tmica

Para la funci�on de utilidad logar��tmica U(x) = log x se deduce de la ecuaci�on (5.1) y (5.2)
que se da el reclamo contingente �optimo en el momento T y est�a dado por

XT = xZ�1T : (5.5)

As��, la utilidad m�axima esperada toma la forma

uT (x) = log x+HT (PjQ) (5.6)

donde

HT (PjQ) := EP

"
log

dP

dQ

����
FT

#
= EP

�
logZ�1T

�
denota la entrop��a relativa de P con respecto a Q en FT .

Proposici�on 5.1. La utilidad m�axima esperada en el momento T est�a dada por

uT (x) = log x+
1

4
�T � 1

8

�
1� e�2�T

�
+
1

4

�

�2
y20
�
1� e�2�T

�
�1

2
y0
�
1� e��T

�
+
1

8
�2T: (5.7)

En particular uT (x) crece linealmente a la tasa

l��m
T!1

uT (x)

T
=

1

4
�+

1

8
�2: (5.8)

Demostraci�on. Por lo visto en (5.6) es su�ciente calcular la entrop��a relativa

HT (PjQ) = EP
�
logZ�1T

�
= �EP [logZT ]

= �EP
�Z T

0

1

�

�
�Yt � 1

2
�2
�
dWt

�
+EP

"
1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt � 1

2
�2
�2

dt

#
:

El primer t�ermino es 0 ya que ZT es una Q-martingala y los dos primeros momentos del proceso
de Ornstein-Uhlenbeck (Yt)t�0 est�an dados por

EP[Yt] = y0e
��t (5.9)

y

EP[Y
2
t ] =

�2

2�

�
1� e�2�t

�
+ y20e

�2�t:
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Cap��tulo 5. Estrategias �optimas para el proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck y las

utilidades HARA

Entonces

HT (PjQ) =
�2

2�2

Z T

0
EP[Y

2
t ]dt�

�

2

Z T

0
EP[Yt]dt+

1

8
�2T

=
�2

4�2
y20
�
1� e�2�T

�� 1

2
y0
�
1� e��T

�� 1

8

�
1� e�2�T

�
+
1

4
�T +

1

8
�2T:

En el caso logar��tmico, la estrategia �optima no depende del horizonte T .

Proposici�on 5.2. La proporci�on �optima de�nida por (5.4) est�a dada por

�
(T )
t =

1

2
� 1

�2
�Yt: (5.10)

Demostraci�on. Por lo visto en (4.3), (4.4) y (5.5) se tiene lo siguiente:

dWQ
t = dWt �

Z t

0

1

�

�
�Ys � �2

2

�
ds

dWt = dWQ
t +

Z t

0

1

�

�
�Ys � �2

2

�
ds;

entonces el reclamo contingente �optimo est�a dada por

XT = x exp

 
�
Z T

0

1

�

�
�Yt � 1

2
�2
�
dWt +

1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt � 1

2
�2
�2

dt

!

= x exp

�
�
Z T

0

1

�

�
�Yt � 1

2
�2
��

dWQ
t +

Z T

0

1

�

�
�Yt � �2

2

�
dt

�
+
1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt � 1

2
�2
�2

dt

!

= x exp

 
�
Z T

0

1

�

�
�Yt � 1

2
�2
�
dWQ

t �
Z T

0

1

�2

�
�Yt � 1

2
�2
�2

dt

+
1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt � 1

2
�2
�2

dt

!

= x exp

 
�
Z T

0

1

�

�
�Yt � 1

2
�2
�
dWQ

t � 1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt � 1

2
�2
�2

dt

!
:

As�� la Q�martingala

X
(T )
t = EQ [XT jFt]

= x exp

 
�
Z t

0

1

�

�
�Ys � 1

2
�2
�
dWQ

s � 1

2

Z t

0

1

�2

�
�Ys � 1

2
�2
�2

ds

!
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5.2. Utilidad Exponencial

como la din�amica S satisface la forma

dSt = �StdW
Q
t

entonces

dX
(T )
t = X

(T )
t

�
� 1

�

�
�Ys � 1

2
�2
��

dWQ
s

= X
(T )
t

�
� 1

�2
�Ys +

1

2

�
S�1t dSt

= X
(T )
t �tS

�1
t dSt

y as��, la proporci�on �
(T )
t de�nida por (5.4) viene dada por (5.10).

Observaci�on 5.3. Se sabe que, para la utilidad logar��tmica, el valor del portafolio �optimo est�a
dada por el \portafolio efectivo"

XT = x
�
Zm��n
T

��1
= x+

Z T

0
Xt

�'
�

�
t
dSt; (5.11)

es decir, la estrategia �optima es proporcional a la riqueza actual Xt as�� como al cociente '
� . Tenga

en cuenta que estos resultados tambi�en son ciertos en el caso general incompleto. En nuestro
caso especial del proceso geom�etrico Ornstein-Uhlenbeck, esto es, por supuesto, consistente con
la f�ormula expl��cita (5.10) para la proporci�on �optima. La f�ormula (5.11) implica en particular
que cualquier estimaci�on (desde abajo) en �E �log �Zm��n

��
produce una estimaci�on (por abajo)

en E [log (XT )].

5.2. Utilidad Exponencial

Para la funci�on de utilidad exponencial U(x) = � exp(��x) con par�ametro � > 0 se tiene

(U 0)�1(y) = 1
� log

�
�
y

�
, entonces el reclamo contingente �optimo en (5.1) est�a dado por

XT = x+
1

�
(HT (QjP)� logZT ) ;

donde

HT (QjP) := EQ[logZT ]

denota la entrop��a relativa de Q por respecto a P en FT .
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utilidades HARA

Proposici�on 5.4. La utilidad m�axima esperada est�a dada por

uT (x) = � exp(��x�HT (QjP)) (5.12)

donde

HT (QjP) =
�
�2

2�2
y20 �

�

2
y0 +

1

8
�2
�
T +

�
1

4
�2(1� y0) +

1

8
��2
�
T 2 +

1

24
�2�2T 3: (5.13)

En particular, uT (x) crece hasta su l��mite superior 0 a la siguiente velocidad

l��m
T%1

1

T 3
log(�uT (x)) = � 1

24
�2�2:

Demostraci�on. Ya que por (5.1)

uT (x) = �EP[exp(��XT )]

= � exp(��x�HT (QjP));
Queda por calcular la entrop��a relativa en el entorno especial. Por lo visto en las ecuaciones (4.3)
y (4.4) se tiene

HT (QjP) = EQ

"Z T

0

1

�

�
�Yt � 1

2
�2
�
dWt � 1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt � 1

2
�2
�2

dt

#

= EQ

"Z T

0

1

�

�
�Yt � 1

2
�2
�
dWQ

t +
1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt � 1

2
�2
�2

dt

#

=
�2

2�2

Z T

0
EQ[Y

2
t ]dt�

�

2

Z T

0
EQ[Yt]dt+

1

8
�2T:

Ya que Yt = �WQ
t + y0 � 1

2�
2t por la ecuaci�on (4.4), el primer y segundo momento est�an dados

por

EQ[Yt] = y0 � 1

2
�2t;

y

EQ[Y
2
t ] = �2t+ y20 � y0�

2t+
1

4
�4t2;

por lo tanto

HT (QjP) =
�2

2�2

Z T

0

�
�2t+ y20 � y0�

2t+
1

4
�4t2

�
dt� �

2

Z T

0

�
y0 � 1

2
�2t

�
dt+

1

8
�2T

=
�2

2�2

�
1

2
�2T 2 + y20T �

1

2
y0�

2T 2 +
1

12
�4T 3

�
dt� �

2

�
y0T � 1

4
�2T 2

�
dt+

1

8
�2T

=

�
�2

2�2
y20 �

�

2
y0 +

1

8
�2
�
T +

�
1

4
�2(1� y0) +

1

8
��2
�
T 2 +

1

24
�2�2T 3;

obtenemos la ecuaci�on (5.13).
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5.2. Utilidad Exponencial

Identi�quemos ahora la estrategia �optima para un horizonte �jo T > 0.

Proposici�on 5.5. La cantidad �optima �
(T )
t de�nida por (5.3) est�a dada por

�
(T )
t =

1

�St

�
� 1

�2
(�+ �2(T � t))Yt +

1

4
(1 + �(T � t))2 +

1

4

�
: (5.14)

Demostraci�on. Considerar la Q�martingala

X
(T )
t = EQ[XT jFt]

= EQ[x+
1

�
(HT (QjP)� logZT ) jFt]

= x+
1

�
HT (QjP)� 1

�
EQ[logZT jFt]

= x+
1

�
HT (QjP)� 1

�
EQ

"Z T

0

1

�

�
�Yt � �2

2

�
dWt � 1

2

Z T

0

1

�2

�
�Yt � �2

2

�2

dtjFt
#

= x+
1

�
HT (QjP)� 1

�
EQ

"Z T

0

1

�

�
�Yt � �2

2

�
dWQ

t +
1

2

Z t

0

1

�2

�
�Yt � �2

2

�2

dt

+
1

2

Z T

t

1

�2

�
�Yt � �2

2

�2

dt

�����Ft
#

= x+
1

�
HT (QjP)� 1

��

Z t

0

�
�Ys � 1

2
�2
�
dWQ

s � 1

2�

Z t

0

1

�2

�
�Ys � 1

2
�2
�2

ds

� 1

2�
EQ

"Z T

t

1

�2

�
�Ys � 1

2
�2
�2

ds

�����Ft
#
:

El �ultimo t�ermino se puede calcular expl��citamente usando los momentos condicionales

EQ[YsjFt] = �WQ
t + y0 � 1

2
�2s

y

EQ[Y
2
s jFt] = �2(s� t) + �2

�
WQ

t

�2
+

�
y0 � 1

2
�2s

�2

+ 2�WQ
t

�
y0 � 1

2
�2s

�
:

De�namos

k :=
1

�
(�Ys � 1

2
�2) (5.15)

Ht :=

Z t

0
ksdW

Q
s � 1

2

Z t

0
k2sds: (5.16)

Entonces tenemos que

XT
t = x+

1

�
EQ[HT ]� 1

�
EQ[HT j Ft]:
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utilidades HARA

Como XT es una martingala entonces al escribir expl��citamente la din�amica de EQ[
R T
0 k2sds j Ft]

tendremos que la parte de variaci�on �nita deben sumar la constante x. Para determinar la
din�amica tenemos

EQ

�Z T

0
k2sds j Ft

�
=

Z t

0
k2sds+ EQ

�Z T

t
k2sds j Ft

�
=

Z t

0
k2sds+

1

�2
EQ

�Z T

t
(�Ys � 1

2
�2)2ds j Ft

�
=

Z t

0
k2sds+

1

�2

Z T

t
EQ

�
(�Ys � 1

2
�2)2 j Ft

�
ds

=

Z t

0
k2sds+

1

�2

Z T

t
EQ

�
�2Y 2

s � ��2Ys +
1

4
�4 j Ft

�
ds:

Ahora trabajemos el segundo t�ermino de la ultima igualdad. TenemosZ T

t
EQ

�
�2Y 2

s � ��2Ys +
1

4
�4 j Ft

�
ds

=�2
Z T

t
ds

�
�2(s� t) + �2(WQ

t )
2 + (y � 1

2
�2s)2 + 2�WQ

t (y �
1

2
�2s)

�
���2

Z T

t
ds

�
�WQ

t + y � 1

2
�2s

�
+
�4

4
(T � t)

=�2
�
1

2
�2(s� t)2 + �2(WQ

t )
2s� 2

3�2
(y � 1

2
�2s)3 � 2

�
WQ

t (y �
1

2
�2s)2

�T
t

���2
�
�WQ

t s�
1

�2
(y � 1

2
�2s)2

�T
t

+
�4

4
(T � t):

Todos aquellos t�erminos en donde no aparezca expl��citamente WQ dar�an origen a procesos
o funciones de variaci�on acotada y por ello no ser�an importantes ya que se deben anular con
todos los dem�as t�erminos de variaci�on acotada. Luego entonces nos enfocamos en la siguiente
expresi�on

Zt := �2
�
�2(WQ

t )
2s� 2

�
WQ

t (y �
1

2
�2s)2

�T
t

� ��2
h
�WQ

t s
iT
t
: (5.17)

Dados dos procesos x; y el s��mbolo x � y signi�car�a que la diferencia x � y es un proceso de
variaci�on �nita. Observemos que para cualquier funci�on f determinista haciendo integraci�on por
partes

(WQ
t )

2f(t) � 2

Z t

0
f(s)WQ

s dW
Q
s

WQ
t f(t) �

Z t

0
f(s)dWQ

s :

Luego Z de�nido en (5.17) satisface Z � R �0 �sdWQ
s en donde

�s := 2�2�2(T � s)Ws � 2�2

�

�
(y � 1

2
�2s)2

�T
s

� ��3(T � s): (5.18)
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5.3. Utilidad de Potencia

�nalmente obtenemos

X
(T )
t = x+

1

�

Z t

0

�
1

�

�
1

2
�2 � �Ys

�
� �2

�
(T � s)Ys � �

4
+

�

4�2
(�+ �2(T � s))2

�
dWQ

s

= x+
1

�

Z t

0

1

Ss

��
� �

�2
� �2

�2
(T � s)

�
Ys +

1

4
(1 + �(T � s))2 +

1

4

�
dSs:

Esto muestra que el integrando
�
�
(T )
t

�
de�nido por la ecuaci�on (5.3) viene dado por (5.14).

5.3. Utilidad de Potencia

Consid�erese la funci�on de utilidad de potencia que est�a dada por U(x) = 1
�x

� con par�ametro
� 2 (�1; 1)nf0g. Donde (U 0)�1(y) = y
 con 
 = 1

��1 2 (�1; 0), el reclamo contingente �optimo
para T > 0 est�a dado por

XT = xZ

TEQ

�
Z

T

��1
= xZ


TEP

h
Z�
T

i�1
; (5.19)

y la m�axima utilidad esperada es

uT (x) = EP [U(XT )] (5.20)

sustituyendo U(x), obtenemos lo siguiente

uT (x) = EP

�
1

�
x�Z
�

T

�
EP

h
Z��T

i�
=

1

�
x�EP

h
Z

�
��1

T

i
EP

h
Z�
T

i�
=

x�

�
EP

h
Z�
T

i1��
(5.21)

donde

� :=
�

�� 1
2 (�1; 1) n f0g:

La siguiente proposici�on presenta una f�ormula expl��cita para uT (x). En particular, nos permite
calcular su tasa de crecimiento cuando T ! 1. Tenga en cuenta que para � > 0 la ecuaci�on
(5.23) describe el crecimiento exponencial de uT (x) al in�nito, mientras que para � < 0 especi-
�ca la disminuci�on exponencial de la distancia entre uT (x) y su valor m�aximo 0.
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Proposici�on 5.6. Tenemos

EP

h
Z�
T

i
=

�
A�T
��1=2

exp
�
BT +

�
A�T
��1

CT

�
; (5.22)

donde

A�T := 1� 1

2

�
1�

p
1� �

��
1� exp

�
�2�

p
1� �T

��
;

BT :=
1

2
�y0 � �

2�

�p
1� � � (1� �)

�
y20 �

�
1

8
��2 +

�

2

�p
1� � � (1� �)

��
T;

CT := �1

2
�y0 exp

�
��
p
1� �T

�
+
1

2
y20

�

�2

�p
1� � � (1� �)

�
exp

�
�2�

p
1� �T

�
+
�2�2

16�
(1� �)�1=2

�
1� exp

�
�2�

p
1� �T

��
:

En particular, la utilidad m�axima esperada crece a la tasa

l��m
T%1

1

T
log(juT (x)j) =

1

8
��2 +

1

2
�(1�p1� �): (5.23)

Demostraci�on. Para calcular la esperanza de

Z�
T = exp

�
��

�2

Z T

0
YsdYs +

1

2

��2

�2

Z T

0
Y 2
s ds�

1

2
�(YT � y0)� 1

8
��2T

�
;

primero eliminaremos el t�ermino de
R T
0 Y 2

s que aparece en el exponente por medio de una trans-
formaci�on adecuada de Girsanov. Para � > 0 denotamos por P� la medida de probabilidad en
FT con densidad

'�T := exp

 Z T

0

�� �

�
YsdWs � 1

2

Z T

0

�
�� �

�
Ys

�2

ds

!
:

De�nimos un movimiento browniano bajo P�

W �
t := Wt �

Z t

0

�� �

�
Ysds;
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entonces

'�T = exp

 Z T

0

�� �

�
Ys

�
dW �

s +

Z T

0

�� �

�
Ysds

�
� 1

2

Z T

0

�
�� �

�
Ys

�2

ds

!

= exp

 Z T

0

�� �

�
YsdW

�
s +

Z T

0

�
�� �

�

�2

Y 2
s ds�

1

2

Z T

0

�
�� �

�

�2

Y 2
s ds

!

= exp

 Z T

0

�� �

�
Ys

�
dYs + �Ysds

�

�
+
1

2

Z T

0

�
�� �

�

�2

Y 2
s ds

!

= exp

 Z T

0

�� �

�2
YsdYs +

Z T

0

�� �

�2
�Y 2

s ds+
1

2

Z T

0

�
�� �

�

�2

Y 2
s ds

!

= exp

�Z T

0

�� �

�2
YsdYs +

�
(�� �)2

2�2
+
�� �

�2
�

� Z T

0
Y 2
s ds

�
= exp

 Z T

0

�� �

�2
YsdYs +

"
�2

2 � �� + �2

2 + �� � �2

�2

#Z T

0
Y 2
s ds

!

= exp

�
�� �

�2

Z T

0
YsdYs +

1

2

�2 � �2

�2

Z T

0
Y 2
s ds

�
(5.24)

con respecto a P. (Yt)0�t�T se convierte en un proceso Ornstein-Uhlenbeck con respecto a P�

con par�ametro �, es decir,

dYt = ��Ytdt+ �dW �
t : (5.25)

Tomando a � := �
p
1� � y usando la formula de Itô, donde f(Y ) = Y 2 se tiene lo siguiente

Z T

0

�
ft +

1

2
�2fyy

�
dt+

Z T

0
fydYs = f(YT )� f(y0)

sustituyendo las derivadas de la funci�on f se tiene

�2T + 2

Z T

0
YsdYs = Y 2

T � y20

despejando la integral Z T

0
YsdYs =

1

2

�
Y 2
T � y20

�� 1

2
�2T: (5.26)

Podemos calcular EP

h
Z�
T

i
de la siguiente manera
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EP

h
Z�
T

i
= E�

�
Z�
T

�
'�T

��1�
= E� exp

�
��

�2

Z T

0
YsdYs +

1

2

��2

�2

Z T

0
Y 2
s ds�

1

2
�(YT � y0)� 1

8
��2T

� �� �

�2

Z T

0
YsdYs � 1

2

�2 � �2

�2

Z T

0
Y 2
s ds

�
= E� exp

��
��

�2
� �� �

�2

�Z T

0
YsdYs +

�
1

2

��2

�2
� 1

2

�2 � �2

�2

�Z T

0
Y 2
s ds

� 1

2
�(YT � y0)� 1

8
��2T

�
= E� exp

��
�(� � 1 +

p
1� �)

�2

�Z T

0
YsdYs +

�
�2(� � 1 + 1� �)

2�2

�Z T

0
Y 2
s ds

� 1

2
�(YT � y0)� 1

8
��2T

�
= E�

�
exp

�
�

�2

�p
1� � � (1� �)

�Z T

0
YsdYs � 1

2
�(YT � y0)� 1

8
��2T

��
: (5.27)

En la ecuaci�on (5.27) podemos sustituir la ecuaci�on (5.26) y obtenemos lo siguiente

EP

h
Z�
T

i
= E�

�
exp

�
�

�2

�p
1� � � (1� �)

��1
2

�
Y 2
T � y20

�� 1

2
�2T

�
� 1

2
�(YT � y0)� 1

8
��2T

��

de la anterior ecuaci�on podemos de�nir una variable que tenga todos los t�erminos que no de-
penden de YT que son

BT := � �

�2

�p
1� � � (1� �)

�
Y 2
0 +

1

2
�y0 � �

�2

�p
1� � � (1� �)

�
T � 1

8
��2T

por lo tanto tenemos

EP

h
Z�
T

i
= exp(BT )E

�

�
exp

�
�

2�2

�p
1� � � (1� �)

�
Y 2
T �

1

2
�YT

��
: (5.28)

Por lo visto en la ecuaci�on (5.25), YT es una variable aleatoria normal con media m := e��T y0
y varianza �2 := �2

2�

�
1� e�2�T

�
. Usando el hecho de que

E
�
exp

�
�Y 2 + �Y

��
=
�
1� 2��2

��1=2
exp

��
1� 2��2

��1�
�m2 + �m+

1

2
�2�2

��
; (5.29)

entonces calculamos la esperanza de (5.28) donde � = �
2�2

�p
1� � � (1� �)

�
, � = �1

2� y
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� = �
p
1� � de la siguiente manera

�
1� 2��2

��1=2
=

�
1� 2

h �

2�2

�p
1� � � (1� �)

�i��2
2�

�
1� e�2�T

����1=2
=

�
1� 1

2

�

�
p
1� �

�p
1� � � (1� �)

��
1� e�2�T

���1=2
=

�
1� 1

2

�
1� (1� �)p

1� �

��
1� e�2�T

���1=2
=

�
1� 1

2

�
1�

p
1� �

��
1� e�2�

p
1��T

���1=2
= A

�1=2
T :

M�as a�un

�m2 + �m+
1

2
�2�2 =

�

2�2

�p
1� � � (1� �)

�
e�2�T y20 �

1

2
�e��T y0

+
1

8
�2
�
�2

2�

�
1� e�2�T

��
=

�

2�2

�p
1� � � (1� �)

�
exp

h
�2�

p
1� �T

i
y20

�1

2
�y0 exp

h
��
p
1� �T

i
+

1

16
�2

�2

�
p
1� �

�
1� exp

h
�2�

p
1� �T

i�
:

Al t�ermino de la ecuaci�on anterior lo de�nimos como

CT :=
�

2�2

�p
1� � � (1� �)

�
exp

h
�2�

p
1� �T

i
y20 �

1

2
�y0 exp

h
��
p
1� �T

i
+

1

16
�2

�2

�
p
1� �

�
1� exp

h
�2�

p
1� �T

i�
:

Por lo tanto para cualquier variable aleatoria Y que se distribuya como una normal N(m; �2) y
��2 < 1

2 �nalmente obtenemos la ecuaci�on (5.22).

Combinando (5.21) con (5.22), vemos que

log juT (x)j = � log x� log j�j+ (1� �)
�
BT + (A�T )

�1CT
�� 1

2
(1� �) logA�T :

Ya que A�T y CT convergen a un l��mite �nito cuando T !1,

l��m
T%1

1

T
log juT (x)j = (1� �) l��m

T%1
1

T
BT

= (1� �) l��m
T%1

1

T

�
� �

�2

�p
1� � � (1� �)

�
y20 +

1

2
�y0

� �

�2

�p
1� � � (1� �)

�
T � 1

8
��2T

�
= (�� 1)

�
1

8
��2 +

�

2

�p
1� � � (1� �)

��

42



Cap��tulo 5. Estrategias �optimas para el proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck y las

utilidades HARA

ya que � = �
��1 tenemos

l��m
T%1

1

T
log juT (x)j = (�� 1)

"
1

8

�

�� 1
�2 +

�

2

 r
1

1� �
� 1

1� �

!#

=
1

8
��2 +

1

2
�
�
1�p1� �

�
:

El siguiente objetivo es identi�car la estrategia �optima
�
�
(T )
t

�
0�t�T

de�nida por la ecuaci�on

(5.3). La cual ser�a descrita en t�erminos de la proporci�on �optima �
(T )
t del capital

X
(T )
t = EQ[XT jFT ];

el cual debe invertirse en el activo �nanciero en el momento t para cualquier t 2 [0; T ], ver
ecuaci�on (5.4).

Proposici�on 5.7. La proporci�on �optima �
(T )
t es una funci�on af��n del precio de stock logar��tmi-

co dado por

�
(T )
t = a(T � t)Yt + b(T � t); (5.30)

donde
a(T � t) := � �

�2

p
1� �A+

T�1
�
A�T�1

��1
y

b(T � t) :=
1

2

h
1� �A�T�t��1 � exp���p1� �(T � t)

�i
:

En particular, la forma asint�otica de la estrategia �optima cuando T !1 est�a dado por

�t := l��m
T%1

�
(T )
t = � �

�2
p
1� �

Yt +
1

2
: (5.31)

Demostraci�on. Considerar la Q-martingala (Mt)0�t�T de�nida por

Mt := EQ
�
Z

T jFt

�
;

recordar la medida P� introducida en la prueba de la Proposici�on 5.6 para � := �
p
1� �. En

t�erminos de sus densidades

'�t := EP

h
'�T jFt

i
con respecto a P� donde '�t est�a dado por la ecuaci�on (5.24). Entonces Mt toma la forma
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Mt = Z�1t EP

h
Z�
T jFt

i
= Z�1t '�tE

�

�
Z�
t

�
'�T

��1 jFt�
= exp

�
� �

�2

Z t

0
YsdYs � 1

2

�2

�2

Z t

0
Y 2
s ds+

1

2
(Yt � y0) +

1

8
�2t

+
�� �

�2

Z t

0
YsdYs +

1

2

�2 � �2

�2

Z t

0
Ysds

�
E�

�
Z�
t

�
'�T

��1 jFt�
= exp

�
� �

�2

Z t

0
YsdYs � 1

2

�2

�2

Z t

0
Y 2
s ds+

1

2
(Yt � y0) +

1

8
�2t

�
E�

�
Z�
t

�
'�T

��1 jFt�
= LtE

�

�
exp

�
1

2

�

�2

�p
1� � � (1� �)

�
Y 2
T �

1

2
�YT

� ���Ft�
con

logLt := � �

�2

Z t

0
YsdYs � 1

2

�2

�2

Z t

0
Y 2
s ds+

1

2
(Yt � y0) +

1

8
�2t+BT

donde BT est�a de�nido en la Proposici�on 5.6.

Por lo visto en la ecuaci�on (5.25) la variable aleatoria Yt es una normal bajo la distribuci�on
condicional P�[�jFt], con media condicional m := Yt exp(��(T � t)) y varianza condicional �2 :=
�2

2� (1 � exp(�2�(T � t))). Usando nuevamente la ecuaci�on (5.29) �nalmente obtenemos una
expresi�on de la forma

Mt = exp(Nt)Dt

donde

Nt :=

Z t

0
�
(T )
t �dWQ

s

es una Q-martingala, �
(T )
t viene dado por la ecuaci�on (5.30) y (Dt)0�t�T es un proceso adaptado

con trayectorias continuas de variaci�on acotada. Pero (Mt)0�t�T es una Q-martingala, y esto
implica

Mt =M0 exp

�
Nt � 1

2
hNit

�
;

por lo tanto

dMt =MtdNt

y

dX
(T )
t = X

(T )
t dNt

= X
(T )
t �

(T )
t �dWQ

t

= X
(T )
t �

(T )
t S�1t dSt:

As��, hemos demostrado que la estrategia de inversi�on (�
(T )
t ) en la ecuaci�on (5.3) est�a dada por

�
(T )
t = X

(T )
t �

(T )
t S�1t ;
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y as��, la cantidad �
(T )
t de�nida por la ecuaci�on (5.30) es, de hecho, la proporci�on �optima del

capital disponible X
(T )
t que debe invertirse en el activo �nanciero en el momento t.

Ya que

l��m
T%1

A�T = 1� 1

2

�
1�

p
1� �

�
obtenemos

l��m
T%1

a(T � 1) = � �

�2

p
1� � =

�

�2
p
1� �

y

l��m
T%1

b(T � 1) =
1

2
;

y as��, la forma asint�otica de la estrategia cuando T !1 es dada por la ecuaci�on (5.31).

Observaci�on 5.8. En Fleming W.H. [1999] se utilizan m�etodos de programaci�on din�amica para
calcular directamente la tasa de crecimiento �optima

� = sup l��m sup
T!1

1

T
logEP [U (X�

T )]

para la utilidad de potencia U , donde el supremo toma todas las posibles estrategias de inver-
si�on admisibles; ver tambi�en Pham [2003]. Las Proposiciones 5.6 y 5.7 proporcionan, adem�as,
resultados expl��citos para cualquier horizonte T �nito y pueden verse como un complemento
probabilista del m�etodo anal��tico en Fleming W.H. [1999].

Observaci�on 5.9. Hemos considerado los precios y los reclamos contingentes en forma descon-
tada, ya que se asumi�o que el bono se normalizaba a Bt � 1. Para una tasa de inter�es constante
sin riesgo r > 0, el reclamo contingente no descontado generado por una estrategia comercial
auto�nanciada de la forma ~XT = XT e

rT , y parece natural aplicar una funci�on de utilidad dada
U a ~XT en lugar que a XT . Adem�as, uno puede querer introducir una tasa subjetiva de descuento
� > 0. Denotemos con ~uT (x) el valor �optimo obtenido al maximizar

E
h
U
�
~XT

�i
e��T :

Para una utilidad de potencia U(x) = 1
�x

� el reclamo contingente �optimo es claramente el mismo

que antes, es decir, ~XT = XT e
rT donde XT est�a dado por la ecuaci�on (5.19). Hay que tener en

cuenta que ZT ahora depende de r y est�a dado por la ecuaci�on (4.18). El valor �optimo toma la
forma

~uT = uT (x)e
(�r��)T

donde uT (x) est�a dado por la ecuaci�on (5.20) y an�alogamente a la Proposici�on 5.6 tenemos lo
siguiente.

log juT (x)j = � log x� log j�j+ (1� �)
�
BT + (A�T )

�1CT
�� 1

2
(1� �) logA�T :
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Ya que A�T y CT convergen a un l��mite �nito cuando T !1,

l��m
T%1

1

T
log juT (x)j = (1� �) l��m

T%1
1

T
BT

= (1� �) l��m
T%1

1

T

�
� �

~�2

�p
1� � � (1� �)

�
Y 2
0 +

1

2
�y0

� �

~�2

�p
1� � � (1� �)

�
T � 1

8
�~�2T

�
= (�� 1)

�
1

8
�~�2 +

�

2

�p
1� � � (1� �)

��
ya que � = �

��1 y ~� = � � 2r
� tenemos

l��m
T%1

1

T
log juT (x)j = (�� 1)

"
1

8

�

�� 1

�
� � 2r

�

�2

+
�

2

 r
1

1� �
� 1

1� �

!#

=
1

8

�

�2
�
�2 � 2r

�2
+
1

2
�
�
1�p1� �

�
=

1

2

�

�2

�
�2

2
� r

�2

+
1

2
�
�
1�p1� �

�
:

por lo que

l��m
T%1

1

T
log(j~uT (x)j) = l��m

T%1
1

T
log
�
juT (x)je(�r��)T

�
=

1

2

�

�2

�
�2

2
� r

�2

+
1

2
�
�
1�p1� �

�
+ �r � �

= �

 
r +

1

2�2

�
�2

2
� r

�2
!
+
1

2
�
�
1�p1� �

�� �:

obtenemos un crecimiento exponencial a la tasa

l��m
T%1

1

T
log(j~uT (x)j) = �

 
r +

1

2�2

�
1

2
�2 � r

�2
!
+
1

2
�(1�p1� �)� �;

referirse a Thomas [2008] para c�alculos detallados y para extensiones a procesos m�as generales
de Ornstein-Uhlenbeck.

5.4. Equivalencia de certeza y sus tasas de crecimiento

Ahora interpretaremos en t�erminos �nancieros los resultados anteriores sobre la inversi�on
�optima con respecto al proceso geom�etrico Ornstein-Uhlenbeck para las funciones de utili-
dad consideradas anteriormente. Tambi�en analizaremos en qu�e medida la utilidad logar��tmica
U(x) = log(x) y la utilidad exponencial U(x) = � exp(�x) corresponden a los casos l��mites
�! 0 y �! �1 para las utilidades de potencia U (�)(x) = x�

� .
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Para que los resultados anteriores sean comparables, los transformaremos de la escala de
utilidad a la escala de dinero, utilizando el concepto de \equivalencia de certeza", debido a De
Finetti (comp�arese, por ejemplo, [Delbaen F. [2006], Ejemplo 3.3.5]).

Fijamos una riqueza inicial x de un agente econ�omico, que eventualmente normalizaremos
por x = 1, as�� como la funci�on de valor uT (x). La equivalencia de certeza CET (x) entonces es
la soluci�on para

U(x+ CET (x)) = uT (x) (5.32)

La interpretaci�on de esta f�ormula es que un agente cuyas preferencias son modeladas por la
utilidad esperada U al tiempo T es indiferente entre tener una riqueza inicial x + CET (x) sin
la posibilidad de invertir en el mercado �nanciero S (para que su riqueza permanezca constante
durante [0; T ]), en comparaci�on con tener una riqueza inicial x as�� como la posibilidad de invertir
(de manera �optima) en el mercado S durante [0; T ].

Al escalar tenemos CET (x) = xCET (1) en el caso de la utilidad logar��tmica y de potencia,
mientras que CET (x) es independiente de x en el caso de la utilidad exponencial. Por lo tanto,
simplemente escribiremos CET para CET (1); si queremos enfatizar el rol de la funci�on de utili-
dad U , tambi�en indicaremos esta cantidad por CEU

T .

Las Proposiciones 5.1, 5.4 y 5.6 determinan una descripci�on expl��cita del crecimiento de las
equivalencias de certeza cuando T !1.

5.4.1. Utilidad Logar��tmica

Tenemos

CE
(log)
T (x) = x (expHT (PjQ)� 1) :

La ecuaci�on (5.8) produce un crecimiento exponencial a la tasa

l��m
T%1

1

T
logCE

(log)
T (x) =

�

4
+
�2

8
: (5.33)

5.4.2. Utilidad Exponencial

Tenemos

CE
(exp)
T (x) =

1

�
HT (QjP)

y la ecuaci�on (5.13) produce un crecimiento c�ubico a la tasa

l��m
T%1

1

T 3
CE

(exp)
T (x) =

1

�

�2�2

24
: (5.34)
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5.4.3. Utilidad de Potencia

Para � 2 (�1; 1)nf0g y U(x) = x�

� , la equivalencia de certeza se calcula de la siguiente
manera

U(x+ CET (x)) =
1

�
(x+ CET (x))

� = uT (x)

x+ CET (x) = U�1(uT (x))
x+ CET (x) = (�uT (x))

1=�

CET (x) = (�
x�

�
EP

h
Z�
T

i1��
)1=� � x

CET (x) = xEP

h
Z�
T

i 1��
� � x

por lo tanto obtenemos

CE
(�)
T (x) = x

�
EP

h
Z�
T

i�1=� � 1

�
y la ecuaci�on (5.23) produce un crecimiento exponencial a la tasa

l��m
T%1

1

T
log
�
x+ CE

(�)
T (x)

�
= l��m

T%1
1

�T
log (�uT (x))

1=�

= l��m
T%1

1

�T
[log�+ log uT (x)]

=
�2

8
+
�(1�p1� �)

2�
: (5.35)

Observaci�on 5.10. Para optimizar el problema formulado en la Observaci�on 5.9 la correspon-
diente equivalencia de certeza gCET (x) est�a dado por

U(x+gCET (x)) = euT (x):
Para la utilidad de potencia U(x) = 1

�x
� obtenemos

U(x+gCE(�)

T (x)) =
1

�

�
x+gCE(�)

T (x)

��
= euT (x)

x+gCE(�)

T (x) = (�euT (x))1=�
= (�uT (x))

1=� exp

�
1

�
(�r � �)T

�
;

por lo tanto

x+gCE(�)

T (x) =
�
x+ CE

(�)
T (x)

�
e(r�

�
�)T ;
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la ecuaci�on (5.35) implica un crecimiento exponencial a la tasa

l��m
T%1

1

T
log

�
x+gCE(�)

T (x)

�
= l��m

T!1
1

T
log (�euT )1=�

= l��m
T%1

1

�T
log�+ l��m

T%1
1

�T
log euT

=
1

�

 
�

 
r +

1

2�2

�
1

2
�2 � r

�2
!
+
1

2
�(1�p1� �)� �

!

=
1

2�2

�
�2

2
� r

�2

+
�(1�p1� �)

2�
+ r � �

�
:

Ahora discutiremos el comportamiento de � cuando �! 0 y �! �1. Comenzamos con el
primer caso que es m�as f�acil.

Notar que el l��m�%0
x��1
� = log x y l��m�%0

1�p1��
2� = 1

4 tenemos que la ecuaci�on (5.35)
tiende a (5.33) cuando �! 0. De hecho, podemos veri�car usando (5.7), (5.21), (5.22) que para
un horizonte de tiempo �jo T , tenemos

l��m
�%0

EP

h
Z�
T

i�1=�
= l��m

�%0
exp log

�
EP

h
Z�
T

i�1=��
= l��m

�%0
exp

�
� 1

�
logEP

h
Z�
T

i�
= exp

�
� l��m

�%0

�� 1

�
logEP

h
Z�
T

i�
= exp

�
� l��m

�%0

�� 1

�
logEP

h
Z�
T

i�
= exp

�
� l��m

�%0

�� 1

�
log
h
A
�1=2
T exp

�
BT + (A�1T CT )

�i�
= exp

�
l��m
�%0

1

2

�� 1

�
logAT � l��m

�%0

�� 1

�
BT � l��m

�%0

�� 1

�
(A�1T CT )

�
= exp

�
�1

8
e�2�T � 1

8
+
1

8

�
T (2�+ �2)� 2�y20

�2
� 4y0

�
� �y20
4�2

e2�T +
y0
2
e��T

�
= expHT (PjQ):

Por lo tanto

l��m
�%0

CE
(�)
T = l��m

�%0
x

�
EP

h
Z�
T

i�1=� � 1

�
= x (expHT (PjQ)� 1)

= CElog:

As�� vemos que

l��m
�%0

l��m
T%1

1

T
log
�
CE

(�)
T

�
= l��m

T%1
1

T
log
�
CE

(log)
T

�
= l��m

T%1
l��m
�%0

1

T
log
�
CE

(�)
T

�
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Esta f�ormula indica que en el caso de la utilidad logar��tmica corresponde efectivamente al l��mite
�! 0 para la utilidad de potencia.

Observamos que la velocidad de crecimiento del l��mT%1 1
T log

�
CE

(�)
T

�
de la equivalencia

de certeza es una funci�on mon�otona en � 2 (�1; 1) que va desde

l��m
�%�1

l��m
T%1

1

T
log
�
CE

(�)
T

�
=
�2

8

v��a

l��m
�%0

l��m
T%1

1

T
log
�
CE

(�)
T

�
= l��m

T%1
1

T
log
�
CE

(log)
T

�
=
�2

8
+
�

4

a

l��m
�%1

l��m
T%1

1

T
log
�
CE

(�)
T

�
=
�2

8
+
�

2

Esto re
eja la intuici�on �nanciera de que un agente con menor aversi�on al riesgo puede
aprovechar mejor (medido en t�erminos de equivalencia de certeza) las oportunidades de inver-
si�on.

El an�alisis del comportamiento para �! �1 es m�as sutil que el caso �! 0. Recuerde que
la utilidad exponencial representa el l��mite de U (�)(x) = x�

� , cuando � ! �1, despu�es de la
normalizaci�on af��n adecuada:

� exp(�x) = � l��m
�%�1

�
1� x

�

��
= l��m

�%�1
(x� �)�

�
j�j��+1:

Por lo tanto, hasta el factor multiplicativo j�j��+1, que es irrelevante para la equivalencia de
certeza, la utilidad exponencial � exp(�x) est�a cerca de la utilidad de potencia desplazada
U�(x� �), cuando �! �1.

Para mostrar que l��m�%�1CE
(�)
T

�
1
� j�j

�
= 1

�CE
(exp)
T vamos a demostrar lo siguiente

Lema 5.11. Suponga que Z es una variable aleatoria no negativa con E[Z] = 1. Sea f :
(0;1)! R la funci�on de�nida por

f(x) := E[Zx]:

Supongase que existe h0 > 0 tal que E[(Zx+h0 logZ)+] <1. Entonces f es diferenciable en x
y su derivada est�a dada por

df

dx
jx= E[Zx log(Z)]:

Mas a�un, la derivada es continua por la izquierda.

Demostraci�on. Primero se demostrar�a que f es derivable por la derecha.
Comenzamos con desigualdades b�asicas asociadas al logar��tmo. Para p > 0 se tiene la cota

inferior

zp log z � �e�1
p

: (5.36)
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La siguiente cota superior es elemental

zp log z � (zp log z)+: (5.37)

Observese que (zx log z)+ = 1fz�1gzx log z de donde se sigue para h > 0

(zx log z)+ � (zx+h log z)+: (5.38)

An�alogamente
(zx log z)� � (zx+h log z)�: (5.39)

Para h > 0 tenemos

Zx+h � Zx

h
= Zx+� logZ � �e�1

x+ �
� �e�1

x
; h � � � 0; (5.40)

la igualdad es cierta por el teorema del valor medio de la derivada y la primera desigualdad se
sigue de (5.36). Por el lema de Fatou

l��m inf
h&0

EP

�
Zx

�
Zh � 1

h

��
� E[Zx logZ]:

Ahora bien utilizando la desigualdad (5.37) tenemos para h 2 (0; h0)

Zx+h � Zx

h
= Zx+� logZ � (Zx+h0 logZ)+: (5.41)

Ahora por el lema de Fatou

l��m sup
h&0

EP

�
Zx+h � Zx

h

�
� E[Zx logZ]:

Hemos entonces demostrado lo siguiente

df+

dx
= E[Zx logZ]:

Ahora debemos demostrar que f es derivable por la izquierda. El l��mite

l��m inf
h%0

�
f(x+ h)� f(x)

h

�
� E[Zx logZ]; (5.42)

se demuestra de manera an�aloga utilizando la estimaci�on de la cota inferior (5.36). El l��mite

l��m sup
h%0

EP

�
Zx

�
Zh � 1

h

��
� E[Zx logZ]:

se sigue del lema de Fatou al observar que se sigue satisfaciendo la desigualdad (5.41).

Solo falta demostrar la continuidad por la izquierda de la derivada. Esto es consecuencia de
las desigualdades (5.38) (5.39) y el teorema de convergencia mon�otona. En efecto, se tiene

l��m
h%0

E[(Zx+h logZ)+] = E[(Zx logZ)+] y l��m
h%0

E[(Zx+h logZ)�] = E[(Zx logZ)�]:
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Para � < 0 sea �(�) := �
��1 . De�namos

CE�(x) = x(E[Z�(�)]
� 1
�(�) � 1):

Proposici�on 5.12. Supongase las hip�otesis del Lema 5.11. Tenemos

l��m
�%�1

CE�(j�j) = E[Z logZ]:

Demostraci�on. Sea H(x) := f�
1
x (x) con f la funci�on de�nida en el Lema 5.11. La funci�on

�(�) = �
��1 es claramente diferenciable y H es diferenciable por el Lema 5.11. Sus derivadas

son

dH

dx
= H

�
log f

x2
� 1

x

f 0

f

�
d�

d�
= � 1

(�� 1)2
:

Por la regla de L'Hopital

l��m
�%�1

CE�(j�j) = l��m
�%�1

��(H � �(�)� 1)

= l��m
�%�1

d(H��)
�

��2
:

Es f�acil ver que

�2
d

d�
(H � �(�)) = �2

�H � �(�)
(�� 1)2

�
1

�2(�)
log f(�(�))� 1

�(�)

f 0(�(�))
f(�(�))

�
= ��2(�)H � �(�)

�
1

�2(�)
log f(�(�))� 1

�(�)

f 0(�(�))
f(�(�))

�
= H � �(�)

�
� log f(�(�)) + �(�)

f 0(�(�))
f(�(�))

�
:

Luego al observar que 0 < �(�) < 1 para � < 0 y que l��m�%�1 �(�) = 1, el l��mite se reduce
a

l��m
�%1

f 0(�):

Usando las ecuaciones (5.13), (5.21), (5.22), el Lema 5.11 y la Proposici�on 5.12 podemos
veri�car que para el horizonte �jo T, obtenemos lo siguiente
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l��m
�%�1

CE
(�)
T

�
1

�
j�j
�
=

1

�
j�j
�
EP

h
Z�
T

i�1=� � 1

�
=

1

�
j�j
��

(A�T )
�1=2 exp

�
BT + (A�T )

�1CT
���1=� � 1

�
=

1

�

�
��2

24
T 3 � 1

4
�2y0T

2 +
1

4
�2T 2 +

1

8
�2�T 2 +

1

2

�2y20
�2

T

� 1

2
�y0T +

1

8
�2T

�
=

1

�
CE

(exp)
T : (5.43)

Sin embargo, la relaci�on anterior no se aplica al l��mite cuando T ! 1, ya que no se pueden
intercambiar los l��mites para � y T como en el caso logar��tmico.

Ahora vamos a enfocarnos m�as en las estrategias de mercado �optimas.

I. Utilidad Logar��tmica. La estrategia de mercado �optima est�a dada par

�
(log;T )
t =

1

2
� 1

�2
�Yt;

como en la ecuaci�on (5.10), vemos que es independiente de T , entonces la podemos escribir
de la siguiente manera

�
(log)
t =

1

2
� 1

�2
�Yt 8 T > 0:

II. Utilidad de Potencia. La estrategia de mercado �optima �
(�;T )
t dada en la ecuaci�on (5.30),

vemos que depende del horizonte de tiempo T ; sin embargo, el l��mite �
(�)
t cuando T !1

existe para cada � 2 (�1; 1)nf0g como en la ecuaci�on (5.31) y uno veri�ca f�acilmente que

l��m
�%0

�
(�)
t = l��m

�%0
� �

�2
p
1� �

Yt +
1

2
= � �

�2
Yt +

1

2
= �

(log)
t ;

lo cual quiere decir que la estrategia de inversi�on logar��tmica �optima es el l��mite de la
estrategia de potencia �optima �(�), cuando �! 0.

III. Utilidad Exponencial. En este caso la estrategia �optima �
(exp;T )
t , dada por la ecuaci�on

(5.14), depende del horizonte T de tal manera que no es posible pasar al l��mite cuando

T !1 cuando el t�ermino principal es �2

4�St
(T � t)2.

Para encontrar la raz�on por la cual el m�aximo de la utilidad exponencial muestra este com-
portamiento bastante extra~no, reescribamos los valores de las funciones (5.6), (5.12) y (5.21) en
una forma apropiada para argumentar con la ecuaci�on de Hamilton-Jacobi-Bellman.
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u
(log)
T (x; y; t) = log x+

1

4
�(T � t)� 1

8

�
1� e�2�(T�t)

�
+
1

4

�

�2
y2
�
1� e�2�(T�t)

�
� 1

2
y
�
1� e��(T�t)

�
+
1

8
�2(T � t); (5.44)

u
(exp)
T (x; y; t) = � exp

�
��x�

�
1

2

�

�2
y2 � �

2
y +

1

8
�2
�
(T � t)

�
�
1

4
�2(1� y) +

1

8
��2
�
(T � t)2 � 1

24
�2�2(T � t)3

�
; (5.45)

u
(�)
T (x; y; t) =

x�

�

h�
A�T�t

�� 1
2 exp

�
BT�t +

�
A�T�t

��1
CT�t

�i1��
(5.46)

donde

A�T := 1� 1

2

�
1�

p
1� �

��
1� exp

�
�2�

p
1� �(T � t)

��
;

BT :=
1

2
�y0 � �

2�

�p
1� � � (1� �)

�
y20 �

�
1

8
��2 +

�

2

�p
1� � � (1� �)

��
(T � t);

CT := �1

2
�y0 exp

�
��
p
1� �(T � t)

�
+
1

2
y20

�

�2

�p
1� � � (1� �)

�
�

exp
�
�2�

p
1� �(T � t)

�
+
�2�2

16�
(1� �)�1=2

�
1� exp

�
�2�

p
1� �(T � t)

��
:

Una caracter��stica b�asica de la programaci�on din�amica es que, al �jar T y conectar al opti-

mizador
�
X

(T )
t

�
0�t�T

as�� como al proceso (Yt)0�t�T en la funci�on de valor anterior, se obtiene

una martingala (local) �
uT

�
X̂

(T )
t ; Yt; t

��
0�t�T

:

No vamos a demostrar esto rigurosamente, solo vamos a argumentar formalmente que es lo que
est�a pasando con la estrategia �optima de la utilidad exponencial. Adem�as utilizaremos las iden-
tidades E[dWt] = 0 y (dWt)

2 = dt.

Como uT

�
X̂

(T )
t ; Yt; t

�
0�t�T

es una martingala (local), tenemos la siguiente ecuaci�on

E
h
d(uT

�
X̂

(T )
t ; Yt; t

�
)
i

= 0; (5.47)

donde por la formula de Itô A.9 la podemos escribir de la siguiente manera

E
h
d
�
uT

�
X̂

(T )
t ; Yt; t

��i
=

@uT
@t

dt+
@uT
@x

E
h
dX̂

(T )
t

i
+
@uT
@y

E [dYt] +
@2uT
2@x2

�
dX̂

(T )
t

�2
+
@2uT
2@y2

(dYt)
2 +

@2uT
@x@y

dX̂
(T )
t dYt: (5.48)

Al analizar la ecuaci�on anterior, resulta que la derivada mixta @2uT
@x@y (x; y; t) toma un papel

muy importante ya que: mientras este t�ermino desaparece en el caso de la utilidad logar��tmica
(5.44), no se comporta de la misma manera para la utilidad exponencial y la utilidad de potencia
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dadas por las ecuaciones (5.45) y (5.46).

Caso Utilidad Exponencial

De la ecuaci�on (5.45) obtenemos la derivada mixta
@2u

(exp)
T

@x@y y viene dado por

@2u
(exp)
T

@x@y
=

@

@x

 
@u

(exp)
T

@y

!

=
@

@x

�
u
(exp)
T

�
��

2

�2
y(T � t) +

1

4
�2(T � t)2

��
= u

(exp)
T

�
��

2

�2
y(T � t) +

1

4
�2(T � t)2

�
(��)

= u
(exp)
T

�
�2

�2
�y(T � t)� 1

4
�2�(T � t)2

�
� �1

4
�2�(T � t)2u

(exp)
T :

El t�ermino�1
4�

2�(T�t)2u(exp)T domina cuando (T�t) es grande. Adem�as tenemos lo siguiente

@u
(exp)
T

@x
= ��u(exp)T ;

@2u
(exp)
T

@x2
= �2u

(exp)
T :

Entonces para la estrategia �optima dada por la ecuaci�on (5.14) , nos damos cuenta que el t�ermino
principal es el siguiente

�
(T )
t � �2

4�St
(T � t)2: (5.49)

Damos una interpretaci�on a la ecuaci�on de programaci�on din�amica (5.47) de la siguiente
manera:
El m�aximo de la utilidad exponencial elige en el tiempo t, la inversi�on �

(T )
t de tal manera que

cuando sustituimos dX̂
(T )
t = �

(T )
t en las ecuaciones (5.47) y (5.48), el t�ermino @uT

@t se vuelve
m��nimo.
De hecho, en este caso, la funci�on uT (0; � � � ; 0) se vuelve m�axima para la condici�on de l��mite
dada uT (x; y; T ) = � exp(��x), ya que la ca��da en la coordenada de tiempo es m�as pronunciada.

La elecci�on de la variable de control �
(T )
t en dX̂

(T )
t = �

(T )
t dSt no afecta el comportamiento de

E[dYt] o (dYt)
2; por lo tanto, vemos en la ecuaci�on (5.48) que tenemos que resolver el siguiente

problema para maximizar la variable � 2 R:

@uT
@x

�E[dSt] +
@2uT
2@x2

�2(dSt)
2 +

@2uT
@x@y

�dStdYt ! m�ax!

usando
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5.4. Equivalencia de certeza y sus tasas de crecimiento

@uT
@x

= ��uT ; @2uT
@x2

= �2uT ;
@2uT
@x@y

� �1

4
�2�(T � t)2uT

y

E[dSt] = ey
�
�2

2
� �y

�
dt; (dSt)

2 = e2y�2dt; dStdYt = �2eydt;

dejando a St = ey y manteniendo solo los t�erminos principales de (T � t)2 se tiene

�2uT �
2e2y�2dt� ��2

4
(T � t)2��2eydt! m�ax!

Resumiendo, vemos que en el caso exponencial, la \oscilaci�on conjunta"dX̂
(T )
t dYt y la deriva-

da mixta @2uT
2@x@y son los t�erminos cruciales que hacen que el valor �optimo �

(T )
t St =

�2

4�(T � t)2 sea
del orden (T � t)2, independientemente del valor actual del proceso Yt que determina el precio
de mercado del riesgo.

Ya podemos ver porque el doble l��mite �! �1 y T !1 no se pueden intercambiar.

Horizonte T �nito
Tenemos que

u
(�)
T (x� �)! u

(exp)
T (x);

cuando � ! �1 para x 2 R. El mismo comportamiento del l��mite es v�alido para las
estrategias de mercado correspondientes.

Horizonte T tienda a in�nito

Las estrategias exponenciales �optimas �
(T )
t de la ecuaci�on (5.49) no convergen, cuando

T ! 1, mientras que hemos visto que, para � 2 (�1; 1)nf0g �ja, las estrategias de po-
tencia �optimas �

(�;T )
t convergen a �

(�)
t .

Caso Utilidad Logar��tmica

La proporci�on de inversi�on �optima �
(log)
t dada en la ecuaci�on (5.10) es proporcional al precio

de mercado del riesgo � �
�Yt +

�
2 del proceso S (ver la ecuaci�on (4.2)). Cuando Yt =

�2

2� no hay
oportunidades de inversi�on rentables en este caso, ya que el precio de riesgo del mercado se hace
0 y esta es la estrategia �optima que optimiza a la utilidad logar��tmica, por lo tanto, no hay que
invertir en el activo de riesgo en esta situaci�on.

Ahora veamos la funci�on de valor (5.44) para la utilidad logar��tmica

u
(log)
T (x; y; t) = log x+

1

4
�(T � t)� 1

8

�
1� e�2�(T�t)

�
+
1

4

�

�2
y2
�
1� e�2�(T�t)

�
�1

2
y
�
1� e��(T�t)

�
+
1

8
�2(T � t):
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Cap��tulo 5. Estrategias �optimas para el proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck y las

utilidades HARA

Si en la ecuaci�on anterior �jamos x y t, observamos que el valor m��nimo se alcanza en
ym��n � �2

� para T grande. Por lo tanto, la situaci�on es peor para el inversionista que lleva como

funci�on de utilidad la logar��tmica (si se mide por la utilidad esperada al tiempo T ) si Yt =
�2

�

que en el caso Yt =
�2

2� , cuando el precio del mercado de riesgo se hace 0.

La deriva de Y que es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck hace que el proceso vuelva a Y = 0.
entonces un camino t��pico de Y , para el cual al tiempo t tengamos Yt =

�2

� , va a tender a 0 y

de est�a manera tendr�a que pasar a trav�es de la regi�on alrededor de �2

2� en donde el inversionista
con funci�on de utilidad logar��tmica no encontrar�a oportunidades de inversi�on rentables. Esta
situaci�on es peor que comenzar en Yt =

�2

2� .

Finalmente, veamos el crecimiento de XT generado por la estrategia �optima hasta el tiempo
T . Notemos que

l��m
T%1

1

T
logZT = �

�
�

4
+
�2

8

�
P casi seguramente, (5.50)

por (4.10) y (4.11).

Para la utilidad de potencia con par�ametro �(�1; 1)nf0g tenemos

XT = xZ

TEP

h
Z�
T

i�1
con 
 = 1

��1 y � = �
��1 . Por (5.21) y (5.23)

l��m
T%1

1

T
logEP

h
Z�
T

i
=

1

1� �

�
1

8
��2 +

1

2
�
�
1�p1� �

��
:

Junto con (5.49), esto produce un crecimiento exponencial de XT a la tasa

l��m
T%1

1

T
logXT = l��m

T%1
log x

T
+

1

�� 1
l��m
T%1

logZT
T

� l��m
T%1

1

T
logEP

h
Z�
T

i
= � 1

�� 1

�
�

4
+
�2

8

�
� 1

1� �

�
1

8
��2 +

1

2
�
�
1�p1� �

��
=

1

1� �

�
1

8
�2 +

1

4
�� 1

8
��2 � 1

2
�
�
1�p1� �

��
=

1

1� �

�
1

8
�2 (1� �)� 1

4
�+

1

2
�
p
1� �

�
=

1

8
�2 +

1

4
�h(�) P casi seguramente, (5.51)

donde

h(�) =
1

1� �
(2
p
1� �� 1)

adem�as podemos notar lo siguiente

l��m
�%0

h(�) = l��m
�%0

1

1� �
(2
p
1� �� 1) = 1:
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5.4. Equivalencia de certeza y sus tasas de crecimiento

Esto corresponde al caso logar��tmico donde XT = xZ�1T , por lo tanto

l��m
T%1

1

T
logXT = l��m

T%1
1

T
log x� l��m

T%1
1

T
logZT

=
�

4
+
�2

8
P casi seguramente. (5.52)

Esto se esperaba, ya que la utilidad logar��tmica optimiza la tasa de crecimiento monetaria
esperada. Tengamos en cuenta que h(�) decrece a 0 cuando �! �1. Por otro lado, la tasa de
crecimiento se vuelve negativa cuando � > 3

4 , y decrece a �1 cuando � ! 1, acerc�andose as��
al caso neutral al riesgo.

Adem�as si � 2 �34 ; 1�, el inversionista eventualmente pierde toda su riqueza inicial x a largo
plazo, a una velocidad que se vuelve arbitrariamente grande cuando �! 1.

Para la utilidad exponencial con par�ametro � > 0 tenemos

XT = x+
1

�
(HT (QjP)� logZT ):

Combinando (5.50) y (5.13) , vemos que XT crece cuanto T 3 a la siguiente tasa

l��m
T%1

1

T 3
XT = l��m

T%1
1

T 3

�
x+

1

�
(HT (QjP)� logZT )

�
=

1

�
l��m
T%1

1

T 3
(HT (QjP)� 1

�
l��m
T%1

1

T 3
logZT )

=
1

�

�2�2

24
:

Tengamos en cuenta que la tasa c�ubica anterior aumenta a 1 a medida que � disminuye a 0, lo
que corresponde al caso neutral al riesgo.
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Cap��tulo 6

Simulaciones

En el Cap��tulo 4 demostramos el Teorema 4.5, el cual nos dice que la probabilidad de que no
hay crecimiento exponencial en periodos de tiempo largos decae exponencialmente con el tiempo.
Este hecho, se mostrar�a gr�a�camente mediante simulaciones. Recordemos el Teorema 4.5, dado

un proceso de Ornstein-Uhlenbeck (St)t�0 y constantes �jas 
; 
1; 
2 donde 
 2
�
0; �

2

8 + �
4

�
, 
1 <


 y 
2 < 
 � 
1 entonces para cada T lo su�cientemente grande existe un reclamo contingente
XT 2 KT tal que

l��m
T%1

1

T
logP

�
XT < e
1T

�
= �

�
�2

8 � 
 + �
4

�2
�2

8 � 
 + �
2

= k: (6.1)

Para ver c�omo se comporta el l��mite anterior a lo largo del tiempo, vamos hacer simulaciones
en el programa R a lo largo de 100 a~nos. Utilizamos la paqueter��a \ Sim.Di�Proc 1 ", tambi�en
se trabajo en paralelo y el programa termino en ejecutarse 24 horas. Vamos a describir lo que
hicimos en el programa.

1. Se inicio por declarar las variables

1 PARAMETROS
2 Rho=1
3 Sigma=1
4 PARAMETROS DEL SISTEMA SDE QUE DEFINE PROCESO ORNSTEIN UHLENBECK.
5 Y0=1
6 fx <� exp r e s s i on (�Rho�x )
7 gx <� exp r e s s i on ( Sigma )
8 HORIZONTE
9 Tiempo = 100
10 NUMERO DE DIVISIONES EN EL PERIODO
11 no . p a r t i =100�Tiempo
12 NUMERO DE TRAYECTORIAS EN CADA INSTANCIA
13 no . paths=50

1Para m�as informaci�on acerca de la paqueter��a revisar https://cran.r-project.org/web/packages/Sim.

DiffProc/Sim.DiffProc.pdf.
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2. Le damos soluci�on al proceso de Ornstein-Uhlenbeck de�nido por

dYt = ��Ytdt+ �dWt; Y0 = y0

1 sde <� snssde1d ( no . par t i , M=no . paths , x0=Y0 , t0=0, T=Tiempo ,
2 d r i f t=fx , d i f f u s i o n=gx )

3. Por �ultimo hacemos la respectiva simulaci�on para calcular los valores del portafolio, la
estrategia y la proporci�on optima de la siguiente manera.

1 �����������������������������������������������������������������
2 SE RECUPERA Y, EL VALOR DEL PORTAFOLIO, ESTRATEGIA, PROPORCION.
3 �����������������������������������������������������������������
4 AL TIEMPO INICIAL EL PORTAFOLIO COMIENZA CON CAPITAL UNITARIO
5 S=matrix (1 , dim( sde $X) [ 1 ] , dim( sde $X) [ 2 ] )
6 p o r t a f o l i o=matrix (1 , dim( sde $X) [ 1 ] , dim( sde $X) [ 2 ] )
7 e s t r a t e g i a=matrix (1 , dim( sde $X) [ 1 ] , dim( sde $X) [ 2 ] )
8 proporc ion=matrix (1 , dim( sde $X) [ 1 ] , dim( sde $X) [ 2 ] )
9 �����������������������������������������������������������������
10 INICIO CICLO FOR
11 �����������������������������������������������������������������
12 f o r ( path in 1 : no . paths )
13 f
14 Y=sde$X[ , path ]
15 N=length (Y)�1
16 proporc ion [ , path]=�Y�Rho/Sigma^2 + 0 .5
17 S [ , path ]=exp (Y)
18 f o r ( t in 1 : N)
19 f
20 DS=S [ t+1,path]�S [ t , path ]
21 p o r t a f o l i o [ t+1,path ]= p o r t a f o l i o [ t , path ] +
22 ( p o r t a f o l i o [ t , path ] /S [ t , path ] ) � proporc ion [ t , path ] �DS
23 g
24 f o r ( t in 1 : N)
25 f
26 e s t r a t e g i a [ t , path ]=proporc ion [ t , path ] � p o r t a f o l i o [ t , path ] /S [ t , path ]
27 g
28 g
29 �����������������������������������������������������������������
30 FIN CICLO FOR
31 �����������������������������������������������������������������
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Cap��tulo 6. Simulaciones

Figura 6.1: Simulaci�on a 100 a~nos para la probabilidad de no tener crecimiento exponencial para
la riqueza terminal XT . Se hace una comparaci�on de las simulaciones y la constante k de la
ecuaci�on (6.1). Para valores de par�ametros del Proceso de Ornstein-Uhlenbeck son � = � = 1 y
condici�on inicial Y0 = 1.

Con el procedimiento anterior podemos ver el comportamiento de la probabilidad cuando
el horizonte es T = 100, lo cual vemos en la Figura 6.1, donde la l��nea azul es la dada por la
constante k y la linea roja es el resultado de los datos de la simulaci�on. En la Figura 6.1 se ve
por ejemplo que cuando T = 20 la probabilidad con la que existe ese portafolio que no tiene
crecimiento exponencial es muy cercana a 20%, por lo tanto con probabilidad casi del 80%
vemos que muy seguramente el valor del portafolio tiene un crecimiento exponencial.
En el Cap��tulo 5 vimos la estrategia �optima y la riqueza terminal para las utilidades HARA. En
lo que sigue haremos las respectivas simulaciones para la utilidad logar��tmica.
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(d) A 20 a~nos

Figura 6.2: La gr�a�ca corresponde a un per��odo de tiempo de 20 a~nos con un re�namiento de 100
divisiones por a~no para la Utilidad Logar��tmica. En el cual se ve el valor del portafolio �optimo.
Para las simulaciones se tomaron 500 divisiones por cada a~no.

En la Figura 6.2 gr�a�co (c) podemos ver que a partir de 15 a~nos se va viendo un crecimiento
exponencial para la riqueza del portafolio �optimo. Entonces para tiempos mayores, se tendr�a un
crecimiento en el valor del portafolio XT de manera exponencial.

62



Cap��tulo 6. Simulaciones
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(c) A 15 a~nos
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Figura 6.3: En las gr�a�cas se puede ver la evoluci�on de la estrategia en un per��odo de tiempo
de 20 a~nos con un re�namiento de 100 divisiones por a~no para la Utilidad Logar��tmica. En las
cuales podemos ver el valor de la estrategia �optima para cada tiempo.

Para la Figura 6.3 se ve que en efecto la estrategia �optima nos da una riqueza que va
creciendo exponencialmente conforme el tiempo es mayor a 15 a~nos. En la Figura 6.4 podemos
ver el comportamiento del proceso de precios S, la estrategia �optima y la proporci�on �optima del
valor del portafolio. En el gr�a�co (d) de la Figura 6.4 podemos ver que el comportamiento del
proceso de precios (color gris) y la estrategia �optima (color negro) tienen un comportamiento
inverso, es decir, mientras una sube la otra baja. Esto se debe a que
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Figura 6.4: la linea gris corresponde al proceso de precios, la azul al portafolio y la negra es la
estrategia para la utilidad logar��tmica, podemos ver el comportamiento de estas 3 en per��odo de
tiempo de 20 a~nos con un re�namiento de 100 divisiones por a~no.
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Cap��tulo 7

Costo promedio y crecimiento
exponencial de la riqueza

Comenzaremos por dar una de�nici�on para el costo promedio

De�nici�on 7.1. El costo promedio es invertir la misma cantidad �ja de dinero en acciones de
un activo de riesgo en intervalos de tiempo regulares Scherer and Ebertz [2003].

Por lo tanto, el inversionista siempre va a comprar m�as acciones cuando los precios sean
bajos y menos acciones cuando los precios sean altos. En consecuencia, el costo promedio por
acci�on siempre es m�as bajo que el promedio de los precios de las acciones durante el marco de
tiempo de la inversi�on.

Proposici�on 7.2. Sean A y B estrategias de inversi�on y dada la De�nici�on 7.1 implica que al
menos una estrategia no es admisible.

Demostraci�on. Tenemos las siguientes estrategias:

1. Estrategia A en la cual invertimos 1 en cada tiempo t 2 f0; � � � ; T � 1g en una acci�on con
proceso de precio (St)

T
t=0 de modo que se adquieran acciones S�1t en cada tiempo t.

Finalmente, se tienen
PT�1

t=0 S
�1
t acciones al tiempo T .

2. Estrategia B invertimos la suma total de T pesos de manera que uno compre en cada
tiempo t la cantidad de x acciones. Al igualar la inversi�on total con x tenemos lo siguientes

x =

 
T�1X
t=0

St
T

!�1

�nalmente se tienen T
�PT�1

t=0
St
T

��1
acciones.

Adem�as sabemos que la media arm�onica siempre es menor o igual a la media aritm�etica, es
decir, dado St � 0

T

 
T�1X
t=0

St
T

!�1
� T

T�1X
t=0

S�1t :
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Por lo tanto, la estrategia A domina a la estrategia B, pero la estrategia B no es predecible

ya que la inversi�on de x =
�PT�1

t=0
St
T

��1
en cada tiempo t implica el conocimiento del proceso

(St)
T�1
t=0 en T1.

Por supuesto, una estrategia no predecible no tiene sentido econ�omicamente, por lo que la
proposici�on anterior no nos muestra nada.

De�nici�on 7.3. Sea fXtg un proceso estoc�astico y FX = (xt1+� ; xt2+� ; � � � ; xtn+� ) representa
la funci�on de distribuci�on acumulada de una incondicional (es decir, con ninguna referencia a
un valor inicial particular) de una distribuci�on conjunta de fXtg a los tiempos t1 + � � � � tn + � .
Entonces 8 �; t1; � � � ; tn 2 R; 8n 2 N fXtg se dice que es un proceso estacionario si

FX = (xt1+� ; xt2+� ; � � � ; xtn+� ) = FX = (xt1 ; xt2 ; � � � ; xtn)

[Park, 2018, p.152-161].

Por la De�nici�on anterior tenemos que las �unicas martingalas que son procesos estacionarios
son los procesos constantes, es decir los procesos estacionarios y los que son martingalas son
\ortogonales ". Aunque tienen mucho en com�un, pues \en promedio"no se mueven hacia arriba
o hacia abajo (pensando en el caso unidimensional). Pero, desde luego, lo hacen de dos maneras
completamente diferentes.
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Cap��tulo 8

Conclusiones

Retomando el promedio de costos, existe una larga l��nea de investigaci�on, que se remon-
ta al trabajo de Constantinides [1979] y Dybvig [1988], que trata sobre la suboptimalidad y
lo ine�ciente de la pol��tica de inversi�on de promedio de costos y esquemas similares. En el
�ultimo art��culo, Ph. Dybvig muestra que para un agente econ�omico descrito como un maxi-
mizador de la utilidad esperada de la riqueza terminal para una funci�on de utilidad arbitraria
U : R ! Rnf�1g, el resultado �nal de un portafolio �optimo es una variable aleatoria que
es necesariamente anticomon�otona (revisar De�nici�on A.10, Ap�endice A) para el derivado de
Radon-Nikodym dQ

dP , si Q es la �unica medida de martingala equivalente para el proceso del pre-
cio de las acciones (descontados). Tambi�en muestra que, en el modelo Black-Scholes, la pol��tica
de promedios de costos (as�� como muchos otros esquemas populares) simplemente no tiene est�a
propiedad, por lo que dicha pol��tica puede ser dominada por una mejor estrategia (en el sentido
de segundo orden de dominancia estoc�astica).

El crecimiento exponencial de la riqueza del portafolio de inversi�on puede lograrse muy bien
mediante estrategias sub�optimas como el promedio de costos. El tema crucial es la tasa �optima
de crecimiento exponencial. Por lo cual el objetivo del presente trabajo que fue analizar cuida-
dosamente estas tasas �optimas, las estrategias correspondientes y las relaciones con el arbitraje
asint�otico y la maximizaci�on de la funci�on de utilidad HARA se pudo lograr.

Adem�as vimos para la funci�on de utilidad logar��tmica en el Cap��tulo 6 que bajo las condi-
ciones del Teorema 4.8 se va a tener con una alta probabilidad que la riqueza del portafolio crece
exponencialmente con una probabilidad muy alta.

Todos los resultados obtenidos siempre tendr�a sentido bajo los supuestos de la Hip�otesis
A.4 y que el proceso de precios S es un proceso geom�etrico de Ornstein-Uhlenbeck, ya que este
tiende a regresar a su media. Lo cual nos lleva a pensar en la aplicaci�on de toda esta maquinaria
que se desarrollo, que son los bonos, los cuales tiene una gran importancia en los fondos de
retiro. En un futuro trabajo se podr��an aplicar a datos reales los resultados obtenidos y ver
que con una probabilidad alta la riqueza del portafolio a lo largo de un cierto tiempo, crecer�a
exponencialmente.
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Ap�endice A

Resultados auxiliares

De�nici�on A.1. Proceso Predecible

Sea (
;F ; P ) un espacio de probabilidad entonces una sucesi�on de variables aleatorias (Cn)
1
n=0

se llama proceso predecible respecto a la �ltraci�on (Fn)1n=0 si 8n � 1 Cn es Fn�1�medible
[Lamberton Damien, 1996, p.5].

De�nici�on A.2. Martingala

Sea un proceso fMtgt�0 en (
;F ;P) es llamado martingala con respecto a una �ltraci�on fFtgt �
0 si

(i) Mt es Ft medible para toda t,

(ii) E[jMtj] <1 para toda t y

(iii) E[MsjFt] =Mt para toda s � t

[Bernt, 2000, p.31].

De�nici�on A.3. Martingala local

Sea (
;F ; fFtgt�0;P) un espacio de probabilidad y fMtgt�0 un proceso en la �ltraci�on fFtgt�0,
con M0 = 0. Si existe una sucesi�on no decreciente fTng1n=1 de tiempos de paro en fFtg tal que

fM (n)
t =Mt^Tn ; fFtg 0 � t � 1g es una martingala 8 n � 1

y si P [l��mn%1 Tn =1] = 1 entonces se dice que M es una martingala local [Karatzas and
Shreve, 1991, p.36].

Proposici�on A.4. Desigualdad de Tschebysche�

Sea X una variable aleatoria con momentos de orden k �nito entonces se da la desigualdad
siguiente

P(X > a) 6
E
�jXjk�
ak

siendo a > 0 y f(X) = jXjk

[Jean-Marie, 2003, p.3].

Teorema A.5. Lema de Neyman-Pearson

Supongamos que se est�a realizando una prueba de hip�otesis entre dos hip�otesis simples H0 : � =
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�0 y H1 : � = �1. El criterio consiste en rechazar la hip�otesis � = �0 tras observar x cuando la
raz�on de la funci�on verosimilitud cumpla

�(x) =
L(�0jx)
L(�1jx) � k

y k sea tal que
P (�(x) � kjH0) = �

donde � es el nivel de signi�cancia elegido Neyman [1933].

De�nici�on A.6. Movimiento Browniano

Un proceso estoc�astico B = (Bt 2 [0;1)) se llama Movimiento Browniano si satisface las
siguientes condiciones:

1. B0 = 0,

2. Bt tiene incrementos estacionarios independientes Bt �Bs

3. Bt es continuo

4. 8 t > 0 Bt � N(0; t)

[Thomas, 1998, p.33].

Proposici�on A.7. Regla de Bayes

Sean P � Q medidas de probabilidad equivalentes en un espacio de probabilidad (
;F ;Ft) donde
F es la �ltraci�on con F = Ft entonces

EQ[XjFt] = 1

�t
EP[�tXjFt]

para todas las variable aleatoria X Ft�medibles [Karatzas and Shreve, 1991, p. 193].

Proposici�on A.8. Formula integraci�on por partes

Sean Xt y Yt dos procesos de itô, Xt = X0+
R t
0 Ksds+

R t
0 HsdWs y Yt = Y0+

R t
0 K

0

sds+
R t
0 H

0

sdWs.
Entonces

XtYt = X0Y0 +

Z t

0
XsdYs +

Z t

0
YsdXs + hX;Y it

donde

hX;Y it =
Z t

0
HsH

0

sds

[Lamberton Damien, 1996, p.46].

Teorema A.9. Formula general de Itô

Sea
dXt = udt+ vdBt

un proceso de Itô n-dimensional, donde

Xt =

0B@X
1
t
...
Xn
t

1CA ; u =

0B@u1...
un

1CA ; v =

0B@v11 � � � v1m
...

...
v1n � � � vnm

1CA ; dBt =

0B@dB1
t

...
dBm

t

1CA :
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Y sea g(t; x) = (g1(t; x); � � � ; gp(t; x) un mapeo de C2 de [0;1)� Rn a Rp. Entonces el proceso

Y (t; !) = g(t;Xt)

es de nuevo un proceso de Itô, cuyo n�umero de componentes k, Yk est�an dados por

dYk =
@gk
@t

(t;X)dt+
nX
i=1

@gk
@xi

(t;X)dXi +
1

2

nX
i=1

nX
j=1

@2gk
@xi@xj

(t;X)dXidXj

donde dBi
tdB

j
t = �ijdt; dBi

tdt = dtdBi
t = 0

[Bernt, 2000, p.48].

De�nici�on A.10. Dos variables x y y son anticomon�otonas si

8(a; b) 2 R2 (x(a)� x(b))(y(a)� y(b) � 0

Dana [2003].

De�nici�on A.11. Sea (Y;F ;P) un espacio de probabilidad. Una transformaci�on que preserva
la medida del espacio de probabilidad T se dice erg�odica si 8F 2 F con T�1(F ) = F satisface
P[F ] = 0 o P[F ] = 1 [Walters, 2002, pp. 427{442].

De�nici�on A.12. Sea (Y;F ;P) un espacio de probabilidad y sea f una funci�on de medida bajo
Y . � se dice que es invariante o estacionaria bajo f si para cada conjunto medible A 2 F

�(f�1(A)) = �(A)

Neumann [1999].
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Ap�endice B

Utilidades con Aversi�on al Riesgo
Absoluto Hiperb�olico (HARA)

El desarrollo de las funciones de utilidad se desarrolla en la teor��a de la elecci�on en condi-
ciones de incertidumbre. Bernoulli (en 1738) fue el primero en plantear que el inversionista decide
a partir de la utilidad y no del valor esperado o del precio; adem�as que esa utilidad tiene una
funci�on de tipo logar��tmica, es decir, que la utilidad marginal es decreciente, llegando a un punto
donde una unidad m�as de riqueza no aporta m�as utilidad. En 1944 Von Neumann y Morgenstern
desarrollaron la Teor��a de la Utilidad Esperada, en la cual no presentan una forma funcional
de utilidad, sino que establecen la forma de calcular la utilidad U(x) esperada de un activo riesgo.

En teor��a, podemos de�nir la funci�on de utilidad de un individuo por extrapolaci�on de las
utilidades que expresa en cada alternativa de elecci�on de diversos activos riesgosos. A su vez, es-
tos autores de�nen los comportamientos frente al riesgo, a partir de la comparaci�on de la utilidad
derivada del valor esperado (VE) de un activo riesgoso, comparada con la utilidad derivada del
equivalente de certeza (CE) de ese activo riesgoso. De esta manera, si la primera utilidad men-
cionada es menor a la segunda, el agente es adverso al riesgo, si es igual es neutral y si es mayor
es afecto o propenso al riesgo. As��, las personas adversas al riesgo tendr��an una funci�on de utili-
dad c�oncava, las afectas convexa y las neutrales lineal. Lo cual podemos ver en la siguiente tabla.

Forma funci�on de Utilidad Actitud hacia el riesgo VE-CE Utilidad Marginal dU
dX

concava aversi�on V E > CE positiva decreciente d2U
dX2 < 0

lineal neutral V E = CE cero constante d2U
dX2 = 0

convexa preferencia V E < CE negativa creciente d2U
dX2 > 0

Cuadro B.1: Tabla donde vemos la relaci�on de la concavidad de la funci�on utilidad y la aversi�on
al riesgo del inversionista.

Una de las primeras de�niciones de funciones que permiten cuanti�car el nivel de utilidad,
se tiene en el trabajo de Arrow (1965-1971) y de Pratt (1964). Estos autores presentan la famil-
ia de funciones CARA (Constant Absolute Risk Aversion), la cual presenta aversi�on al riesgo
constante respecto del nivel de riqueza total del individuo.
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Arrow y Pratt proponen que el nivel de aversi�on al riesgo absoluta de una funci�on de utilidad
se calcula como el ratio entre la derivada segunda y la derivada primera de la funci�on con relaci�on
a la riqueza, tal como se ve en la siguiente ecuaci�on.

A(X) = �U
00(X)

U 0(X)

donde X es la riqueza, A(X) mide la tasa a la cual la utilidad marginal decrece cuando la riqueza
aumenta en una unidad.

Tambi�en Arrow y Pratt presentan la familia de funciones de utilidad con aversi�on relativa
al riesgo constante (CRRA por las siglas de la expresi�on Constant Relative Risk Aversion), es
ampliamente utilizada en estudios emp��ricos que tratan de determinar el grado de aversi�on al
riesgo de diferentes inversionistas. Asimismo, la funci�on CRRA implica que el inversionista no
solo exhibe un valor constante de aversi�on al riesgo relativa para las ganancias, sino tambi�en
ante p�erdidas de riqueza.

Posteriormente, en 1971, Merton propone la funci�on HARA ( Aversi�on absoluta al riesgo
hiperb�olico). Para el caso de la aversi�on al riesgo hiperb�olico, la tolerancia al riesgo presenta
un comportamiento lineal con la riqueza. Las funciones de utilidad HARA es un medio para
medir la aversi�on al riesgos mediante una ecuaci�on matem�atica conveniente que predice que
cada inversionista posee la cantidad de activos de riesgo en las mismas proporciones que todos
los dem�as, y que los inversionistas di�eren entre s�� en su comportamiento de cartera solo con
respecto a la fracci�on de sus carteras mantenidas en el activo libre de riesgo en lugar de en los
activos con riesgo. Las cuales se dividen en las siguientes

1. Utilidad Logar��tmica. Si x > 0 entonces

U(x) = log(x);

2. Utilidad Exponencial. Sea � > 0 entonces

U(x) = � exp(��x)

3. Utilidad de Potencia. Sea � 2 (�1; 1)nf0g entonces

U(x) =
1

�
x�:

La forma de las funciones de utilidad HARA, satisface los principios econ�omicos b�asicos en
un contexto de optimizaci�on. Por lo tanto, el uso de las funciones de utilidad HARA no es solo
una cuesti�on de conveniencia o manejabilidad, sino que surge del razonamiento econ�omico, es
decir, es inherente al problema de optimizaci�on econ�omica. Por lo cual son utilizadas en este
trabajo.
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