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Resumen

En la naturaleza existen diversas interaciones entre especies. En la biologia de poblaciones algunos
ejemplos de estas interacciones son: mutualismo, parasitismo y comensalismo. En la biologia
matematica han sido construidos modelos matematicos para entender el efecto que estas interacciones
tienen en la dinamica poblacional, sin embargo, hay preguntas que aun siguen abiertas. Por ejemplo
se desconoce si aparecen oscilaciones sostenidas o no como soluciones del modelo. En ese sentido,
existen criterios sobre existencia o no existencia de érbitas periddicas. En particular el criterio de
Bendixson es una herramienta muy usada para descartar la existencia de ciclos limite, sin embargo,
este criterio solo se aplica cuando la divergencia del campo vectorial no cambia de signo. Una ligera
generalizacion del criterio de Bendixson es el criterio de Dulac. La desventaja de este criterio es que se
necesita una funcién de Dulac, la cual no es facil de construir en muchos casos. En este trabajo de tesis,
se presentan resultados que permiten la construccion de funciones de Dulac para algunos modelos de
la ecologia, lo que descarta la existencia de érbitas periddicas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.0.1. Planteamiento del problema

Conocer la dinamica de fenémenos de la biologia ha sido de interés fundamental para la biologia mate-
matica. Lo anterior es debido a que conocer la evolucidén de un fenémeno en estudio permite conocer los
posibles escenarios que se presentaran a través del tiempo. Por ejemplo, si el modelo presenta 6rbitas
periédicas (oscilaciones sostenidas) o si se descarta la existencia de ellas. Ambos escenarios tienen
implicaciones en la dinamica del fendmeno. Por ejemplo, en la ecologia matematica la existencia de
Orbitas periddicas puede ser un escenario catastrofico para las poblaciones, ya que si la amplitud de las
oscilaciones es muy grande puede ser que bajo pequenas perturbaciones en el habitat la poblacién este
ante un escenario de extincién. Sin embargo, cuando no existen érbitas peridédicas como soluciones del
modelo se puede demostrar que las poblaciones, bajo algunas condiciones sobre los parametros del
modelo, tienden a un equilibrio poblacional.

Es conocido que existen criterios para demostrar tanto existencia como no existencia de 6érbitas
periddicas, sin embargo la implementacion de dichos criterios requieren de la existencia de funciones
que permitan discriminar uno u otro escenario, por ejemplo, la construccién de un mapeo de Poincaré
asociado a un sistema de ecuaciones diferenciales demuestra la existencia de una 6rbita periddica,
mientras que la construccion de una funcién de Dulac asociada a un sistema de ecuaciones diferenciales
descarta la existencia de 6rbitas periédicas.

En tiempos recientes se han propuesto métodos que cambian el problema de encontrar una funcion
de Dulac por construir una funcién c(z1, z2) que permite resolver una ecuacion diferencial parcial cuya
solucién es una funcion de Dulac. Sin embargo, ambos problemas requieren mas de la experiencia
en la construccién de dichas funciones que en la aplicacion de un método explicito para encontrarlas.
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Motivado por esta problematica es que en este trabajo se propone un método que permite proponer
dicha funcion c(z1,z2), para algunos modelos de la biomatematica, lo que permitira descartar la
existencia de 6rbitas periddicas en modelos de interacciones entre especies.

1.0.2. Objetivo general

Proponer un método que facilite la construccién de funciones de Dulac para sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias utilizados en la biologia matematica.

1.0.3. Objetivo especifico

= Proponer un método para la construccion de una funcién auxiliar ¢(z1,z2) que permita resolver
una ecuacién diferencial parcial, asociada a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
cuya solucion es una funcién de Dulac para el sistema.

= Aplicar los resultados a modelos de interaccion entre dos especies que comparten recursos para
descartar la existencia de érbitas periddicas.

1.0.4. Antecedentes

Se puede considerar a J. H. Poincaré (1854 — 1912) como el pionero de la teoria de ecuaciones
diferenciales y sistemas dindmicos. La clave de su estudio fue obtener una caracterizacion de los
posibles comportamientos locales y globales de las soluciones en un sistema dinamico sin conocerlas
explicitamente. En este tipo de problemas Poincaré trabajé arduamente ideando herramientas para su
estudio. El mapeo de Poincaré, el teorema de la region anular, el método de pequefios parametros, son
algunos de los trabajos realizados por Poincaré.

Uno de los conceptos importantes dentro de esta teoria es el concepto de estabilidad introducido por el
matematico ruso A. M. Lyapunov (1857 — 1918) que mediante su investigacion sento las bases de esta
teoria que lleva su nombre, y ha sido referente para establecer algunas variaciones este concepto.

Existen algunos criterios particulares para determinar la no existencia de érbitas periddicas. Uno de
ellos es el criterio de I. O. Bendixson (1861 — 1935) el cual hace uso del teorema de Green estableciendo
la relacién entre la existencia de trayectorias cerradas y la divergencia del campo vectorial en un sistema
diferencial planar en R2. Esta relacion que bajo ciertas hipbtesis niega la existencia de érbitas periédicas.
Una ligera generalizacion al criterio de Bendixson fue propuesta por H. C. R. Dulac (1870 — 1955).
Esta condicidn junto con la de Bendixson, fueron utilizadas para descartar la existencia de soluciones
periddicas en ecuaciones diferenciales ordinarias de mayor dimension [7].
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Una contribucién importante en el estudio de ciclos limites es propuesta por el matematico aleman D.
Hilbert (1892 — 1943). En su investigacion formula uno de los problemas mas relevantes en la teoria de
ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos, el cual se conoce como el problema 16 de Hilbert, este
pregunta, que si dado un modelo de ecuaciones diferenciales polinomiales ¢cual es el nUmero de 6rbi-
tas aisladas que puede tener este sistema?. En la actualidad se desconoce una respuesta aun cuando
los grados de los polinomios es dos, y ha sido fuente de inspiracion para desarrolar mas resultados para
el estudio de las drbitas periddicas.

1.0.5. Conceptos de biologia

Simbiosis

En la biologia y ecologia existen diversas interacciones entre especies las cuales comparten el mismo
habitat, desde células hasta plantas, animales y seres humanos, entre otros. Este tipo de asociaciones
pueden permitir la coexistencia entre especies, o en algunos casos extremos la extincion alguna de
ellas, es decir, las interacciones entre dos organismos en un determinado ambiente, pueden tener
consecuencias bioldgicas y ecoldgicas importantes, asi como consecuencias evolutivas. Esta clase de
relaciones se le llama simbiosis, este concepto fue introducido por primera ocasion en 1879 por el
microbi6logo aleméan Heinrich Anton de Bary (1831 — 1888), el cual lo definié como : “el viviendo juntos
de organismos diferentes ”, los organismos que se asocian bajo cierto tipo de entorno, se les denomina

simbiontes [3]. La mayoria de las ocasiones las relaciones entre simbiontes afectan directamente la
capacidad de carga. Algunos tipos de simbiosis son los siguientes:

Mutualismo

El mutualismo es cualquier relacién entre individuos de especies diferentes donde ambas especies
obtienen un beneficio, a menudo implica el intercambio mediante el cual las dos especies simbiontes
salen beneficiadas, ya sea por medio de transporte, comida o proteccion, entre otras. Por ejemplo el
mutualismo entre las abejas y las flores de las plantas, las abejas extraen el polen de las flores, mientras
riegan el polen en este proceso [8], otro ejemplo de mutualismo son los arrecifes de coral, producto de
mutualismos entre organismos coralinos.

Comensalimo

Es una clase de relacién donde un organismo se beneficia, pero sin afectar al otro, es decir, es una
interaccién neutral (no hay dafio), donde la especie beneficiada se llama comensal y la otra se llama
anfitrion. Un ejemplo de relacion de comensalismo aparece entre las epifitas [12] (que son pequenas
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plantas) que crecen por lo general sobre arboles, usando como apoyo las ramas o el tronco del arbol
para crecer, pero no afecta con una relaciéon parasitaria, ya que los nutrientes necesarios para su
crecimiento los absorbe del entorno y no del anfitrién (que en este caso es el arbol). Otro tipo de
comensalismo es la relacion de coexistencia (bajo ciertas condiciones), entre mejillones (Septifer
virgatus) y percebes (Capitulum mitella), ya que la poblacion de mejillones aumenta cerca del
entorno del percebe, en cambio los percebes no reciben ningun beneficio por esta interaccién[39].

Parasitismo

Es un tipo de relaciéon simbiética donde uno de los dos simbiontes se ve beneficiado a expensas del
otro por este tipo de relacion. Los parasitos son organismos que necesitan mas de un huésped se
denominan macroparasitos, algunos de ellos son piojos, pulgas, hongos, nematodos, entre otros. Este
tipo de organismos no suelen completar su ciclo de vida en un solo huésped. Otro tipo de parasitos son
los microparasitos, estos organismos suelen ser mas pequefios, como los virus o las bacterias y pueden
ser transmitidos de un hospedero a otro [34]. Un ejemplo de parasitismo es la Encarsia perplexa
el cual es un endoparasito que se alimenta de otros parasitos incluyendo a los de su misma especie,
ademas este tipo de parasitos se desarrolla uno por hospedero [36]. Algunos parasitos no son amigables
con el organismo que los hospeda. Algunos pueden causar danos considerables incluso la muerte de
su hospedero. Ejemplo es esto es el pardsito Entamoeba histolytica el cual vive en el intestino de
humanos y animales, y se trasmite cuando el virus se ingiere mediante alimentos o agua contaminados.
Puede causar diarrea, desarrollar colitis, y es uno de los principales responsables de enfermedades
como la amebiasis [1].

Amensalismo

El amensalismo es la interaccion biol6gica entre dos organismos de especies distintas, en el cual uno de
los organismos resulta danado, y el otro no se ve afectado, ni beneficiado. Este tipo de relacion simbibtica
ocurre cuando una de las dos especies crea condiciones intolerables para las otras poblaciones, o
cuando afectan directamente el crecimiento y desarrollo de la otra especie, un ejemplo de amensalismo
es la relacion que tienen las plantas herbaceas y los arboles mas grandes que estas, ya que las plantas
herbaceas crecen debajo de la sombra y el poco terreno que dejan los arboles, absorben nutrientes del
entorno, sin dafar a los demas, el arbol no se ve afectado ni beneficiado por este tipo de planta [6].

Los tipos de simbiosis mencionados anteriormente, son ejemplos de competencia entre especies por
un recurso comun limitado, recurso que si se agota impacta directamente en la capacidad de carga de
las especies que lo necesitan. Los resultados evolutivos de las interacciones en la competencia son:
Exclusion competitiva, es decir, una especie desplaza a la otra hasta su extincién. Coexistencia: ambas



CAPITULO 1. INTRODUCCION 5

especies permanecen en un habitat ya que cada una de ellas explotan recursos diferentes.

Existen dos tipos de competencia la intraespecifica y la interespecifica, a continuacién se define cada
una de ellas;

Competencia intraespecifica

Este tipo de competencia se da entre individuos de la misma especie por el recurso el cual es limitado.
En algunas ocasiones puede afectar la capacidad de carga de la poblacién, y posiblemente llegar a la
extincién de la misma especie. Por ello individuos que compiten, pueden perder recursos, o la capacidad
de reproducirse, incluso el habitat donde existen. Generalmente la competencia intraespecifica es méas
intensa que la interespecifica.

Competencia interespecifica

Este tipo de competencia se da entre individuos de diferentes especies por el recurso limitado. Recurso
que puede ser, territorio, comida, comparieros, presas, etc. Un ejemplo de competencia interespecifica
son los leones y cebras, ya que el ledn depreda a las cebras, mientras estas se alimentan del pastizal.

El trabajo de esta tesis se estructura de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se da un esquema de
los antecedentes a este trabajo. Ademas se describe el tipo de modelos a analizar. En el Capitulo 2 se
define la teoria de ecuaciones diferenciales y sistemas dindmicos a utilizar. En el Capitulo 3 se describen
algunos criterios afirmativos y negativos para la existencia de érbitas periddicas. En el Capitulo 4 se
presentan los resultados y perspectivas. Finalmente, se muestra la bibliografia utilizada y los anexos.



Capitulo 2

Preliminares

En esta seccion se introducen los conceptos de la teoria de ecuaciones diferenciales y sistemas
dinamicos que seran de utilidad en los resultados que se mostraran en este trabajo. Particularmente,
un sistema dindmico es uno de los conceptos mas importantes en la modelacion matematica ya que ha
sido de gran ayuda, para describir y modelar fenébmenos en otras ciencias, por citar algunas: quimica,
fisica, biologia, ecologia, entre otras.

2.0.1. Sistemas dinamicos

Definicion 2.1. Dado un punto inicial z € R™, se define como espacio de estados al conjunto X formado
por la secuencia de puntos o trayectoria en R™, que representa la evolucion de x a medida que el tiempo
transcurre.

Definicion 2.2. Un sistema dindmico es una tripleta {T, X, ©'}, donde T es el conjunto de tiempos, X
es un espacio de estados y ¢' : X — X es una famila de operadores de evolucion parametrizados por
t € T que satisfacen las siguientes propiedades:

= o0 = Id, donde Id(z) = x para todo z € X,
m it = o paratodot,s cT.

A continuacién se describen de manera explicita, los otros dos conceptos utilizados en la definicién de
un sistema dinamico:

= El tiempo
La evolucién de un sistema dinamico representa un cambio en algun estado del sistema respecto
a la variable independiente, a la cual nos referimos como tiempo, ¢t € T'. En esta tesis se conside-
raran sistemas dinamicos continuos, asi que el tiempo es considerado continuo, es decir ¢ € R.
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» El operador de evolucién
El componente principal de un sistema dindmico es una regla de evolucion, esta regla determina
el estado z; del sistema en el tiempo ¢, siempre que se conozca el estado inicial x.

La forma general de especificar dicha evolucién, es suponer un mapeo ¢! para t € T que esta
definido en el espacio de estados X de la siguiente forma:

o X = X,

Dicho mapeo transforma un estado inicial zp € X en algun estado z; € X en el tiempo t de la
siguiente manera;

t
Ty = @ IQ-

El mapeo ! a menudo es llamado operador de evolucion del sistema dinamico.

Observacion 2.1. Una ecuacion diferencial ordinaria auténoma, puede ser considerada como un
sistema dinamico, el cual puede ser escrito de la siguiente manera:

x =F(x), z=(r1,22) €. (2.1)
Donde F es una funcion continua F : Q0 — R™, y Q es un conjunto abierto y conexo de R". La ecuacion
es conocida también como ecuacién auténoma.

2.0.2. Orbitas

Una érbita que comienza en un estado inicial xy es un subconjunto ordenado del espacio de estados X,
tal que

O(z) ={z € X : x = p!(x0), paratodo t € T, tal que ' (zo) esta definido}.

Una orbita también es llamada trayectoria.

La evolucion de un sistema dinamico puede ser analizada a través de un retrato fase, el cual esta com-
puesto por imagenes geométricas. Dichas imagenes geométricas asociadas al sistema dinamico son
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las oOrbitas en el espacio de estados.

Definicion 2.3. (Punto critico)
Un punto zf; € R™ es llamado un punto critico o solucién de equilibrio del sistema (2.1)), si sucede que:
F(xf) = xj paratodot € T. Asi, la orbita mas sencilla de un sistema dindamico es un punto de equilibrio.

Definicion 2.4. Un ciclo (u drbita) Lo del sistema es una drbita, que no es un punto de equilibrio,
tal que para cada x € L satisface o'+70(xq) = ¢'(xq) para algun Ty > 0, para todot € T.

El minimo T, es llamado el periodo del ciclo Lq. Una orbita del sistema que empieza en el punto zy € L
volvera a este punto después de T, unidades de tiempo. Cuando existe este comportamiento se dice
que el sistema tiene oscilaciones periodicas, en el caso continuo un ciclo Ly es una curva cerrada.

Definicion 2.5. Un ciclo Ly es llamado ciclo limite si en cualquier vecindad construida alrededor de Ly
no hay otros ciclos.

2.0.3. Campos vectoriales

Definicion 2.6. (Campo Vectorial)
Sea 2 un subconjunto abierto de R™. Un campo vectorial de clase C*, k > 1 en Q es una aplicacion

F : Q — R” de clase C*. Un campo vectorial asocia a cada punto = € Q2 es un vector que inicia en = y
termina en x + F(x).

El sistema (2.1) tiene la siguiente interpretacion geométrica: la parte derecha se puede pensar como un
campo vectorial, o campo de direcciones en el abierto 2, como se muestra en la Figura (2.1).

e+ Fr)

Figura 2.1: Ejemplo de un campo vectorial asociado a F'.
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A continuacién se muestra el campo de direcciones asociado a dos campos vectoriales.

Ejemplo 2.1. Sea F : R? — R? un campo C> definido por

F(l’,y) = (—y,z:).

Entonces su representacion gréfica se muestra en la Figura (2.2).

AV TR SN SN N NN
A ks ol RN
é(!//f-///rﬁv—hux\o\n\\\\o\
e N R
JJJJI!JJ/’&\\\\‘\\ﬁiT
liiiliiifzx\ii“I‘FT
_hi&—lil L—Iilllll\\l)/',r]:rrb'?ja”?_r
le‘&‘&\\\\w/};/}f‘ffr?r
T R Ll A N
\q\;\q\a\.\\\n—a_‘//v//;;f},f
LRV NEERE - BN RS N
NARR R R ittt
RV I S g e S

Figura 2.2: Campo vectorial asociado a F'(z,y) = (—y, x).

Ejemplo 2.2. Sea F : R? — R? un campo C> definido por

F(w>y) = (xa _y)'

Entonces su representacion grafica se muestra en la Figura
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Figura 2.3: Campo vectorial asociado a F'(z,y) = (x, —y).

Una solucion de la ecuacién diferencial autonoma (2.1), es una funcién diferenciable z : I — R™ definida
en algun intervalo abierto acotado o no, tal que paratodot € I'y z(t) € Q,y

Z = = F(z(t). (2.2)

Geométricamente, Z(t) es una curva en R”, cuyo vector tangente z (t) existe para todo ¢ € I y es igual
a F(z(t)). Una condicion inicial para una soluciéon z : I — R", la representamos de la siguiente forma:
Z(tg) = xo, donde ty € Iy xy € Q. En la siguiente seccion se presentan resultados respecto a uno de
los conceptos més importantes en sistemas dindmicos, el concepto de estabilidad.

2.0.4. Estabilidad en sistemas dinamicos continuos

La propiedad de estabilidad o inestabilidad de los puntos de equilibrio en un sistema dinamico, es una
de las caracteristicas mas importantes para describir el comportamiento de las soluciones de sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Existen varias nociones de estabilidad de puntos de equilibrio o
de orbitas del sistema, entre las cuales se pueden mencionar: estabilidad segun Liapunov, estabilidad
asintética, estabilidad orbital, estabilidad orbital asintética.

A contiuacién se enuncian las siguientes definiciones (ver[38]).
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Definicion 2.7. (Estabilidad de Liapunov)(ver [38])

Seaz(t) una solucion de la ecuacién diferencial (2.1)), entonces z(t) se dice estable (o Liapunov estable),
si dado € > 0 existe un 6 = §(e) > 0, tal que para cualquier otra solucion y(t) de la ecuacion diferencial
autonoma satisface que si |z(ty)—y(to)| < 0 (donde |.| es la norma enR™), entonces |z(t)—y(t)| < e,
parat > tg, to € R.

Observacion 2.2. Una solucion del sistema que no es estable se dice que es inestable.

Definicion 2.8. (Estabilidad asintdtica)

Sea z(t) una solucion de la ecuacion diferencial (2.1)), entonces z(t) se dice asintdticamente estable si
es Liapunov estable y para cualquier otra solucién, y(t), de la ecuacion (2.1), existe una constante b > 0
tal que, si | T(to) — y(to)| < b entonces |tli’>r£1of(t) —y(t)] = 0.

Hasta ahora se ha discutido la estabilidad de trayectorias, a continuacion se introducird una nocién lige-
ramente diferente, pero importante, la nocidn de estabilidad orbital, para ello se definen los siguientes
conceptos:

Definicion 2.9. Una orbita positiva através del punto x, parat > t,, esta dada por:

OF (zg,t0) = {x €R™ : 2 =Z(t),t > to,T(ty) = w0} (2.3)

El concepto de distancia entre un punto y un conjunto, se define a continuacion:

Definicion 2.10. Sea S € R"™ un conjunto arbitrario y p € R™ un punto arbitrario. La distancia entre el
punto p y el conjunto S es denotada y definida como:

d(p,s) = inf|p — z|. (2.4)
z€eS

Definicion 2.11. (Estabilidad orbital)

Sea z(t) una solucién de la ecuacion diferencial (2.1)), entonces z(t) es una érbita estable si, dado e > 0,
existe un 6 = é(¢), tal que para cualquier otra solucion y(t) del sistema (2.1)), si |z(to) — y(to)| < 0
entonces d(y(t), 0" (xo,t9)) < € parat > to.

Definicion 2.12. (Estabilidad orbital asintdtica)
Sea z(t) una solucién de la ecuacion diferencial (2.1), entonces z(t) es asintdticamente estable
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orbitalmente, si es orbitalmente estable y para cualquier otra solucién y(t), del sistema (2.1), existe
una constante b > 0, tal que, si |z(to) — y(to| < b, entonces h'erré d(y(t), 0" (z0,t0)) = 0.

En las siguientes secciones se enunciaran algunas definiciones y resultados, que seran de ayuda para
comprender el concepto de estabilidad, de un sistema dinamico como el propuesto en la ecuacién (2.1).

2.0.4.1. Linealizacion

El método de linealizacién, a menudo se usa para estudiar el comportamiento de las soluciones de un
sistema dindmico como el dado por (2.1), en una vecindad de un punto de equilibrio del sistema. Es por
esto que para determinar la estabilidad en el punto de equilibrio z{;, se debe entender la naturaleza de
las soluciones cerca de ;.

Estudiar las soluciones en una vecindad del punto de equilibrio = es equivalente a estudiar el
comportamiento de las soluciones del sistema lineal

= AX.
Con la matriz A = DF(z() cerca del punto de equilibrio «j. La funcion lineal AX = DF(x{)x es llamada
la parte lineal de F" en xg.

Supoéngase que existe otra solucién y del sistema dinamico (2.1), y definase

r=T+y (2.5)

Sustituyendo la ecuacion (2.5) en la ecuacion (2.1) y haciendo la expansion en series de Taylor de la
matriz A = DF(x{) alrededor de z{ se tiene

¥ =T +y = F(a}) + DF(x5)y + O(|y*))- (2.6)

Donde DF es la derivada de F'y |.| es la norma en R™ (nota: para obtener la ecuacion (2.6) F' debe

ser por lo menos dos veces diferenciable). Usando el hecho de que ' (t) = F(x}) el sistema (2.6) se
convierte en

y = DF(ag)y + O(ly*)). (2.7)

La ecuacion (2.7) describe la evolucion de las orbitas cerca de zj;. Para cuestiones de estabilidad
interesa el comportamiento de soluciones arbitrariamente cercanas a x{;, entonces resulta razonable
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que esta pregunta puede ser resuelta estudiando el siguiente sistema lineal asociado

y = DF(x})y. (2.8)

Sin embargo, si zZ(t) es una solucion de equilibrio, i.e., Z(t) = «{ entonces DF (z(t)) = DF(x{) es una
matriz con entradas constantes y la solucién de la ecuacion (2.8) a través del punto yp € R" cont =0
puede escribirse inmediatamente como

y(t) = Py, (2.9)

Un resultado de estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema (2.9) se muestra a continuacion.

Considérese la siguiente ecuacion, la cual es la linelizacién del sistema (2.1);

/

2 = AX (2.10)
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Teorema 2.1. (ver [2])

a) Toda solucionz = ¢(t) del sistema (2.10) es estable si todos los eigenvalores de A tienen parte real
negativa.

b) Toda solucion © = ¢(t) del sistema es inestable si almenos un valor propio de A tiene parte
real positiva.

c) Supdngase que todos los eigenvalores de A tienen parte real menor o igual acero, y \y = i1 ..., N\ =
i6; tienen parte real cero. Sea \; = i6; de multiplicidad k; es decir que el polinomio caracteristico
de A puede ser factorizado en la siguiente forma

p(A) = (A —id)" . (A —i6)g(N).

Donde todas las raices de q(\) tienen parte real negativa. Entonces cualquier solucionz = ¢(t) del
sistema es estable si A tiene k; vectores linealmente independientes para todo eigenvalor
\; = id;, pues de otra manera toda solucion ¢(t) es inestable.

Demostracion.

a) Toda solucién = = () del sistema (2.10) es de la forma 1 (t) = e4(0). Sea ¢;;(t) el elemento de la
matriz e y sea ), ..., 12 componentes de (0). Entonces el i—ésimo componente de 1(t) es

Gi(t) = i (U] + -+ + din ()] =D i (t)).
Pij

Supdngase que todos los eigenvalores de A son negativos. Entonces para cada niumero —a,
con —a; < —a < 0 se puede encontrar un nimero K tal que || ¢;(t) ||[< Ke ¢ > 0
consecuentemente

()] <D Ke ™| = Ke > 4]
j=1

j=1

Para algunas constantes positivas K y «. Ahora |¢§?\ <|| (0) || por lo tanto

| 9(t) [|l= maz{|g1(t)] ... [¢n(t)]} < nEKe | 4(0) ||.
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Sea ¢ > 0. Eligiendo é(¢) = 5. Entonces || 1(t) ||< e si || ¥(0) |[< d(e) yt >0, ya que

nke

19() < nEe™ | (0) [|< — =«

Consecuentemente la solucién de equilibrio z* = 0 es estable.

b) Sea ) un eigenvalor de A con parte real positiva y sea v un eigenvector de A con eigenvalor \.
Entonces 1(t) = ceMv es una solucion del sistema para alguna constante c. Si A es real
entonces v también es real y || 1 (t) ||= |c||e™]| || v ||. Es claro que || ¥(t) || se aproxima al infinito
cuando t — oo. Para cualquier eleccién de ¢ # 0. No importa qué tan pequerio. Por lo tanto z* = 0
es inestable. Si A = o + i3 es complejo, entonces v = v! 4 iv? es también complejo, en este caso

TP (vl 4 iv?) =e™ (cos(Bt) + isen(Bt))(v! + iv?)
—e[vlcos(Bt) — visen(Bt) + i(visen(Bt) + vicos(Bt))].

Es una solucion de valor complejo del sistema (2.10) por lo tanto

Y (1) = ce® (v cos(Bt) — v2sen(fBt)).

Es una solucion de valor real del sistema (2.10) para cualquier eleccion de la constante c. || ¥(¢) ||
es limitado a medida que ¢ — oo si ¢ 0 cualquier v!' 0 v? es distinto de cero. Entonces z* = 0 es
inestable.

c) Si la matriz A tiene k; vectores linealmente independientes para cada valor propio \; = 4; de
multiplicidad k;, entonces se puede encontrar una constante  tal que |(e*!);;| < k. Y se tiene
que | ¥(¢) ||< nk || ¥(0) || para toda solucién ¢ (t) del sistema (2.10). Se sigue inmediatamente de
la prueba del inciso a) que =* = 0 es estable. Por otra parte, si A tiene menos que k; eigenvectores
linealmente independientes con eigenvalores \; = id;, entonces el sistema tiene soluciones
de la forma

Y(t) = ceitfv + t(A —i&I)V].

Donde (A —i0;1)V # 0 si §; = 0, entonces ¢ (t) = c(v + tAv) es un valor real. Mas adn || ¢ (t) ||
es limitado a medida que ¢t — oo para cualquier eleccion de ¢ # 0. Similarmente, tanto las
partes reales como las imaginarias de v (¢), son limitados en magnitud para cualquier ¢(0) # 0
arbitrariamente pequerios si ¢; # 0. Por lo tanto, la solucion de equilibrio z* = 0 es inestable.
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Ejemplo 2.3. En este ejemplo, se muestra que la estabilidad en la aproximacion lineal del sistema
(1), no necesariamente implica estabilidad del sistema (2.1). Considérese el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias en R?.

’

v o=y +a@@®+y?),
2.11)
y =x+4y(?+y?).

El origen es un punto de equilibrio para este sistema. El campo vectorial linealizado sobre este equilibrio
es representado mediante el siguiente sistema:

(2.12)

Los eigenvalores de la matriz asociada con esta linealizacion son +i, y el origen es estable en la
aproximacion lineal (pero el sistema dinamico no es asintoticamente estable).

En ocasiones se usa el término “linealmente estable ” para describir una solucion que es estable en la
aproximacién lineal. Cuando los valores propios de la matriz cumplen con una condicién, estos tipos de
soluciones reciben un nombre especial. A continuacion se definen soluciones con esta propiedad.

Definicion 2.13. (Punto fijo hiperbdlico)
Sea x un punto fijo de & = F(x), x € R". Entonces z es llamado punto fijo hiperbdlico si ninguno de los
valores propios de DF(z) tienen parte real cero.

La hiperbolicidad ha sido un concepto importante dentro de la teoria de sistemas dinamicos,
particularmente es usada en el estudio de la estabilidad en la linealizacion, la cual es reducida al
estudio de las raices del polinomio caracteristico de la matriz asociada con la linealizacion en el punto
de equilibrio a analizar.

2.0.5. Funciones de Liapunov

El método de Liapunov es una herramienta usada para determinar la estabilidad de los puntos fijos
cuando la informacion obtenida de la linealizacion no es concluyente. Es decir, cuando el punto fijo no
es hiperbdlico.
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El método de Liapunov funciona en n-dimensiones y en dimensiones infinitas. En esta tesis se
considerara el plano R?. Considérese un campo vectorial en el plano con un punto fijo z* y se desea
determinar si es estable o inestable. En términos generales, de acuerdo con las definiciones anteriores
se debe encontrar una vecindad U de z* para el cual las érbitas que empiezan en U permanecen en U
para todos los tiempos positivos. Esta condicién se satisface si el campo vectorial es tangente al limite
de U o apunta hacia z*, (ver Figura [2.4). Esta condicién deberia seguir siendo cierta ain cuando U
se contrae hacia z*. El método de Liapunov proporciona una manera de estudiar la estabilidad de las
soluciones, del campo vectorial asociado a la ecuacion (2.), en el entorno U cerca de z* .

u

——

Figura 2.4: Campo vectorial apuntando hacia el punto fijo .

Supdngase que el siguiente campo vectorial:

x/ f(z,y), (2.13)
g

)
9

(z,y), (z,y) € R%

Y

tiene un punto fijo (z*,y*) (supdngase que es estable). Se debe mostrar que en cualquier vecindad de
(z*,y*) la condicién anterior se cumple. Sea V (x,y) una funcién escalar en R?, es decir, V : R? — R! (y
al menos de clase C'), con V (z*, y*) = 0, tal que la superficie de los puntos satisfacen V(z,y) = C. Don-
de: C' = { curvas constantes cerradas para diferentes valores de C' rodeando (z*,y*) con V(z,y) > 0
en una vecindad de (z*,y*)}( ver Figura[2.5).
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V= constante

Figura 2.5: Gradiente perpendicular al vector tangente a lo largo de la curva V = C.

El gradiente de V, el cual es denotado por VV, es un vector perpendicular al vector tangente a lo largo
de la curva V = C que apunta en direccion creciente de V' ( ver Figura [2.6). Entonces si el campo
vectorial fuera siempre tangente o hacia el interior para cada una de estas curvas que rodean (z*, y*),

se tendra lo siguiente:

/ !’

Figura 2.6: Conjuntos de nivelde V,0 < C; < Cy < Cs.

Donde el punto (-) denota el producto escalar vectorial usual (esto es simplemente la derivada de V a lo
largo de las orbitas del campo vectorial asociado al sistema (2.13), a veces se conoce como la derivada

orbital). A continuacion formalizamos las ideas anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Considérese el siguiente campo vectorial

’

x =F(x), zeR" (2.14)
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Donde F es una funcién continua F : Q — R". Sea z* un punto fijo de yseaV : U — R una
funcién de clase C' definida en alguna vecindad U de z* tal que

i) V(z*) =0y V(z) > 0six # ¥

i) V(z) <0enU — {z*}, entonces = es estable ademds, si;

iii) V(z) <0enU — {z*}, entonces z es asintéticamente estable.

Demostracion. Considérese una bola centrada en z* de radio ¢, es decir,

Bs(z*) = {x € R" : |z — 2™| < 0}.

Donde ¢ se elige tan pequefo que Bs(z*) C U. Sea m el minimo valor de V' en la vecindad de B;s(z*).
Entonces por el inciso i) del teorema (2.2)), m > 0. Entonces se tiene

U = {ac € Bg(x*)“/(x) < 0}.

Ahora considérese alguna trayectoria empezando en U (ver Figura[2.7). Por el inciso ii) en tal trayectoria
V' es decreciente. Por lo tanto por la construccion de Bs(z*) la trayectoria no puede dejar Bs(z*). Esto
muestra que =* es estable ya que § es arbitraria.

Ahora supongase que se cumple el inciso iii), asi que V' es estrictamente decreciente en érbitas dentro
de U — {z*}. Sea z(t) una trayectoria empezando en U; — {z*}. Entonces ya que Bs(z*) es compacto,
existe una secuencia de tiempos {t¢,} con t,, — oo si n — oo tal que z(t,) converge a un punto z Si
n — oo, ahora se argumentara que xy = =*.

Esto se puede ver de la siguiente manera. A continuacion se dara una prueba por reduccién al absurdo.
Supdngase que z # z*, entonces existe un e suficientemente pequeno tal que =y ¢ B.(z*). Repitiendo
el mismo argumento dado anteriormente, se puede concluir que existe una vecindad de z*, Uy C B(z*),
tal que cualquier trayectoria comenzando en U, no sale de B(z*) (ver Figura .
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Figura 2.7: Geometria asociada a la eleccién de vecindades en la prueba del teorema (2.2).

De esto se sigue que la trayectoria z(t) no puede entrar a (71. Entonces, en U; — (71, V esta acotado por
el cero, es decir, se tiene la siguiente estimacién

V <—K <0, paraalgin K > 0.

Dado que z(t) no puede entrar en U, se puede aplicar esta estimacion a lo largo de la trayectoria x(t)
para obtener la siguiente desigualdad;

V(z(tn)) < V(2(0)) — Ktn.
Ahora si n — oo esta desigualdad implica que V' (x(t,)) debe ser negativo, lo cual es una contradiccion,
ya que se sugirié zo # x*. Por lo tanto z* = xy.
O
Observacion 2.3. Se Considera a V' como una funcién de Liapunov. SiV' < 0 enU — {z*}, el término

funcion estricta de Liapunov es usado a menudo. Obsérvese que U puede ser elegido para que sea todo
R™, entonces se dice que z* es globalmente asitéticamente estable, si los incisos i) y iii) se cumplen.
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Ejemplo 2.4. Considérese el siguiente campo vectorial:

x =Y,
I 2
Y =— T+ ex’y.
Los eigenvalores del la matriz DF' evaluados en el punto fijo (z,y) = (0,0) son +i entonces este punto
es un punto no hiperbdlico, a continuacién se determina si este punto es estable.

SeaV(x,y) = 22 ty? , observe que V(0,0) = 0,y V(z,y) > 0 para una vecindad del punto (0, 0). Entonces
2

V/ ZVV(.%',y) : (‘rlv y/)
=(z,y) - (y, ex’y — x)

=xy + ex2y2 — Y.

Por lo tanto V' = ex2y2. Entonces por el teorema 1) (0,0) es globalmente estable para ¢ < 0.

2.0.6. Punto silla, sumidero, fuente

Dentro de la teoria de sistemas dinamicos, existen diferentes comportamientos de las soluciones de los
campos vectoriales asociados a la ecuacién (2.1). A continuaciéon se definiran estos comportamientos.
Los siguientes definiciones fueron tomados de [26] y [28].

Para estudiar el comportamiento de el sistema dinamico, se tomara en cuenta el siguiente sistema, el

cual es un caso particular del sistema dinamico (2.1).
T =az+ by,
/ (2.15)
y =cx+dy.

Donde: a,b,c,d son constantes. Notese que se puede abreviar el sistema (2.15) representando los
coeficientes del sistema mediante la siguiente matriz

a b
=(02)
Entonces el sistema lineal puede ser representado de la siguiente manera:
X = AX. (2.16)

Notese que el origen es un punto de equilibrio para el sistema (2.15). Para encontrar otros equilibrios,
se tiene que resolver el siguiente sistema de ecuaciones
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z =ax + by =0,
, (2.17)
y =cx+dy=0.

Este sistema tiene una solucién distinta de cero siy sélo si det(A) # 0. Si det(A) = 0 el sistema puede o
no tener soluciones, de hecho puede tener infinitas soluciones, esto se enuncia en el siguiente resultado;

Proposicion 2.1. El sistema planar X' = AX tiene;
1. Un unico punto de equilibrio (0,0) sidet(A) # 0,
2. Una linea recta de puntos de equilibrio si det(A) = 0 y A no es la matriz cero.

Para determinar las soluciones del sistema planar (2.16) se analizan los eigenvalores de la matriz A.
En este caso se define la solucidén en funcion de los eigenvalores, y posteriormente se menciona el
resultado que relaciona las soluciones con los eigenvalores de la matriz A.

Definicion 2.14. Un vector V}, es llamado eigenvector de A si AV, = AV, para algun \. La constante \
es un eigenvalor de A.

Teorema 2.3. Suponga que Vi es un eigenvector para la matriz A con el valor asociado \. Entonces la
funcion X (t) = eMVy es una solucion del sistema (2.16).

Demostracion. Supdngase que Vj es un vector para el que tenemos AV = AV, donde A\ € R entonces

se tiene que;
X' =AMV,
= M(AN),
= M (AV), (2.18)
= A(eVo),
= AX(b).
Entonces X (¢) es solucion del sistema (2.16). O

Supoéngase que el sistema (2.16) tiene dos eigenvalores A1 < A2, con A\, Ao # 0, estos eigenvalores
tienen distintos comportamientos, los tres casos a considerar son los siguientes;

1. A1 < 0 < X9, en este caso el comportamiento del punto de equilibrio z{; se dice que es un punto
silla,
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2. A\ < A2 <0, en este caso el comportamiento del punto de equilibrio x{ se dice que es un sumidero,
3. 0 < A1 < A2, en este caso el comportamiento del punto de equilibrio zj; se dice que es una fuente.

A continuacion se dan ejemplos de cada uno de los tres casos. Cualquier sistema como en (2.16) puede
ser analizado de manera similar alrededor de puntos de equilibrio hiperbdlicos.

Caso 1. Punto silla, \; < 0 < .
Con estos eigenvalores se dice que las soluciones del sistema (2.16)) estan asociadas al plano fase de
una silla de montar, en este caso el ejemplo es el siguiente;

Considérese el sistema (2.16), donde;

(A0
=0 )

Con A\ < 0 < \s. Este sistema puede ser resuelto de manera inmediata, ya que al representarlo en la
matriz se eliminan dos ecuaciones de primer orden. Por lo que el sistema a resolver puede ser reducido
como se muestra a continuacion.
/
r = Mz,

, (2.19)
Yy = Aoy.

Donde la ecuacién caracteristica correspondiente esta dada de la siguiente manera;

(A=A)(A=A2) =0.

Con A1, s los eigenvalores correspondientes. El eigenvector correspondiente a A\; es (1,0) y para A\, es
(0,1), tomando en cuenta lo anterior, la solucion general esta dada por;

X(t) = aeht ( . ) + gt ( ’ )

Ya que \; < 0, las soluciones en la linea recta de la forma e*1f(1,0) se encuentran en el eje = y tienden
a (0,0) sit — oo. Este eje es llamado variedad estable. Y ya que Xy > 0 las soluciones ¢*?*(0,1) se
encuentran en el eje y y se alejan de (0,0) cuando ¢t — oo, este eje es llamado variedad inestable. Todas
las demas soluciones (con «.3 # 0) tienden a infinito en la direccién de la variedad inestable si t — oo

(ver Figura[2.8).
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-
Y

<

Figura 2.8: Plano fase: silla de montar para z’' = —z, y = y.

Caso 2. Sumidero, \; < A\ < 0.

Para estos eigenvalores el comportamiento del sistema (2.16) se dice que es un sumidero. Para analizar
este caso considérese el sistema (2.16) donde;

(M0
=)

Y ademas \; < A\ < 0. Las soluciones estan dadas de la siguiente manera;

X@:a&ﬂ(é)+5&ﬁ<?).

En este caso a diferencia de la silla de montar, todas las soluciones tienden a (0,0) si ¢ — oo. Ahora
la pregunta natural que surge es ¢ cudl es el comportamiento de las soluciones cerca del origen? Para
responder esto, se calculara la pendiente gg de una solucion con 3 # 0, es decir;

Entonces

d
dy _ G _ e A28 e
de 94 aeMt o '
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Y como \; — Ay > 0 entonces estas pendientes se aproximan a +oo (siempre que 8 # 0). Asi estas
soluciones tienden al origen tangencialmente al eje y (ver Figura|2.9).

 J
A

Figura 2.9: Plano fase del tipo sumidero.

Caso 3. Fuente, 0 < \; < \g.

Para estos valores el campo vectorial puede ser considerado como una fuente, y es el negativo del
ejemplo anterior. Asi la solucién general y el retrato fase siguen siendo los mismos, excepto que las
soluciones tienden a alejarse de (0,0) sobre las mismas trayectorias (ver Figura[2.10]).

A
| ]

Figura 2.10: Plano fase del tipo fuente.

2.0.7. Equivalencia de sistemas dinamicos

Definicion 2.15. Equivalencia de sistemas dinamicos

Un sistema dindmico {T, X, @'} es llamado topoldgicamente equivalente al sistema dindmico {T, X, 1},
si existe un homeomorfismo h : R™ — R™ mapeando drbitas del primer sistema al sequndo sistema,
preservando la direccion del tiempo.
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Observacion 2.4. Un homeomorfismo es un mapeo invertible en el que el mapeo y su inversa con
continuos.

Considérense dos sistemas dindmicos continuos top6logicamente equivalentes de la siguiente manera

/

z = f(x) xeR", (2.20)

/

y =g(y) yeR™ (2.21)

Supoéngase que y = h(z) es un mapeo invertible h : R — R™ que es suave junto con su inversa (h es
un difeomorfismo), y tal que para todo = € R".

f(x) = M~ (z)g(h(x)), (2.22)
donde i
M(z) = d?.

Es la matriz Jacobiada de h(z) evaluada en el punto z, entonces el sistema (2.20) es topoldégicamente
equivalente al sistema (2.21). De hecho, el sistema (2.21) se obtiene del sistema (2.20) mediante el
cambio suave de coordenadas y = h(x). Entonces h mapea soluciones del sistema (2.20) al sistema

(2.21), de la siguiente manera;

h(¢'z) = ¢'h(z),

y puede jugar el papel del homeomorfismo en la definicion (2.15).

Definicion 2.16. Dos sistemas (2.20) y (2.21) que satisfacen la condicion para algun
difeomorfismo h son llamados suavemente equivalentes (o difeomdrficos).

Supdngase que 1 = u(x) > 0 es una funcién positiva escalar suave, y que los lados derechos de (2.20)
y (2.21) estan relacionados por
f(x) = p(@)g(x), (2.28)

para todo x € R™. Entonces los sistemas y son topolégicamente equivalentes, ya que sus
Orbitas son idénticas, pero es la velocidad del movimiento lo que las hace diferentes, (la relacion de
las velocidades en un punto z es exactamente u(x)). Por lo tanto, el homeomorfismo & en la definicion
es el mapeo identidad h(z) = x, en otras palabras los sistemas se distinguen solo por el tiempo
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de parametrizacion a lo largo de las érbitas.

Definiciéon 2.17. Dos sistemas y (2.21), que satisfacen la condicion para una funcion
positiva suave . se llaman orbitalmente equivalentes.

Dos sistemas orbitalmente equivalentes pueden no ser difeomérficos, pueden tener ciclos que se ven
como la misma curva cerrada en el espacio de fase pero tienen periodos diferentes.

Definicion 2.18. Un sistema dinamico {T, X, '} es llamado topoldgicamente equivalente cerca de un
equilibrio xy, a un sistema dindamico {T, X,v'} cerca de un equilibrio vy, si existe un homeomorfismo
h : R™ — R™ que cumple con las siguientes condiciones;

i) h esta definido en una pequefia vecindad U C R" de xy,
ii) se satisface yo = h(xo),

ili) h mapea orbitas del primer sistema en U en Orbitas del segundo sistema en V. = f(U) C R",
preservando la direccion del tiempo.

El objetivo principal de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, es demostrar la estabilidad
del sistema diferencial, sin calcular la solucién andlitica de la ecuacion diferencial. En las siguientes
secciones, se presentan algunos resultados que contribuyen al estudio cualitativo de los sistemas
diferenciales no lineales, como en la ecuacién (2.1).

2.0.8. Estabilidad estructural

Existen sistemas dindmicos cuyo plano fase (en algun dominio) no cambia cualitativamente bajo
perturbaciones suficientemente pequenas, estos sistemas dinamicos reciben un nombre especial. Se
denominan estructuralmente estables, antes de revisar este tipo de sistemas dindmicos, se debe tomar
en cuenta los siguientes conceptos.

Considérese dos sistemas dinamicos continuos

r = f(x), (2.24)

y =g(z). (2.25)

Con f y g funciones diferenciables.
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Definicion 2.19. La distancia entre el sistema y el sistema en una regién cerrada U C R™,
es un numero positivo d,, dado por:

df(z) _ dg(x)
= — - . 2.2
d sup{u f@) = g(@) || + H o - (2.26)
El sistema es e—cerrado en U si dy < e. Aqui || . || significa un vector y una norma matricial en R™, por

ejemplo:

I = ﬂzx?% 1A=

Entonces dos sistemas son cerrados si sus lados derechos en los sistemas y (2.25), estan cerca
uno del otro, junto con sus primeras derivadas parciales. En este caso se le denomina a los sistemas

y C'—cerrado.

Definicion 2.20. Estabilidad estructural
El sistema no lineal es estrictamente estructuralmente estable en la region U, si algun sistema no
lineal que es lo suficientemente C' -cerrado en U, es topoldgicamente equivalente en U al sistema

229).

A

Figura 2.11: Orbitas estructuralmente estables segun la definicion m

Definicidon 2.21. Establilidad estructural de Andronov

Un sistema definido en una regién D C R" es llamado estructuralmente estable en una
region Dy C D, si para cualquier sistema suficientemente C' — cerrado en D y hay regiones
U,V Cc D,DyCU, tal que es topolégicamente equivalente en U a enV (ver Figural2.19).
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Figura 2.12: Estabilidad estructural de Andronov segun la definicion [2.21

Lema 2.1. Si un sistema es estructuralmente estable en una regién D, con la vecindad By y todas sus
orbitas apuntan dentro de By, entonces es estrictamente estructuralmente estable en U = Dy.

2.0.9. Existencia y unicidad

Definicion 2.22. (Lipschitz)

Sedice que F : Q) C R" — R"™ es localmente Lipschitz, si para cada x € ) existe una constante K > 0
y un abierto V' C ) que contiene x, tales que:

| F(z) = Fly) [< K ||z -y |,Vz,y € V.

SiF: Q — R" es C1, (i.e. diferenciable y con derivada continua en ), entonces F es localmente

Lipshitz.

La condicién de Lipshitz es una condicion intermedia, entre la condicion de continuidad y la condicion
de las derivadas parciales, como lo muestra el siguiente lema
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Lema 2.2. Sea ) un subconjunto de R" y sea F : Q — R". Entonces, si F € C'(Q), F es localmente
Lipshitz.

Teorema 0.1.( Existencia y unicidad) (Ver [26],[9]) Sea 2 C R™ una region abierta, F : Q@ — R"
localmente Lipschitz, zo € €2, entonces existe a > 0 y una unica soluciéon z : I = (—a,a) — R" del
problema:

De lo anterior se tiene que para todo = € €, existe una Unica solucién ¢!, definida en el intervalo
I, = (ag, B:), al variar z se obtiene la funcién ! (z) := ¢(t,x), paraxz € Qy t € I,. A continuacién se
presenta la definicion formal de la funcién ¢f(z).

Definicién 2.23. Sea Q un subconjunto abierto de R", y sea F € C(Q2) para todo zq € Q, sea ¢(t, x)
la solucion de la ecuacion diferencial (2.1), definida en un intervalo de existencia I,,,. Entonces para
t € I,. la aplicacion ' : Q — Q definida como

¢ (w0) = (1, z0)-

Esta funcién es llamada flujo de la ecuacion diferencial auténoma (2.1)), también a ¢! se le conoce como
el flujo del campo vectorial asociado a la ecuacion (2.1).

2.0.10. Teorema de Poincaré-Bendixson

Como ya fue mencionado, nuestro interés se centrara, en el estudio de la inexistencia de las 6rbitas
periddicas. La mayoria de resultados sélo son validos en dimension dos (aunque hay valiosos avances
en dimensiones mayores, ver([5], [32]), nuestro andlisis se restringe a este contexto. En tal caso la
ecuacion diferencial autbnoma se escribe como:

xll = f1($17$2>7
(2.27)

.CC/Z = fg(xl, xg).

Conzi,zo €RY f1, fo: QCR? = R.
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Un resultado importante dentro de la teoria cualitativa de los sistemas dinamicos, es el teorema de
Poincaré-Bendixson, dicho resultado clasifica completamente los posibles comportamientos de las
soluciones (o érbitas) en un sistema dinamico continuo. En este resultado Poincaré postula que una
solucién del sistema dinamico continuo, converge ya sea a un punto de equilibrio, o a una 6rbita, o bien
a un numero finito de puntos.

Las oOrbitas se pueden clasificar de dos maneras, Orbitas positivas y 6rbitas negativas. Para comprender
la clasificacion de las orbitas, considérese las siguientes definiciones tomadas de [38] y [11].

Definicion 2.24. Orbita positiva
Una drbita positiva del sistema dinamico (2.1)), esta definida por el siguiente conjunto

OF(zo) ={z € X :2 € ¢'(x0): paratodo t >0 '(xg) esta definido}.
Definicion 2.25. Orbita negativa
Una drbita negativa del sistema dindmico (2.1)), esta definida por el siguiente conjunto

O (z0) ={z € X :x € p'(x0) : paratodo t <0 '(z¢) estd definido}.

De esta manera una 6érbita del sistema dinamico (2.1) esta definida en el conjunto

O(z0) = O (o) UO™ (20) = {z € X : x € '(xg) paratodo t €T, talque ¢'(zo) esta definido}.

Al estudiar la dinamica del sistema dinamico (2.1), hay dos conceptos que son importantes, el punto
limite y el conjunto limite.

Definicion 2.26. Punto limite positivo (ver [11])

Un puntop € X es un punto limite positivo (negativo), del flujo ©t(xo) del sistema dinamico si existe
una sucesion monotona {t, }:>_, de numeros positivos (negativos), donde t,, — oo (—o0) cuando n — oo
tal que ¢t~ (x¢) — p cuandon — oc.

Dos conjuntos importantes para el estudio de 6rbitas periddicas, sonela— I1imiteyelw—I1imite, se
puede decir que son los lugares geométricos donde nace o muere la érbita de un sistema dinamico.

Definicion 2.27. Conjunto limite positivo
Se llama conjunto limite positivo w(xq) del flujo ©'(xo) de la drbita O(zo) del sistema dinamico (2.1)), al
conjunto de todos los puntos limite positivos ¢! (xq) donde t > 0.
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A este conjunto comunmente se le llama conjunto w-1imite.

Definicion 2.28. Conjunto limite negativo
Se llama conjunto limite negativo a(xo) del flujo ¢*(xo) de la drbita O(xq) del sistema dindmico (2.1)), al
conjunto de todos los puntos limite negativo ¢*(x() donde t < 0.

A este conjunto comunmente se le llama conjunto a-1imite.

A continuacion se a establece la relacion entre las érbitas periddicas y los conjuntos a—1imite y

w—limite.

De manera intuitiva se tiene que si una érbita O(x) de un punto = no es acotada la érbita se aleja al
infinito, en caso contrario existen dos posibilidades el conjunto limite w(O) es una 6rbita periddica o el
conjunto limite w(O) consta de un numero finito de puntos criticos, y O tiende a una de ellas cuando

t — oo.

Antes de revisar el teorema de Poincaré-Bendixson, se definirdn algunos resultados previos para anali-
zar la demostracién del teorema. Estos resultados son los siguientes:

Definicion 2.29. Sea X un arco continuo conexo en P, entonces se dice que Y. es transversal al campo
vectorial en P, sin- P no es cero y no cambia de signo en Y. (donde n es la normal en cada punto de ¥,
y (-) denota el producto punto vectorial). O equivalentemente dado que el campo vectorial es C", r > 1,
el campo vectorial no tiene puntos fijos en Y y nunca es tangente a X..

De aqui en adelante se considerara a . como el conjunto compacto invariante en P, para algun p € P.
También se denotara por O, (p), a la 6rbita bajo el flujo ¢,(.) para tiempos positivos, (también llamada la
semiorbita positiva de p).

Lema 2.3. Sea ¥ C u un arco transversal al campo vectorial, la drbita positiva a través de cualquier
punto p € u, O4(p) intersecta ¥ en una secuencia monotona, es decir, si p; es la i—ésima interseccion
de O (p) con X, entonces p; € [pi—1,pi+1]-

Demostracion. Considérese el pedazo de 6rbita O, (p) de p;—1 a p; junto con el segmento [p;,—i1,p;] C X
(ver la Figura2.13), (nota: claro que si O (p) intersecta a = sélo una vez entonces se habra terminado).
Esto forma el limite de una region invariante positiva D, por consiguiente O (p;) C D, y por lo tanto se
debe tener p;;1 (si existiera) contenido en D, por lo tanto se demuestra que p; € [pi—1, pi+1]-
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Figura 2.13: Arco transversal ¥ al campo vectorial.

Corolario 2.1. E/ conjunto w—1imite intersecta a ¥ en a lo mas un punto.

Demostracion. Se procederd por contradiccién, si supongase que w(p) intersecta ¥ en dos puntos ¢;
Y g2, entonces por definicién del conjunto w—1imite se puede encontrar una sucesiéon de puntos a lo
largo de O4(p), {pn} Y {Pn} los cuales intersectan ¥ tales que p, — ¢; cuando n — oo, ¥ D, — @2
cuando n — oo, sin embargo, si esto fuera cierto esto contradice el lema en la monoticidad de
intersecciones de O (p) con X. O

Lema 2.4. Siw(p) no contiene puntos fijos, entonces w(p) es una orbita cerrada.

Demostracion. La estrategia a seguir es elegir un punto ¢ € w(p), y mostrar que la 6rbita de ¢ es cerrada,
y entonces se muestra que w(p) es lo mismo que la 6rbita de q.

Sea z € w(p); entonces x no es un punto fijo ya que w(p) es cerrado y es una unién de érbitas que no
contienen puntos fijos. Construyendo un arco transversal al campo vectorial en z ( se denotara el arco
por X). Ahora O, (p) intersecta ¥ una sucesion monoétona, {¢,}, con ¢, — = cuando n — oo, pero ya
que z € w(q) la o6rbita de ¢ debe ser cerrada.

Solo resta mostar que la 6rbita de ¢ y w(p) son lo mismo, tomando un arco transversal, ¥, a ¢, entonces
por el corolario (2.1) w(p) intersecta X unicamente en ¢, ya que w(p) es la unién de dos orbitas, no
contiene puntos fijos y esta conectado, entonces O(q) = w(p). O

Lema 2.5. Sean p; y p, dos puntos fijos distintos del campo vectorial contenido en w(p), p € p. Entonces
existe a lo mas una drbita~y C w(p), tal que a(v) = p1 yw(y) = p2 (Nota: se denotara por o(~) al conjunto
a—1imite de todo punto -y, similarmente para w(v)).
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Demostracion. Se procedera por reduccion a lo absurdo, supdngase que existen dos orbitas ;1,72 €
w(p), tales que

a(yi) =pi, w() =p2i=12.
Tomando los puntos ¢; € 11 Y g2 € 72 y construyendo los arcos X1, 3o transversales al campo vectorial
en cada de estos puntos (ver Figura|2.14).

Figura 2.14: Dos puntos fijos p; y p2 del campo vectorial contenido en w(p).

Ya que 71,72 C w(p), O4(p) intersecta X1 en un punto a, y luego intersecta a 35 en un punto b, ya que
la regién delimitada por los segmentos y arcos de la érbita conectan los puntos ¢, a, b, p2 €s una regién
positivamente invariante, pero lleva a una contradiccion ya que 1, v2 C w(p). O

Teorema 2.4. Poincaré-Bendixson Sea ;. una region positivamente invariante para el campo vectorial
que contiene un numero finito de puntos fijos. Sea p € u, y considérese w(p). Entonces se cumple una
de las siguientes posibilidades

1) w(p) es un punto fijo;
I1) w(p) es una orbita cerrada;

1) w(p) consiste de un numero finito de puntos p; . ..py, y Orbitas v con a(y) = p;.

Demostracion. Si w(p) contiene sélo puntos fijos, entonces debe de consistir de un Unico punto fijo, ya
que el numero de puntos fijos en u es finito y w(p) es un conjunto conexo.

Si w(p) no contiene puntos fijos, entonces, segun el lema (2.4) debe ser una érbita cerrada. Supdngase
que w(p) contiene puntos fijos y puntos no fijos (a veces llamados puntos regulares). Sea v una
trayectoria en w(p) consistente de puntos regulares. Entonces w(v) y a(~) deben ser puntos fijos ya
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que si no fuera por el lema (2.4), w(v) y a(y) serian érbitas cerradas, que es absurdo ya que w(p) es
conectado y contiene puntos fijos. Asi se ha demostrado que cada punto regular en w(p) tiene un punto
fijo para los conjuntos limite w y «. Esto prueba el inciso iii) y completa la prueba del teorema. O

A pesar de que hay valiosos aportes para el estudio de Orbitas periddicas, en la actualidad no hay un
resultado que indique el nimero de érbitas que existen dado un campo vectorial. Este problema es un
problema abierto. Existen criterios negativos para el analisis de ciclos limites, uno de los mas usados
es el criterio de Bendixson-Dulac. A continuacion se presentan algunos criterios afirmativos y negativos
para la existencia de érbitas periddicas.



Capitulo 3

Criterios para la existencia y no existencia
de orbitas periodicas

En esta seccion se presentan y se analizan diversos criterios, para estudiar la existencia y la inexistencia
de orbitas periodicas en sistemas dindmicos continuos, uno de los criterios mas importantes para el
andlisis de las érbitas periddicas es el propuesto por H. Poincaré. A continuacidn se revisa la teoria a
utilizar para posteriormente revisar este criterio.

3.1. Existencia
3.1.1. Mapeo de Poincaré

Posiblemente la herramienta méas elemental para estudiar la estabilidad de las 6rbitas periddicas es el
mapeo de Poincaré (propuesto por H. Poincaré en 1881). La propuesta de Poincaré fue la siguiente, si
I" es una orbita periddica de la ecuacion a través del punto z y > es un hiperplano perpendicular
a xo, entonces para todo punto x € > suficientemente cerca de x, la solucién de a través de
z ent = 0, ou(x), cruzard Y nuevamente en un punto P(z) cerca de z, (ver Figura [3.1). EI mapeo
r — P(z) es llamado el mapeo de Poincaré. El mapeo de Poincaré esta definido cuando > es una
superficie suave, a través de un punto zy € T', que no es tangente a I" en z(. En este caso se dice que
la superficie > intersecta la curva I trasversalmente en x. El siguiente teorema establece la existencia
y continuidad del mapeo de Poincaré P(zx) y de su primera derivada DP(z).

36
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Figura 3.1: Mapeo de Poincaré.

Teorema 3.1. Sea E un subconjunto abierto de R" y sea F € C'(E). Supdngase que ¢.(z¢) es una
solucion periddica del sistema de periodo T tal que el ciclo

F={zeR"|x=¢i(xg),0<t<T},
esta contenido en E. Sea ) el hiperplano ortogonal aT" en x(, es decir, sea
D {z €eR" | (z — x0) - F(x0) = 0}.
Entonces existe 6 > 0 y una unica funcion T (x), definida y continuamente diferenciable para = € Ns(x),

tal que 7(x¢) =T, y ademas

(Z)T([L') (l‘) € Z

Demostracion. La prueba de este teorema es una aplicacién inmediata del teorema de la funcion
implicita. Para algun punto =y € T' C E, definase la funcién

F(t,x) = |ow(z) — xo] - F(z0).
Luego se sigue del teorema de la funcion implicita [ver apéndice , que F € C1(R x E) y se sigue de
la periodicidad de o¢(z¢) que F (T, zp) = 0.

Ademaés, dado que o(t,z9) = o:(z¢) es una solucion del sistema (2.1) que satisface (T, zp) = x¢, Se
sigue que
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8F(T, 1‘0) . 80(T, 1'0)
o o Pl

=F(x0) - F(x0) = |F(x0)|-F(0) = | F(20)[*# 0,

(8.1)

dado que xy € T' no es un punto de equilibrio del sistema (2.1)), por el teorema de la funcién implicita
existe un § > 0y una unica funcién 7(z) definida y continuamente diferenciable para todo = € Nj(x) tal
que 7(z) =Ty tal que

F(r(z),z) =0,
para todo x € Ns(zo). Entonces, para todo x € Ns(zo),[o(7(z), x) — xo] - F(x0) = 0, es decir
Gr(ay(T) € .
O

Definicion 3.1. Seano,4,_ y 7 definidos como en el teorema (3.1). Entonces para x € Ns(zo) Ny, la
funcion
P(x) = Or(z) (x),

es llamada el mapeo de Poincaré paraT en x.

Observacion 3.1. Se sigue del teorema que P € CY(U) donde U = Ns(zo) N .. La prueba es
la misma que la del teorema (3.1). Usando el teorema de la funcion implicita para funciones analiticas,
implica que si F' es analitica en E entonces P es analitica en U. Puntos fijos del mapeo de Poincaré,
es decir, puntos x € Y que satisfacen P(x) = x, corresponden a orbitas periddicas del sistema
alrededor del punto x. Y no hay pérdida de generalidad al asumir que el punto ha sido trasladado al
punto xog € Y. en ese caso xop = 0, Y = R"~1 N Ns(0) — R*~! y Dp(0) es representado por una matriz
(n—1) x (n—1). Al considerar el sistema (2.1) cont — —t, se puede mostrar que el mapeo de Poincaré
P tiene inversa de clase C*, P~'(z) = o_,(,)(x). Entonces P es un difeomorfismo, es decir, es una
funcion suave con inversa suave.

En los sistemas diferenciales como el propuesto en la ecuacion si se traslada el origen al punto
zo € T'NY", lalinea normal ) serd una linea a través del origen (como en la Figura [3.2). El punto
zo € TN divide a 3 en dos segmentos abiertos >y 3°~ donde Y. " se encuentra completamente
en el exterior de I'. Sea s la distancia sefialada a lo largo de 3" con s > 0 para puntos en "7y s < 0
para puntos en > .
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Figura 3.2: Linearecta ) normala I en 0.

De acuerdo con el teorema (3.1), el mapeo de Poincaré P(s) esta definido para | s |< ¢ y se tiene
P(0) = 0. Para ver como la estabilidad del ciclo I" esta determinada por p'(0) = 0. A continuacién se
introducira la funcion de desplazamiento

Entonces d(0) = 0y d'(s) = P'(s) — 1; para los valores de | s |< ¢ por el teorema del valor medio se
tiene que

para algun o entre 0y s. Dado que d'(s) es continua, el signo de d'(s) sera del mismo signo de d'(0) para
| s | suficientemente pequefio siempre y cuando d (0) # 0. Entonces si d (0) < 0 se sigue que d(s) < 0
para s > 0y que d(s) > 0 para s < 0, es decir el ciclo I' es ciclo limite estable o un ciclo w—limite (ver
Figura . Similarmente, si d' (0) > 0 entonces T es un ciclo limite o un ciclo a—limite. Se tienen los
resultados correspondientes si P(0) =0y P'(0) < 1, entonces I es un ciclo limite estable, y si P(0) = 0
y P'(0) > 1, entonces I es un ciclo limite inestable. Entonces la estabilidad de I" esta determinada por
la derivada del mapeo de Poincaré. En este sentido el siguiente teorema da una férmula para P/(O) en
términos del lado derecho F(z) del sistema (2.1).
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Ejemplo 3.1. Mostrar que el siguiente sistema:

’

r =y tal-a®—y?)
y =z +y(l—a® -y,
tiene un ciclo limite representado por (t) = (cos(t), sen(t))T.

Solucion

El mapeo de Poincaré para I se puede encontrar al resolver el sistema escrito en coordenadas
polares:

r =r(1—1r?),

/ (3.3)
0 =1.

Con r(0) = ro y 6(0) = 6y. La primera ecuacion puede ser resuelta mediante el método de variables
separables o la ecuacion de Bernulli. La solucion es de la siguiente forma;

1
1 3
r(t,ro) = [1 + <r2 — 1> e2t} ,
0

Q(t, 90) =t+ 6.

Si> " es elrayo 6 = 0, a través del origen, entonces >, es perpendicular aT y la trayectoria a través del
punto (ro,0y) € > NI ent = 0 intersecta el rayo 6 = 6, de nuevo en t = 2, (ver Figura[3.3), se sigue
que el mapeo de Poincaré esta dado por

oo =1+ ()]

Claramente P'(1) = 1 corresponde al ciclo T y se puede observar que

Nl

/ 1 B
P'(rg) = e *mrg® [1 + (2 > e““]
rg—1

yqueP'(1)=e* < 1.
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Figura 3.3: Mapeo de Poincaré para el sistema del ejemplo

Teorema 3.2. Sea E un subconjunto abierto de R? y suponga que F € C(E). Sea ~(t) una solucién
del sistema de periodo T. Entonces la derivada de el mapeo de Poincaré P(s) a lo largo de una
linea recta y” normal aT = {z € R%|z = ~(t) — v(0),0 >t > T} enx = 0, es dado por la siguiente
expresion:

P'(0) = elo VFO®),

Corolario 3.1. Bajo las hipétesis del teorema (3.2), la solucion periédica ~(t) es un ciclo limite estable
si se cumple que;

T
/ V- F(y(t))dt < 0.
0

Y es un ciclo limite inestable si se cumple que;

T
/ V- F(~(t))dt > 0.
0

O puede ser un ciclo limite semiestable o puede pertenecer a una banda continua de ciclos si el valor
de la integral es cero.
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En el ejemplo (3.2) analizado anteriormente, se tiene: v(t) = (cos(t), sen(t))”, V- F(x,y) = 2 — 4a? — 4y?
y

2z 27
V- F(y(t))dt = / (2 — 4cos®(t) — 4sen®(t))dt = 4.
0 0

Entonces, s = r — 1, por el teorema (3.2) se tiene:

P (0) = e,

Lo que concuerda con lo encontrado en el ejemplo anterior por célculo directo. Ya que P'(0) < 1, el ciclo
~(t) el cual es un ciclo limite estable en este ejemplo.

Definicion 3.2. Sea P(s) el mapeo de Poincaré para el ciclo T del sistema analitico planar (2.1), y sea

la funcion de desplazamiento. Entonces si

!

d(0) =d (0) =---=d""'(0) y d*(0)#0,

Tes llamado un ciclo limite de multiplicidad k. Si k = 1 entonces T" es llamado un ciclo limite, simple.

Notese que:

F={zecR?|z=~(t),0<t<T},

es un ciclo limite del sistema (2.1) si

T
/0 V- F(y(t))dt # 0.

Se puede demostrar que si k es par entonces I es un ciclo limite semiestable y si k& es impar entonces
I" es un ciclo limite estable si d*(0) < 0, y T" es un ciclo limite inestable si d*(0) > 0.

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema de Poincaré-Bendixson([26],[9],[14],[4],[27]).

Teorema 3.3. Un conjunto cerrado, acotado y no vacio K C R?, que es positivamente(negativamente)
invariante por el flujo o; de contiene una 6rbita periddica o un punto critico.
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Para ilustrar su uso, se estudiaran los siguientes casos:

Ejemplo 3.2. Considérese el siguiente sistema;

x/:17x27x2:p795,
1 =1 — a1 —23)71 — 22 (3.4)

Ty =21 + (1 — 22 — 23)2s.

Para aplicar el resultado anterior, el sistema (3.4) se transformara en coordenadas polares, tomando:
z1 = rcos(f),ze := rsen() con (r > 0,0 < 6 < 27). Recuérdese que se cumple que: r* = x? + z2,

0 = arctan <x2> , derivando con respecto at, por la regla de la cadena se obtiene lo siguiente:
x1

! ! !
rr =T1T + T2Xy,

J :W(l’l,ﬂfg)' (3.5)

r2

Donde W (z1, z2) es el wronskiano de (3.4). i.e.

!
1 x / /
W (x1,xe):=det Fo) = 2wy — w02

sustituyendo 1, z2, x, y ., de la ecuacién en (3.5), se obtiene:
1 2

r=(1-1r?)r
0 =1.

Integrando la segunda ecuacién se obtiene: 0(t) = t + 6y, es decir, no hay otro punto critico diferente del
origen. De la primera ecuacion del sistema anterior se tiene que 3 < r < 2 es un conjunto negativamen-
te invariante y sin puntos criticos; asi, del Teorema de Poincaré-Bendixson la region % < r < 2 contiene
una érbita periddica.

3.1.2. Estabilidad lineal de érbitas periddicas

Ahora, si, se considera el sistema dindmico como en el caso general dado por la ecuacion (2.1), la
pregunta natural que surge es: como se puede saber si la érbita es estable o no?, o equivalentemente,
preguntar ¢ si el correspondiente punto fijo del mapeo de Poincaré es estable?. Sea vy una perturbacion
infinitesimal tal que =* + vy esta en Y. Entonces luego del primer retorno a ¥, se tiene:
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¥ + vy =P(x" + vp)
—P(z*) + [DP(z*)] v + € [|| v |I%],

donde D(P(z*)) es una matriz de tamafio (n — 1) x (n — 1)y es llamada linealizaciéon del mapeo de
Poincaré en z*. Ya que z* = P(z*), tenemos

vy = [DP(z")] vp.

El criterio de estabilidad deseado es determinado en termino de los eigenvalores \; de D(P(z*)) : las
oOrbitas cerradas son linealmente estables siy s6lo si | A\; [< 1 paratodoj=1,...,n — 1.

Para entender este criterio, considérese el caso genérico donde no se pueden reemplazar los
eigenvalores. Entonces hay una base de eigenvectores {e;} y entonces se tiene que;

n—1

Vo — E Vj€y.

j=1
Para algunos escalares v;. Entonces

n—1 n—1
v1 = (D(p(z™)) Zvjej = Zvj)\jej.
j=1 j=1

lterando el mapeo linealizado k — veces se obtiene

n—1
ok =) vi(4) ;.
=1

Por lo tanto, si para toda A; < 1, entonces || v ||— 0 geometricamente rapido, esto prueba que z* es
linealmente estable, a la inversa. Si \; > 1 para alguna j, entonces las perturbaciones a lo largo de e;
crecen, asi z* es inestable. Un caso limite ocurre cuando el mayor eigenvalor tiene magnitud A, = 1.

Los \; son llamados caracteristicas o multiplicadores de Floquet de la orbita periddica. Estrictamente
hablando, estos son multiplos no triviales. Aunque siempre hay un multiplicador trivial adicional A = 1,
correspondiente a perturbaciones a lo largo de la érbita periddica, se descartan tales perturbaciones ya
que solo equivalen a tiempo de traslacion.



CAPITULO 3. CRITERIOS PARA LA EXISTENCIA Y NO EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS 45

3.2. No existencia
3.2.1. Criterio de Bendixson

Recuérdese que el objetivo de este trabajo es el estudio de la inexistencia de 6rbitas periddicas, para
ello se definira un resultado que a lo largo de este trabajo va a ser utilizado, para probar algunos resul-
tados posteriores.

Teorema 1. ( Criterio de Bendixson)(ver [4])

SeaF = (f1, f2) : D — R? de clase C' en un dominio simplemente conexo D C R?, tal que la divergen-

ciade F, div(F) = 8—? + a—f2 no es identicamente cero, y no cambia de signo en D, entonces el sistema
1 x2

{%ﬁ@mm,
96',2 = fo(x1,22), z1,22 €R,

no tiene drbitas periddicas en D.

Demostracion. Supdngase que el sistema tiene una orbita periédica ~ con periodo 7" > 0 en D, enton-
ces por el teorema de Green [ver apéndice |B.1] se tiene:

af? 8f1 B B
//i\nt('y) [(‘3371 8;1;2] dxldm?_Afldxz fodzxq,

T / !
:/0 (fizg — foxq)dt,

T
~ [ (hto - fapae =o.
0
.., . 0Oft  Ofs o . . . .
Por hipétesis 5o T 5, noes idénticamente cero y no cambia de signo en int(~y), entonces se sigue
1

x2
de la continuidad de V - f en int(~), que la integral doble anterior es positiva o negativa. En cualquier
caso esto conduce a una contradiccion, por lo tanto no hay una 6rbita periédica que se encuentre
completamente en D.
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Ejemplo 3.3. Considérese el siguiente sistema;

{SE; = x9,
Ty = (1 + 23)zs.

Calculamos la divergencia de este sistema

8f1 8f2 81‘2 8[(1 + x%)xg} 9
ALY AL Ll | > 0,Vz; € R.

(9371 81‘2 axl + (9172 + e “
Por el criterio de Bendixson el sistema no tiene orbitas periddicas.

A pesar de que el criterio de Bendixson es muy utilizado en la teoria cualitativa de ecuaciones diferen-
ciales, en algunos casos el criterio no es suficiente para descartar la existencia de érbitas periédicas,
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4. Determinar si el siguiente sistema tiene drbitas periodicas:

r_ _o\,2
{ 7y = (v2 =2, (3.6)
Ty = ax1 + 4x2.

Calculamos la divergencia de este sistema

2% + 0f2 _ O(xy — 2)at n d(axy + 4x2)

En este caso el criterio de Bendixson no se puede aplicar, una generalizacidn a este criterio es el criterio
de Dulac, que en algunas referencias se conoce como el criterio de Bendixson-Dulac.

3.2.2. Criterio de Bendixson-Dulac

Teorema 2. ( Criterio de Bendixson-Dulac)
Sean fy(x1,x2), fo(x1,x2), h(x1, z2) funciones con primera derivada parcial continua en un dominio sim-

h h e . .
plemente conexo D C R?, tales que a(af 1) + 8(8f 2h) no es idénticamente cero, y no cambia de signo
1 )

en D, entonces el sistema

{.%'/1 = fl(.%'l,-TQ),

!/
xy = fo(x1,22), x1,22 € R,
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no tiene orbitas periddicas en D. A la funcién h(x1,x2) que cumple con la anterior propiedad, se le
denomina funcion de Dulac.

Obsérvese que si la funcion h(x1,z2) = 1, entonces se tiene en el caso del teorema anterior .

Ejemplo 3.5. Considérese el siguiente sistema;
xll = (xQ - 2)$%7
x,2 = ax1 + 4x9,
y considérese h(x1,x2) = 2, entonces
8(f1h) n 8(f2h) 8(:32 — 2)33%.%;2 8(@%1 + 4%2)13172

- =0+44272% v 0,
8331 8932 83:1 + 8%2 + xl ’ .%'175

por lo tanto, puesto que el resultado no es idénticamente cero y no cambia de signo, por el criterio de
Bendixson-Dulac el sistema no tiene orbitas periodicas.

Usualmente se propone la funcion h(x1, z>) en la forma 1,z5x%, (517722)  rs € R 0 algunas combinacio-
nes de ellas. Cabe mencionar que encontrar dicha funcion en ocasiones no es tan inmediato.

Ejemplo 3.6. Considérese el siguiente sistema;

ZCll = T2,
$,2 = —x1 — 9 + 3.
Observese que el criterio de Bendixson no aplica. Sea h(x1,z2) = e~2*1, entonces
8(f1h) n 8(f2h) 0 (x2€72$1) 6(—:c1 — T9 + x%)e’z‘“

_ _ 2
- = <0,
81‘1 8.7}2 8951 + 8.1‘2 ‘

asi el sistema no tiene drbitas periddicas en el plano.

Una variante del teorema de Bendixson-Dulac es el siguiente resultado.
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Corolario 3.2. Sea Uy C U un conjunto abierto anular (i.e. homeomorfo a un anillo del plano),
supongase que existe una funcion con derivadas parciales continuas h : Uy — R, tal que la divergencia

o(f1h) n A(f2h)
! Oxy .
mas una orbita periédica enteramente contenida en Uy.

no es idénticamnete cero, ni cambia de signo en U,. Entonces el sistema tiene a lo

Demostracion. Notese que si hubiera una 6rbita periddica, esta debiera contener en su interior a la
frontera interior de Uy, pues, de no ser el caso se tendria una contradiccidén con el teorema de Bendixson-
Dulac. Ahora, supdngase que existen 2 Oérbitas periddicas v y 72, por la observacién anterior se
supondra que 7, esta contenida en el interior de 9, y el resto de la prueba se sigue en forma similar
al Teorema de Bendixson-Dulac, pues al integrar sobre la frontera a (—hf2, hf1) se obtiene cero, pero
por el teorema de Green esto coincide con la integral O(fih) + A(fsh) sobre la regién limitada por las

8x1 8x2
curvas 1 Y 72, lo cual es diferente de cero. Esta contradiccion prueba que no puede haber dos 6rbitas

periédicas; por lo tanto, a lo mas hay una. O

Dado un punto =z € €, si se supone que la solucion del sistema (2.1) esta definida para todo tiempo,
entonces su Orbita positiva(negativa) se define como: {o¢(x) }+>0, {o+(z) }+<o-

Se dice que un conjunto D en el plano es positivamente( negativamente) invariante por el flujo o; del
sistema (2.27), si 0, € D,Vx € D,Vt > 0(Vt < 0).

3.2.3. Sistemas gradiente

Existen familias de ecuaciones diferenciales para las que es posible probar resultados relativos a la
existencia o no existencia de érbitas periddicas, las cuales, a pesar de su particularidad, son importantes
en aplicaciones o para fines teéricos. Por ejemplo, los sistemas gradientes.

Definicion 3.3. Sistema Gradiente

Sea U C R? abierto, un sistema gradiente es una ecuacion de la forma

/

x = —gradv(x).

Donde v : U — R es una funcién C? y gradv(z) = <8U, 8’0) :
8%1 8$2
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Definicion 3.4. Seay := (y1,y2) : I — U una funcion diferenciable y v : U — R, entonces

ov , Ov
Du(y) = | Ly, 22

es la derivada de v a lo largo de y.

Proposicion 3.1. Un sistema gradiente ' = —gradv(x) no posee drbitas periddicas.
Demostracion. Ver([23], pag. 31) O

Note que es posible definir sistemas gradientes en R" y la proposicion anterior sigue siendo valida.

3.3. Criterios particulares y otros criterios
3.3.1. El problema 16H

El problema de decidir la existencia de érbitas periddicas es en la actualidad una area muy activa y
vigorosa. Muestra de ello es el famoso problema 16 de Hilbert. Para revisarlo, se considerara que una
orbita periddica para un sistema plano, es aislada (también llamado ciclo limite), si existe una region
alrededor de la érbita que no contiene otras 6rbitas periodicas.

Por ejemplo, las orbitas periddicas del siguiente sistema;

no son aisladas.

El problema 16 de Hilbert (la segunda parte ) pregunta sobre el nimero de 6rbitas aisladas que puede
tener un sistema polinomial, es decir, una ecuacién de la forma:

x) = pi(z1,22),
!/

Ty = pa(w1, T2).
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con p1 Yy po polinomios en dos variables del mismo grado. Esta pregunta sigue sin tener respuesta, aun
en el caso de que el grado de los polinomios es 2. Sin embargo, este problema ha propiciado un desa-
rrollo profundo y abundante de varias areas de las matematicas contemporaneas. Para saber méas de
este tema, (ver [40]).

La determinacion de las orbitas periddicas en los sistemas dinamicos como en la ecuacion es un
problema adn sin respuesta, sin embargo en los ultimos afos se han desarrollado algunos resultados
que bajo ciertas condiciones ayudan a determinar si hay o no érbitas periédicas en campos vectoriales.
Asi, se presentaran algunos resultados propuestos en [25].

De aqui en adelante se considera el sistema sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias autbnomas
como el que muestra a continuacién.

/

)

donde =z = (xl,.l‘g) S Q, F(.%'l,xg) = (fl(.l’l,l‘z),fQ(xl,Jfg)), y fl(xl,xg),fz(.%'l,xg) € . Se usara la
notacion para la divergencia propuesta en [23]. Los siguientes resultados son una ligera generalizacién
de lo anterior.

Teorema 3.4. Siexistec: )y C Q — R y h es una solucion del sistema

7+ f2—2 = h(c(x1,z9) — div(F)), (3.7)

donde ch es continua, con signo constante y no idénticamente zero en alguna subregion de ), entonces
h es una funcion de Dulac para el el sistema en Q.

Observacion 3.2. Suponiendo una funcién de Dulac de la forma h = h(z) donde z(z1,x2), entonces
aplicando la regla de la cadena la ecuacion se convierte en:

d 9z dh
[flajl + an;] — = hle(@1,22) — div(F)). (3.8)

Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente resultado:

Proposicion 3.2. Sea g; : R — R* funciones C' parai = 1,2 y g, es decreciente, entonces el sistema
plano
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xll = ar191(z1) — bga(z1)T2, (3.9)

x; = dga(x1)z2 — ek(x1)x2,
admite una funcion de Dulac enR? := {(z1,22) € R? : 21 > 0,22 > 0}.
Demostracion. Calculando el negativo de la divergencia del sistema se tiene:
—div(F) = —agi(x1) — az1g; (1) + bgy (1) w2 — dga(w1) + ek(ar),
dado que g2 es decreciente entonces

— oo(z azr1g1(r1) /
c = g2(71) (92(1‘1) ) >0,

asi ¢ — div(F) = bg)(x1)z2 — dga(a1) + ek(x1) — azrg1 (1) 2. Considerando z = g (1), entonces

la ecuacion (3.8) se convierte en

dlogh 1

dz 2’
por lo tanto por el Teorema (3.4) el sistema admite una funcion de Dulac.

O
Teorema 3.5. Sea g;, k; funciones C*'. Supéngase que k;(x1,x2) son crecientes (decrecientes) como

funcion de x; (para todo x;,i # j fijo ), gi(x1,x2) Son decrecientes (crecientes) como funcion de x;, y al
menos una de estas es estrictamente mondtona, entonces el sistema planar

33'1 =rix1 + ki (21, 22)21 — g1(21, 22) 27,

(3.10)

,:17,2 = T2X9 —|— ]{,'2(1'1,1’2):1;2 - 92(1‘1’ $2)$27

admite una funcion de Dulac en R? := {(z1,z2) € R? : 1 > 0,22 > 0}.

Demostracion. Calculando el negativo de la divergencia del sistema (3.10) se tiene que

. Oky 0g1 Oks 092
Cdiv(F) = —py — fy = 20 I e e e 202 992 .
div(F) 1 — k1 . r1+ g1+ 021 x1 —1r2 — ko Dy To + g2 + D2y x2
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Propéngase a la funcién ¢(x1, z2) de la siguiente forma c(z1, 2) := g—ﬁxl - %xl + g—’;gxz — g—gixg, por

hipétesis se tiene que ¢ > 0 0 ¢ < 0, por lo que la ecuacion (3.8) se convierte en

z 0z | dlog h
] e Ty

0
[f18:L‘1+f28x2 dz

Asi la solucion es h(z) = ——, que es una funcién de Dulac para el sistema (3.10).

12

O

Se han propuesto algunos resultados para la determinacion de érbitas periddicas. A continuacién se
revisaran algunos resultados sobre lo propuesto en [21], [23] v [24].

Sea C°(Q, R) el conjunto de las funciones continuas definidas en el siguiente conjunto:
Fa ={f € C°(Q,R) : f no cambia de signo y tiene sus ceros en un conjunto de medida cero},

También para la region simplemente conectada (2, definanse los conjuntos

98 ={he CHOR) : k= Oy | Ohfa) 0,k € Zal,
5'371 a:L'Q

_ d(hf1) O(hfa)
_ 1 L — a
% = {he CYQUR) s k= =7 + S0 <0k € Fa).

Una funcion de Dulac para el sistema (2.1) es un elemento en el conjunto:

Do (F) = .@5 U9,
Teorema 3.6. Si existe c € .F, tal que ® es una solucion del sistema
0P
fl 871‘1

con ® € Fq entonces ® es una funcion de Dulac para el sistema en .

4 f2§j; — ®(c(ar, 23 — div(F))), (3.11)

El siguiente resultado es uno de los dos resultados principales publicados en [22], en el cual se plantea
lo siguiente
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Teorema 3.7. Sea 2 una region simplemente conexa en un conjunto abierto, supdongase un campo
vectorial de la siguiente forma:

., 0 0 1 9
F_fl(?xl +f281:2 € C*(2,R?).

Si existe ¢ € Fq tal que cualquiera de las siguientes condiciones se cumple, entonces Zq(F) # (.

c—divlF) __ depende de = := g(x1)g2(x2) y Son continuas;

a) La funcion ~v .= ————1
) v f1929/1*f29192

b) La funcionn := % depende de z := ki (x1) + ka(22) (con k;(z;) = gi(x;), parai = 1,2), y son
1911+ J295
continuas;
¢) La funcién o := % depende de z := z(x1,x2) y Son continuas.

] 9

Demostracion. Considérese el caso el inciso a), la demostracion para los otros casos es analoga. Se
debe encontrar una funcién de Dulac usando la ecuacion (3.11) asociada al campo vectorial .

Primero sup6ngase que - depende Unicamente de z := g;(x1)g2(z2). Entonces la ecuacién (3.11) se
reduce a

il e2)ga(en, 201 (1) 3+ olen, )01 (en)gnle) g = A e(o,22) — div(F),

Reescribiendo queda de la siguiente manera

dlog(v) (c(a1,22) — div(F)) /

N ' ' = exp s)ds). 3.12

0z fi(x1, 22)929; (21) + fag1(x1)g9(22) ([ ~(s)ds) (3.12)

La funcion (3.12) es de hecho una funcion de Dulac. o

El siguiente resultado es consecuencia del teorema anterior, pero contiene algunos casos particulares

Corolario 3.3. Bajo las hipdtesis del teorema([3.7), si existe ¢ € Fq tal que alguna de las siguientes
condiciones se cumple, entonces Dq(F) # ()

c—div(

a) La funcion «; := F) depende de x;, para algunai € [1,2] y son continuas;

> —div(F i .

b) La funcion g := ﬁ depende de z := x1x9 y SON continuas;

¢) La funcion ¢ := C*ffiif}f) depende de z := x1 + x2 ¥y SOn continuas;
c—div(F)

d) Lan funcion €:= depende de z := ci1x1 + coxo y SON continuas;

c1fi+cafo
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zalc(z1,x2)—div(F)]

e) Lafuncion (12— fa(e1,03)

1 H .
depende de = := {1 y son continuas;

Ejemplo 3.7. Considérese el siguiente modelo epidemioldgico SIS con muerte inducida

vy = A — pay — Brizs,
,1 (3.13)
Ty = B(z1 — 22)32 — (0 + 1 + 6)T2.
Con parametros positivos, considérese nuevamente el espacio R2 = {(z1,22) € R? : 21 > 0,22 > 0}.
Dendtese por F = (f1, f2) el campo vectorial asociado a la ecuacion (3.13), calculando el negativo de
la divergencia se tiene;

—div(F) = p+ Bxg — fxy + 2Pxs + (v + p + 0).

Tomando c(x1,x2) := —(u + 2Bx2) y realizando las siguientes operaciones;
N c—div(F)  —fr1+ Brs+ (a4 p+6) _ 1
2 f2 (m)[,@xl — 51'2 — (a + u+ 5)] CCQ'

Por lo tanto por el inciso a) del corolario se obtiene que Drz (F) # 0.

En trabajos recientes se ha propuesto un método para encontrar funciones de Dulac para ciertos
modelos bioldgicos, pero para encontrar estas funciones se necesita cierta madurez, pero aun con
las técnicas propuestas se sigue careciendo de una caracterizacion y un criterio general para encontrar
dichas funciones de Dulac. A continuacion se presentan algunos resultados propuestos en [19] para
modelos biolégicos.

Si existe una funcién ¢ de tal manera que se cumple alguno de los casos del corolario (3.3), los pasos a
seguir para construir una funcién de Dulac son los siguientes:

Paso 1. Calcule la divergencia del sistema div(f1, f2). Si div(f1, f2) no cambia de signo en €2, pase al
siguiente paso.

Paso 2. Elijase una funcion especial del teorema (3.7) o el corolario (3.3) y elijase la apropiada ¢(z1, x2).

Paso 3. Finalmente, calcule la integral (3.12).



CAPITULO 3. CRITERIOS PARA LA EXISTENCIA Y NO EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS 55

A continuaciéon se muestran algunos ejemplos donde se construyen funciones de Dulac para algunos
modelos de la biologia (ver [19]).

Ejemplo 3.8. Modelos de enfermedades infecciosas con recaida y tasa de incidencia bilineal \x1xs.

Los fenémenos de recaida en algunas enfermedades infecciosas se caracterizan por el estado activo
de los individuos que se han infectado previamente, y su posterior reactivacion o recaida al estado
infeccioso, por ejemplo el virus del Herpes. Supdngase entonces que se quiere analizar la dinamica de
fenémeno epidemioldgico, para lo cual se plantea el siguiente modelo;

d.%'l A

—— =l — AT1T2 — X1,

dt H 172 — UT1

d

% =A\r122 — UT2 — OT2 + VT3, (3.14)
d:L’3

— =09 — U3 — VI]3.

di oxo — UI3 3

Los parametros son constantes positivas. No hay muerte relacionada con la enfermedad, la tasa de
muerte natural se supone igual que la tasa de natalidad, denotada por ... Asi que la poblacion sera
constante, asi x1 + x5 + x3 = 1, el parametro \ es el coeficiente de transmision de la enfermedad. El
parametro o la tasa a la que los individuos infectados x- llegan a ser individuos infectados inactivos xs.
Y v denota la tasa que la persona inactiva infectada x» se revierten al estado infeccioso. Sea

A= {($17x2’x3) eRi}wl ZO,$2 20,1'3 > 07$1+I’2+x3 = 1}

Para construir una funcién de Dulac se reducird el sistema (4.5), sujeto a las restriccion x4 + x2+ x3 = 1.
Usando x3 = 1—1x1— x4 Se elimina la variable x3 de las ecuaciones. Asi, bajo las restricciones anteriores
se tiene el siguiente modelo:

dxl
= [ — AT1T2 — pUT1,

ddxt (3.15)
d—; = A\r123 — (0 + o) + V(1 — 21 — 72).

x1, 22 en el conjunto Q19, donde;

Qg = {(z1,22) € Ra_ cx1 > 0,29 > 0,21 + 29 < 1}.

Proposicion 3.3. E/ multiplicador
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1
b(x1,29) = .

Es una funcion de Dulac del sistema en el interior de 5.

Demostracion. Denotese el lado izquierdo de cada uno de los elementos del sistema (3.15) por
fi(z1, x2), fo(x1, z2) respectivamente.

Calculando el negativo de la divergencia —div( f1, f2) se tiene que;

—div(fi, fo) = Axo+pu—Ar1 + (p+0) +v.

Se verificara si se cumplen las condiciones del corolario (3.3). Para ello definase la funcién c(z1, z2)
como: ¢(xy,x2) = —(Axg + p+ v+ u(l‘”;%“)) < 0 en el interior de Q;2, entonces

¢ —div(f1, f2) _ —Az1+ (p+o) - (1 1= l’2) )

Q9 = =
f2 ) /\:L'l (,U-l-O' (1 Z1— IQ)} L2

Calculando la integral simple se tiene que ®(z1,22) = exp([” a(s)ds) = é Por lo que se tiene el
resultado deseado. O

Es conocido que una funcién de Dulac para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no es
Unica. A continuacion se muestra una segunda funcion de Dulac para el sistema (3.15).

Proposicion 3.4. E/ multiplicador

1
.1‘1.1'2.

Do(z1,22) =
Es una funcion de Dulac del sistema en el interior de 2.

Demostracion. Usando la hipétesis b) del corolario (3.3) y sea

l—z1—2
c(xl,:vg):—<§l+u+u<$122>> <0,

en el interior de Q1,. Entonces

e—div(fi, f2) “—i—)\:cQ—i—,u )\x1+(,u+a)—u(1 ‘”;2 m) 1
wafitafs 172 [(— — Axo —,u) + <)\:c1 —(p+o0) +y1_“7_x2)} T1T2

€2
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Por lo tanto el sistema admite una funcién de Dulac ®o(zy, 29) = 27 'y ' O
Ejemplo 3.9. Modelo de sistemas presa-depredador (Leslie-Grower). Leslie [16] introduce el siguiente
modelo presa-depredador, que se caracteriza por tener un término de crecimiento de la poblacion del
tipo logistico. Ademas Leslie considera la capacidad de carga del medio ambiente de los depredadores,
en funcién de la cantidad de presas disponibles expresada por K,(x1). El modelo a analizar es el

siguiente;
d.%‘l
i =r1r1(z1, K1) — g(z1)h(z2),
p (3.16)
T2 1 x2
dt —7“23:2{ Kz(xl)]

Donde z1 y zo denotan las densidades de las poblaciones de presas y depredadores al tiempo t
respectivamente. Considérese el cuadrante x1 — xo. El termino g(x1)h(z2) describe a la capacidad
de carga. Esta respuesta funcional incluye la interferencia entre los depredadores. La funcion g(z1)
satisface las siguientes hipétesis; g(0) > 0 y ¢ (x1) > 0 para todo xz; > 0. Similarmente, h(0) = 0 y
h (x2) > 0 para todo x5 > 0.

La funcion r(x1, K1) representa la tasa de crecimiento especifico en ausencia del depredador y
r1(0, K1) > 0, y ademas satisface la siguiente hipotesis (z1 — K1)ri1(z1, K1) < 0 parax; # K.
A continuacion se construye una funcion de Dulac para el modelo de Leslie-Grower considerando

g(z1) = 1.

Proposicion 3.5. Suponga que g(x1) = z1. sir' (z1.K) < 0, entonces el multiplicador

1
T30

Oy (z1,20) =

Es una funcién de Dulac para el sistema en el interior del primer cuadrante del plano.

Demostracion. Calculando el negativo de la divergencia se tiene que

) / 2r9x
—div(f1, f2) = —ri(x1, K1) — 217 (21, K1) + h(x2) — 12 + e
Ks(z1)

Se verificara si las condiciones ii) del corolario (3.3) se satisfacen. Para ello sea

/ ToX
c(xy,x2) = x17 (21, K1) — K22(3321)
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Entonces =
_c—div(f1, f2) —ri(z1, k1) + h(x2) —re + K22(x21) - _ 1
o f1 + x1 f2 1z |r1(z1, K1) — h(z2) + 1o — K?(?l) e

Por lo tanto el sistema admite una funciéon de Dulac.

O]

En este trabajo también se propone una funcién méas general, cumpliendo con cierta forma, por ejemplo
que la funcion sea mondtona decreciente, para ilustrar esto usan la siguiente proposicion.

Proposicion 3.6. Si

’

K
o) <m1r1(x1, 1)> oy <0, (3.47)
g9(z1)
Entonces el multiplicador
Dy (21, x2) = !
1(&L1, L2 g(ml)x%-

Es una funcion de Dulac para el sistema (3.16).

Demostracion. Recuérdese que el negativo de la divergencia del sistema (3.16) estd dado de la
siguiente manera;

. ’ ’ X
—dl’l)(fl, fQ) = —7’1(.%‘1, Kl) — .%'17’1(.%1, Kl) + g (l‘l)h({L‘g) — 79 + 27“2 2 .
KQ(.Tl)

Sea la funcién c¢(z1, z2) de la siguiente manera;
$1T1($1,K1)>
c\21,22) =9\T1)| —F——~—— ) — T2
(2 = ten) (5
’ X
= T‘l(IL‘l,Kl) + 1'17‘1(1‘1,[(1) — l’lrl(l‘l, l{il)w —1r9 < 0.
g(w1)

Entonces

_ ¢ —div(f1, f2)
T R (0)ad + 2fag(w)ws”

—1‘1T1($1, Kl)gg((fll)) -+ g/ (1’1)h(.%'2) - 27”2 + 27"2%22

glan)a [z (an, K0) S — g (e0)h(as) + 2r = 2ot
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Por lo tanto, por el inciso a) del teorema (3.7), el sistema admite una funcién de Dulac, asi ®5(x1, 22) =
(9(x1)) "5 % es una funcién de Dulac para el sistema (3.16). O

Si bien, en los ejemplos anteriores se construyeron funciones de Dulac, para los sistemas dados por los
ejemplos, el problema de construir una funcién de Dulac pasa por el problema de proponer una funcion
c(x1,2) que permita una simplificacion de las expresiones de tal manera que la solucién de ecuacion
diferencial parcial (3.11), sea una funcién de Dulac. Es decir, el problema de construir una funcién de
Dulac es trasladado a el problema de encontrar una funcion c(z1, z2). Esta es la razén por la que en
este trabajo, se da un método para construir a la funcién auxiliar ¢(z1, z2), que permitird la construccion
de funciones de Dulac para algunos tipos de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.



Capitulo 4

Resultados

En esta seccion se propone un método para construir las funciones de Dulac para algunos sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias autbnomas como el que se muestra a continuacion.

donde = = (z1,22) € Q, F(x1,22) = (fi(z1,22), fa(1,%2)), ¥ fi(z1, @2), fo(w1, 22) € Q.

De aqui en adelante se considera el siguiente campo vectorial

F(x1,22) = (fi(z1,22), fa(x1,22)).

Donde fi(z1,x2), fo(x1,22) € 2,y Q s un conjunto abierto y conexo de R™. Considerando lo anterior,
se presenta el siguiente resultado propuesto en [19].

Si existe una funcion ¢ € .7 de tal manera que ® es una solucién del sistema

0P 0P
—t for— = — div(F)). 4.1
fi . Jrf2a$2 (c(z1, 22) — div(F)) (4.1)
Con @ € Z(, entonces @ es una funcion de Dulac para (2.1) en .
Obsérvese que encontrar una funcion de Dulac para el sistema dinamico (2.1) depende principalmente
de encontrar una funcién c(x1, z2) que permita resolver la ecuacién diferencial (4.1), cuya solucién es
una funcién de Dulac. Por esta razén este método de construccién y determinacion de la funcién de

Dulac es un trabajo dificil de realizar. Debido a lo anterior, se propone el siguiente método para la
construccién de la funcién de Dulac del sistema (2.1).

60
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4.1. Método propuesto para la construccién de funciones de Dulac

En esta seccion se presenta un método para descartar la existencia de 6rbitas periddicas en sistemas
de ecuaciones diferenciales en R%. Recuérdese que con la teoria definida en los capitulos anteriores, si
a un sistema dindmico como en se le puede construir la funcion de Dulac, este sistema no admite
oOrbitas periodicas. Considerando esto, el método que se propone es el siguiente:

Método para construir la funciéon de Dulac

1. Considérese el sistema dindmico ' = F(z), ¢ = (x1,22) € €, donde: F(xy,xz3) =
(fi(z1,22), fo(z1, 22)), ¥ fi(z1,22), fa(21, 22) € Q.

2. Calcular el negativo de la divergencia del sistema y denotarla por —div(f1, fa) -

3. Encontrar una factorizacién de —div(fi, f2) (si la hay) en funcién de f1 y f2, como las propuestas
en [19].

4. Sien el proceso de factorizar —div( f1, f2), faltan términos para obtener la factorizacién adecuada,
los términos faltantes deben agregarse a la funcién c(x1, z2) (con signo contrario).

5. El resto de términos en —div(f1, f2) que no pudieron factorizarse se deben agregar a la funcién
c(x1,x2) (con signo contrario).

6. Resolver la ecuacion diferencial propuesta en (3.6)), con la funcion c(x1, z2) obtenida anteriormen-
te, el resultado de este paso debe de ser una funcién de Dulac.

A continuacién se presentan algunos modelos, donde mediante el método anterior se pudo construir la
funcién de Dulac, a cada modelo analizado.

4.2. Ejemplos analizados con el método propuesto

Ejemplo 4.1. En [13] se analiza el siguiente modelo tipo Lotka-Volterra, el cual presenta una dinamica
compleja, en la dinamica se observan hasta 7 puntos fijos, en este sentido es una tarea complicada dar
una descripcion de la dinamica de este, sin embargo con los resultados propuestos se demuestra que
no existen orbitas periddicas asociadas al modelo. EI modelo analizado es el siguiente;

/ xr1 bliL‘Q — f% )
e 1 P — —|— - - £ —1,
1 |: k1 < 1 —}-clﬂsg ) k1:|

/ ) b2$1—$% x1
Ty =roxy |1 — =+ | —— | —|.
2 22[ ko <1—|—Czl’%)k‘2:|
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Donde x1, xo son densidades de poblaciones y k1, ko son capacidades de carga.

A continuacion se verificara que el método propuesto funciona, para ello calculamos el negativo de la
divergencia del sistema

. T bivo — 23\ @2 r1T] T2 bar1 — 1\ 11 ToT2
—d S S (o e -2 (20 n 222,
“}(fl’f2> " [ k1 + < 1 —|-011'2 ) k1:| + k1 "2 [ ko + ( 1 —i—CQxl kg + ko

El negativo de la divergencia la podemos factorizar, mediante los siguientes pasos;

. 1 b11'2 — {L‘% xT9 1 bzl’l — I I
—d = — 1 - —= 2 — Y (e ot et ) e
“)(fh f2) T ($17’1 |: ]431 + ( 1 + 61332 k‘l T2 22 ]432 + 1 + CQQZ% kQ

I 22

+ k:l k:g ’
r:cl 7"2352
:_7f1_7f2+ - o
2
x +x raxT ToX
_ 2f1 1f2 1 1 1+ 2 2‘
Tr1T2 k‘l k‘g

Definase la funcion c¢(x1,x1) de la siguiente forma;

11 X2

k1 ko

c(xy,x9) = — < 0.

Aplicando el teorema (3.6), se tiene que resolver la ecuacion , definase la funcion ® = h(z), donde

z = z(x1,x2), entonces se tiene que

[fl + fo 8@} gh h(c — divF).

Asi que

% (c — divF)
h {fl ouy T J2 am}

olnh B _mf;j—xﬂglfz

0z [fize + fox1]’

alnh_ 1
9z  z
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Por lo tanto:

122

h(z1,z2)

es una funcién de Dulac para el sistema (4.2).

A continuacion se presenta el retrato fase del campo vectorial asociado al modelo (4.2) (ver Figura[4.1),

0.5,7? = 1,k2

5acl

1,b;
fueron realizados con el programa

1ak1

0.5. Todos los retratos fase mostrados a partir de aqu

RStudio (ver [31]] ) utilizando el paquete PhaseR (ver [15] ).

los parametros utilizados para obtener el retrato fase son: ry

1, by

1,

5762

A e el e e e e e e e e e e e e e e B
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Figura 4.1: Retrato fase del campo vectorial asociado al modelo (4.2).

Ejemplo 4.2. Considérese que interesa analizar la dinamica de una enfermedad infecciosa, por ejemplo

el virus del herpes, este tipo de de enfermedades se caracteriza por la posible recaida a la enfermedad,

de individuos que previamente fueron infectados, en este tipo de modelos, supone que la poblacion es

dividida en tres partes, individuos susceptibles que no han sido expuestos al virus, individuos infectados



CAPITULO 4. RESULTADOS 64

con la enfermedad e individuos previamente afectados con el virus que aun no se recuperan totalmente
de la enfermedad, son infectados inactivos, considérese el modelo analizado en [19]

55/1 =p — g(x1)w2 — py,

56/2 :g(l’l)l‘g — (M + 5)332 + 1/(1 s :Eg).
Considérese el plano Q = {(z1,22) € R% : 21 > 0,29 > 0,21 + 22 < 1},

El parametro 1 es la tasa de natalidad y mortalidad y se suponen iguales, el parametro \ es el
coeficiente de trasmision de la enfermedad, o es la tasa de las personas infectadas x» que se convierten
en individuos infectados inactivos xs3, y v denota la velocidad con la que los individuos infectados
quiescentes x5 vuelven al estado infeccioso, bajo las hipdtesis del teorema el modelo no
tiene orbitas periddicas en el plano ;.

A continuacion se verificara que el método propuesto funciona, para ello calculamos el negativo de la
divergencia del sistema

—div(f1, f2) = g (x1)x2 + 1 — g(x1) + (1 + 6) + v

El negativo de la divergencia la podemos factorizar, mediante los siguientes pasos;

—div(f1, f2) = —:1312 [g(x1)xe — (10 + 0)xo — V2] + g/ (x1)x2 + p.

Definase la funcion c(x1, x2) de la siguiente forma;

v(l—x)

c(xy,x9) = — [g/(m) + pu+
1)

Aplicando el teorema (3.6), se tiene que resolver la ecuacion , definase la funcion ® = h(z), donde
z = z(x1,x2), entonces se tiene que

0z 0z | Oh
B2 e — div(F)).
[f18x1+f28z2] P h(c — div(F))
Asi que
% (c — divF)
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alnh_—%_ 1

9z [fa] =’

Olnh B _1
9z  z
Por lo tanto:
1
h(xth) - ;27

es una funcién de Dulac para el sistema (4.3).

A continuacion se presenta el retrato fase del campo vectorial asociado al modelo (ver Figura[4.2),
los parametros utilizados para obtener el retrato fase son: yu = 1,6 = 1,v = 5,g(z1) = 27 .
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Figura 4.2: Retrato fase del campo vectorial asociado al modelo (4.3).

Ejemplo 4.3. Se quiere estudiar la dinamica del siguiente modelo de fitoplankton-zoplankton. Para ello
considérense dos especies, denotadas por x1 y xo, las cuales comparten el mismo sitio, por lo que
pueden existir interacciones entre las especies tales como competencia interespecifica, intraespecifica,
depredacion o mutualismo.
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Considérese el modelo fitoplancton-zooplancton analizado en [30].

’ I
T, =rT] [1 — ?] — QxoT,
5 011 (4.4)
Ty =Pr1x9 — CTo — T
2 122 2 P 2

Donde r es la tasa de crecimiento intrinseco, k es la capacidad de carga del fitoplancton, « es la tasa
de depredacion especifica, B representa el radio de biomasa consumida por el zooplancton para la
produccion de nuevo zooplancton. c es la tasa de muerte de zooplancton, 6 es la tasa de reproduccion
de toxina por especie de fitoplancton y ~ es la constante de saturacion media.

A continuacion se verificara que el método propuesto funciona, para ello calculamos el negativo de la
divergencia del sistema

. _[y_my B Ox1
—div(fi1, f2) r{l k}—k ’ + axg — Bx1 +c+ o

El negativo de la divergencia la podemos factorizar, mediante los siguientes pasos;

; 1 T rT 1 O
= o[ ] o) < (e )

1 1 rTy
———fi-—f+—
il i)

Definase la funcion c¢(x1,x2) como;
rxry

c(xy,x9) = 5

Aplicando el teorema (3.6), se tiene que resolver la ecuacion (3.11)), y suponemos que ® = h(z), donde
z = z(z1,x2), entonces se tiene que

g+ | G = e din()),

Asi que
5 _ (¢ — div(F))
h |:f18x1+f 8:p2:|

olnh B _mf;szlfz

0z [fiza + for1]’

Olnh 1
0z

IS
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Por lo tanto

h(xzi,z2) =

es una funcién de Dulac para el sistema(4.4).

1

$1$27

67

A continuacion se presenta el retrato fase del campo vectorial asociado al modelo (ver Figura[4.3),
los parametros utilizados para obtener el retrato fase son:r = 0.2,k =0.1,a=0.5,4=0.5,¢=0.3,0 =

0.4, =0.5.

I

Figura 4.3: Retrato fase del campo vectorial asociado al modelo (4.4).
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En la ecologia de poblaciones es fundamental descartar la existencia de orbitas periddicas, por lo que

en las siguiente seccion se mostraran resultados obtenidos cuando el método propuesto es aplicado

a modelos de interacciones entre especies para descartar la existencia de drbitas periodicas en los

modelos propuestos.

4.3. Resultados generales

Teorema 4.1. Sean x1 y x5 dos especies que comparten espacios y recursos. Ademas, entre cada una

de las especies se tiene competencia intraespecifica, sin embargo existe una relacion mutualista entre

ambas. Bajo las suposiciones anteriores el modelo propuesto esta dado por
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/
Zq :xlgl(‘TLJ;Z)v

/ (4.5)
Ty =T292(71, T2)-
Donde
0
g1(71,72) <0, dga(w1,T2) <0,
o0x1 Oxa
describe la competencia intraespecifica.
Y
d
g1(71,2) 0, dga (w1, z2) 0,
dxg dxy

describe el beneficio recibido por cada especie al interactuar con individuos de la otra especie.

Entonces el sistema tiene una funcién de Dulac en el interior de Q, donde: Q0 = {(z1,72) € R% :
T 2:0,%2 Z 0}.

Demostracion. Considérese el espacio

= {(901,902) S ]RfL cx1 > 0,29 > 0}.

Calculando el negativo de la divergencia del sistema (4.5) se tiene

. dg 092
—d = — = — — L2
w(f1, f2) g1(x1,r2) 150 g2(x1,x2) — T2 Dy
Factorizando la expresién anterior se tiene
. og1 092
—d — B —po—22
w(f1, f2) g1(x1, x2) g, g2(x1,x2) — a2 By’
-~ (2191 (21, 22)] — no_ L [w2g2(21, 22)] — @ 992
I ’ 8%1 i) ’ 2a$27
| N N R
N I ! 18x1 o 2 28%2.
Definase la funcion ¢(x1, z2) de la siguiente forma;
0 0
C($1,$2):$1£+x2£ <0, v 1, x9 > 0.
8$1 a$2

Aplicando el teorema (3.6), se tiene que resolver la ecuacion (3.11). Para esto sea & = h(z), donde
z = z(z1,x2), entonces se tiene que
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= h(c — div(F)).

0 0z | Oh
[flaz +f22]
T

a$2 5;

Asi que
% (c—div(F))
h [fla%zl + fzg%}

olnp  —hdmp

T1T2

0z [fize + fox1]’

dlnh 1

0z 2

Por lo tanto
1

h(.fCl, .’172) - T1To P

es una funcién de Dulac para el sistema(4.5).

O

Teorema 4.2. Sean z1 y xo dos especies que comparten espacios y recursos. Supongase que existen
dos tipos de competencia en ambas especies. En primer lugar, competencia intraespecifica y ademas
competencia interespecifica, la cual puede describir procesos donde ambas especies compiten por los
recursos, por ejemplo cuando ovejas y vacas comparten espacio y recursos. Bajo las suposiciones
anteriores el modelo propuesto esta dado por

/
xy =z101(21, T2),

/ (4.6)
Ty =x2g2(x1,T2).
Donde
Og1(x1,22) <0, dg2(x1, x2) <0,
8x1 a$2

describe la competencia intraespecifica entre individuos de la misma especie.

dg1 (w1, 2) dga(z1, z2)
— L L 0, _JsN 7 27
dxg dxl
describe la competencia entre especies.

<0,
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Demostracion. La demostracién es analoga al teorema (4.1)), el cual fue mencionado anteriormente. [

4.3.1. Casos particulares de modelos de interacciones entre especies.

En esta seccion se construyen las funciones de Dulac a algunos modelos que aparecen en la literatura.
Sin embargo, se puede concluir que no existen drbitas periddicas asociadas a los modelos simpleme-
nete aplicando los teoremas (4.1) y a modelos.

Ejemplo 4.4. Se quiere estudiar la dinamica del siguiente modelo de mutualismo, para ello considérese
dos especies, denotadas por x1 y xo que interactuan por un bien en comun, ya sea intercambiando
recursos como (comida, agua, territorio), transporte o proteccion, este tipo de interacciones se denomina
mutualismo, este tipo de modelo es analizado en [18] y [19], el modelo planteado es el siguiente:

k1 + bioxy
/ T2
Ty =TT {1 — 7}{:2 T 521301] .
Para este caso consideramos ) = {(z,z2) € R%r : 1 > 0,22 > 0}, bajo las hipotesis del teorema (4.1

’ T
T1 =TT [1 ] )
(4.7)

el modelo no admite drbitas periédicas.

Demostracion. Calculamos el negativo de la divergencia del sistema (4.7)

T i 222 222

—div(f1, f2) = —11 + — T2+ '
iv(f1, f2) ™ k1 4 biaze ki + biaxs "2 ko + bo1x1 ko + ba121

El negativo de la divergencia se puede factorizar mediante los siguientes pasos;

' 1 ) 1 T 7121 r2I2
_d o) = — — 1 — ) — — l——— |+ + ’
iw(fr, f2) z1 {xlrl ( ki + b12x2>} T2 {xzrz < ko + b21$1>} ki +bigzas k2 + baix

1 1 121 T2Z2
= — — —_— + s
1 h T2 f2 k14 biaxe ko + b1z
_ [362f1 + $1f2] %1 T2
12 ki +biaze ko +bozy

Definase la funcion c(x1, z2) de la siguiente manera;
(A4 22

— — < 0.
k‘l + 612132 kQ + bgll‘l

c(x1,22) =
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Aplicando el teorema (3.6) , se tiene que resolver la ecuacion (3.11), y suponemos que & = h(z), donde

z = z(z1,x2), entonces se tiene que

oh
|:f1 + f2 3172} 7 = h(c — divF).
Asi que
% _ (c—divF)
h |:f13z1+f23x2:|
olnh B _sz:;ilefz
0z [fimo + for1]’
dlnh _1
9z  z
Por lo tanto
1
h =
(.Tl,xQ) .’1311’2’

es una funcién de Dulac para el sistema (4.7). O

Para descartar la existencia de orbitas periédicas obsérvese que el sistema (4.7) satisface las
condiciones del teorema (4.1) si las funciones de interacciones gi(x1, z2) y g2(z1,x2) Se escriben como

T €2
e = |1 — T ag) =1y [1— 2 |
g1(z1,x2) =11 [ " +b12x2} Yy  go(x1,22) =72 [ " +b21$1]

A continuacion se presenta el retrato fase del campo vectorial asociado al modelo (4.7) (ver Figura|4.4),

los parametros utilizados para obtener el retrato fase son: vy =2,k = 1,0 = 5,19 = 0.5,ks = 3,by = 4.
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Figura 4.4: Retrato fase del campo vectorial asociado al modelo (4.7).

Ejemplo 4.5. Considerése el siguiente modelo de mutualismo y captura analizado en [22].

/
Ty 21‘2(7"2 — k‘g.’EQ — bgl‘lﬂfg) — hg.’EQ.

En este caso el subindice i describe a la especiei. r;, i = 1,2 es la tasa de crecimiento intrinseco. k; es
la tasa de competencia intraespecifica. La tasa de beneficio comun de las interacciones entre individuos
de ambas especies esta dada por b;, finalmente, la tasa de cosecha de la especie i esta dada por h;.
Entonces bajo las hipdtesis del teorema (4.7)) el sistema (4.8) no tiene drbitas periddicas.

Demostracion. Calculando el negativo de la divergencia del sistema (4.8)

—div(f1, f2) = —r1 + 2k1z1 + bixe + hy — ro + 2koxa + baxy + ho

El negativo de la divergencia la podemos factorizar, mediante los siguientes pasos;
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1 1
—div(fi, f2) = — ;1[(7"1 — kiz1 — bigxo)x — bz — ;2[(7“2 — koxg — ba1x1)x2 — hoxa| + k121 + koo

1 1

=— —fi— —fot+kix1 + kaxo
x1 T2

_ [932f1 + 1 fo

] + k121 + kaxo
12

Definase la funcion ¢(z1, z2) de la siguiente forma:

c(xl,xg) = —kix1 — koxo < O.

Aplicando el teorema (3.6), tenemos que resolver la ecuacién (3.11), definase la funcion ® = h(z),
donde z = z(z1, z2), entonces se tiene que
0z 0z | Oh
[fl8 + fz}
T

81‘2 &

= h(c — divF).
Asi que
(c — divF)
0z 9z 1’
[flaTl + fQBT:Q}
olnh _xafitaifo

122

0z [fize + fox1]’

SRS

Jolnh 1

0z z
Por lo tanto:

1

)

Z122

h(ml,xg) =

es una funcién de Dulac para el sistema (4.8). O

Para descartar la existencia de Orbitas periodicas obsérvese que el sistema satisface las
condiciones del teorema Si las funciones de interacciones gi(x1,x2) y g2(x1, x2) S€ escriben como

g1(z1,22) = r1 — kixy — bixixs — ha, Yy ga(x1,x2) =12 — kowa — bazizo — ho.

A continuacion se presenta el retrato fase del campo vectorial asociado al modelo(4.8) (ver Figura[4.5),
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los parametros utilizados para obtener el retrato fase son:ry = 2,k1 = 1,by = 5,hy = 0.5,1r9 = 3,ky =
4,b0 =5,hy =0.9.
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Figura 4.5: Retrato fase del campo vectorial asociado al modelo (4.8).

4.3.2. Generalizacion de modelos

En este apartado se presentan algunos resultados generalizados de los modelos presentados en la sec-
cién anterior, donde se excluye la existencia de érbitas periddicas. Modelos que presentan relaciones
simbiéticas, como mutualismo, competencia intraespecifica, competencia interespecifica o depredacion.

Para construir una generalizacion de los sistemas (4.4), (4.7) y (4.8) considérense polinomios p;(x;) para
l=1,...,8enlas variables x1 y x4, los cuales estdn dados por;
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p1(21) =a121 + agai + azat + -+ + apaf,

pa(21) =brzy + box] + byt + - -+ + beaf,

p3(x1) =c1z1 + 023:% + 03:(::1)’ + -4 cta:'i,

p4($1) :dlxl + dg%% + dgxzf + -+ dzx'-f, (4 9)
ps(x1) =e1xy + 62.213% + 63.’1,'? + -+ epalt, .
pe(2) =h122 + hox3 + haah + -+ + hya¥,

pr(r2) =g172 + g2$% + 93903 + -+ gql‘g,

ps(22) =ki1z + koa3 + ksxi + - + kb,

donde los coeficientes son no negativos para todos los polinomios.

Teorema 4.3. Considérese el siguiente modelo de mutualismo que es una generalizacion del modelo
mencionado anteriormente.

-  pi(z) B
Ty =T171 [1 [ —— b12p6(x2)} bpa(z1), “10)
/ pr(x2) '
gy |1 — — 2712 .

Entonces el sistema admite una funcion de Dulac, y por lo tanto el sistema no tiene orbitas
periodicas para todo x1 > 0 y x5 > 0.

Demostracion.

p1(x1)ry 561PI1 (z1)r1
k1 + biaps(x2) k1 + bi12pe(w2)

pr(x2)ra Topr (T2)T2
ko + baips(x1) ko + barps(z1

—div(fi, f2) = —r1 + +bpy (1) — 7o

) +cpé(:c2).

Derivando los polinomios se tiene que

p;(:xl) =(by + box1 + bg:ﬂ% +o 4 (s— 1)bsa:‘1q71) + (k— 1)bkmlf71,
k=

RERN)

p/S(:cQ) =(k1 + koxa + k3$% +- 4 (r— l)k’rccg_l) + (j— 1)kjw%_1.
i—2

<

Considérese los siguientes cambios de variables;
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(by + boay + bgat + -+ (s — Dbgai ™) = w'™(zy),
(k1 + koxo + kszd 4 -+ (j — Dkjal ") = B (an).

Asi se tiene que:

S

pawr) =w'H(a1) + Y (k= Dbpat ™,
k=2

pa(wa) =" (w) + D (5 — Dyl "

Jj=2

Con los cambios de variables propuestos se tiene que la divergencia del campo vectorial esta dada por;

—div(fi1, f2) = — 1:11 |:T‘1$1 <1 — k%) _ bxlwtl(xl)]

pl xl 1
+ b - 1 bkac
k1 + biap1(z2) Z

1 p2($2) ) 1 }
L 1 P2\T2) i
T2 [szz < ko + 521293(131) o (2)

p2 332 2
+ c k )
ko + baips(z1) Z 2

Asi se tiene que

- 1 1 pl r1)r1 E
—d =——fi—— b 1
w(f1, fa) I h To fat k1 + bi2p1(x2) + _ s

T

p/2($2)r2 -1
4+ ——— +c k? T
ko + ba1ps(x1) Z;( Lk

Si la funcién c(x1, z2) esta dada por

pl 1’1 1
0 D S YA S — 1 b
e(w1, 2) k4 bi2p1(x2) Z kx

T

Do(22)ro . -1
——= =2 ¢ — Dk;x
k2 + ba1pz(x1) ]Z;(] ki

Entonces la ecuacion diferencial parcial que tiene como solucion a una funcién de Dulac del sistema se
reduce a
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Olnh B _1
oz  z
Por lo tanto
1
h —
(xlva) l’li‘Q’

es una funcién de Dulac para el sistema (4.10).

O

Para descartar la existencia de Orbitas periddicas obsérvese que el sistema satisface las
condiciones del teorema Si las funciones de interacciones g1(x1,x2) y g2(x1, x2) Se escriben como

pi(z1)

B pg(:UQ) Tﬁl(l’Q).
k1 + biape(x2)

_bsfl , ) = - N
Py (o), Y g(mnm) == s — g

91(901,902) =T

Teorema 4.4. Considere el siguiente modelo de mutualismo y captura, que es una generalizacion del
modelo mencionado anteriormente.
) =a1(r1 — kipi(21) — bips(x2)) — hapa(a1),

, (4.11)
Ty =x2(r2 — kop7(22) — baps(w1)) — haps(x2).

Donde: p;(z1) parai = 1,2,3 y ps(x2), pr(z2), ps(z2) son polinomios definidos en el sistema (4.9), en-
tonces el sistema admite una funcion de Dulac, por lo tanto no tiene drbitas periddicas para todo
T > Oy xo > 0.

Demostracion. Célculando el negativo de la divergencia del sistema (4.11)

—div(f1, fa) = — r1 + kip1(21) + brape(x2) + 1py (T1) k1 + pola1)ha 4.12)
— 19 + kap7(w2) + barps(w1) + 9621622?/7(372) + h2p/8($2)-

Notemos que:



CAPITULO 4. RESULTADOS

3

pll(asl) =(a1 + ag2x1 + (1313% 4+ -+ anx?*l) + (i — 1)aim§’1,

pa(@1) =(b1 + asxy + b3z + - + bzl + Y (k= Db,

pr(x9) =(g1 + o1 + gaxd + - + gexy !

NERANGERE

)+ Y (k—1)geah™t,

o

w |

[\

plg(xg) =(ky + kox1 + k‘3$% 4+ 4 kta:g_l) + (j— 1)bjkg_1.

—1 ~1
a1 + agxy +azad + - Fapat T =10

s—1 _ . s—1

g1+ g1 + g3zt + -+ gery L =w

(1)

b + asx1 + b3l + -+ byt = 2 Hay),
(22)

(@)

ki1 + koxy +k3x%+...+ktl€—l —m

Asi que la expresion (4.12) puede escribirse como;

. 1 — o
—div(f1, f2) = — . [21(r1 — kit" " (21) — brap(z2)) — haz1 257 (21)]
1 _ _
— ;2 [.%'2(7"2 — kgws 1($2) — bglp(xl)) — xghgmt 1]
+ 21k Z(Z — 1)a,~:c’i_1 + hi Z(k — 1)bkxlf_1
=2 k=2
q z .-
+ xoko Z(k? — 1)gkx§_1 + hg Z(j — 1)bjk%_ .
k=2 j=2
Asi se tiene que
1 1 . i > _
—div(f1, f2) = — afl - ;2]02 kY (i — Dar§ '+ hy > (k= by
=2 k=2
q z
+ x9ko Z(k — l)gka?’;_l + ho Z(] — 1)[)]‘]%’%_1.
k=2 j=2

Sea la funcion c(z1, 22) dada por;

78
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c(x, 1) = — x1k1 Z(Z —Da;zt™ =y Z(k — )bt
=2 k=2
q z 4
—moky Y (k—1)gpah ™ —hyy (j — 1)bjk .
k=2 j=2

Aplicando el teorema (3.6) se tiene que resolver la siguiente ecuacién diferencial parcial

f17+f26x2 O(c(z1,12) — div(fi, f2))- (4.13)

Supdngase que ¢ = h(z), donde z = z(x1, x2), entonces se tiene que

dz 1 0h
|:f1 + f2 axJ 9 = h(c — divF).

Asi que
(c — divF)

) {flam T f28x2} 7

SN

Olnh —2fitnl

T1T2

9z [fizz + for1]’

Olnh 1
0z

ISH

Por lo tanto
1

129

h(wl,wg)::

es una funcién de Dulac para el sistema (4.11).

O]

Para descartar la existencia de érbitas periédicas obsérvese que el sistema (4.11) satisface las
condiciones del teorema (4.1) si las funciones de interacciones g;(x1, z2) y g2(z1,x2) S€ escriben como

g1(z1,29) = 11 — k1p (1) — bipg (w2) — hapy~ ' (z1),

g2(w1, 2) = rg — kop(w2) — baph(w1) — hapy ™ (22).
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Teorema 4.5. Considérese el siguiente sistema, que representa otra generalizacion de los modelos
(4.8), (4.7), presentados anteriormente;

vy =pi(1)r1(z1, 22) — fi(w2)zy,

) (4.14)
Ty =p2(z2)ra(1, 2) — fa(21)72.
Donde;
p1(21) = @121 + aox] + asai + -+ + anat,
pa(22) = biaa + box3 + bgai + - + bzl
Y
fi(ze) = 40,1, 29,€", 21 + x2, p1(x2), sen(x2), 0 alguna combinacion de ellos},
fo(z1) ={0,1, 21, €, 21 + x2,p1(21), sen(x1), 0 alguna combinacion de ellos}.
Entonces el sistema admite una funcién de Dulac para todo z1 > 0 y xo > 0.
Demostracion. Célculando el negativo de la divergencia del sistema (4.14)
—dz'v(fl, fg) = — [a1 + a2x1 + ang + -+ anaﬁ?_l]rl(xl, 332) + fl(l'Q) — T‘l(.%'l, .%'2) (] — 1)%{_1
j=2
Ory(z1,2) > m—1
— ]91(901)87331 — [b1 + baza + b3 + « - + by |ra(x1, x2) + fo(21)
= 0
—ro(1,2) Z(k —1)zht pg(xl)m(;xlz’xz).
k=2
El negativo de la divergencia la podemos factorizar, mediante los siguientes pasos;
. 1 o j—1 ori(z1,x2)
—div(f1, f2) = = e (@)ri (@, 22) = filwa)a] = ri(@r, 2) > G =)= — @) T
§=2
1 s 1 Ora(x1,x2)
— —I[p2(2)ra(1, 22) — folw1)aa] — ra(w1, 72) Z(k —Dag " —poo1)——F—
xI9 o 83:2
1 1 " . i—1 67“1(.7}1 .7,‘2) 07“2(.7}1 .1‘2)
- = - - 1 J . ) )
xlfl x2f2 ri(z1,22) Y (7 — 1] pl(ml)i&nl p2(l‘1)78$2

Jj=2

_ 7’2(331, .TQ) Z(l{: — 1)58]5_1,

k=2
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Definase la funcion ¢(x1, z2) de la siguiente manera;
i 87”1 (1‘1, $2 U 87”2 (l‘l, .rz)
(1’1,1‘2 ZL‘1,ZL‘2 ]22]—1 1 +p1($1)T—|—T2 T1, X2 kZ_Q ’2“ 1—|—p2($1)67$2.
Aplicando el teorema (3.6) se tiene que resolver la siguiente ecuacién diferencial parcial
— — =9 —di . 4.1
fi 9oy T f26x2 (c(z1,22) — div(f1, f2)) (4.15)
Supoéngase que ¢ = h(z), donde z = z(z1, z2), entonces se tiene que
Oh
= | = — divF
[fl + fo 8:):2} P = h(c — divF).
Asi que
ke (c — divF)
h, - Y
|:f13x1 + f23$2:|
rof1+x1 f:
Olnh _ —7E
0z [fize + fox1]’
dlnh 1
0z  z
Por lo tanto
1
h =
(-Tla $2> I‘l.’L’Q’
es una funcién de Dulac para el sistema (4.14). O

Para descartar la existencia de érbitas periédicas obsérvese que el sistema (4.14) satisface las
condiciones del teorema (4.1) si las funciones de interacciones gi(z1,x2) y g2(x1, z2) se escriben como

g1 (w1, 29) = P}~ Hw1)r1 (w1, 22) — f1(22),

g2(21, 2) = p3~ " (wa)ra (w1, w2) — falw1).
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4.4. Otras generalizaciones

Teorema 4.6. Considérese el siguiente modelo de fitoplancton-zooplancton, que es una generalizacion
del modelo mencionado anteriormente.

p1(21)

:rll =rz] {1 i

] — omapa(er),

(4.16)
) - )

2y =Pp3(x1)T2 — cpe(2 7
2 ( ) ( ’Y+p5<1’1)

Este sistema admite una funcién de Dulac, por lo tanto no tiene 6rbitas periédicas, para todo x; > 0y
x9 > 0.
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Demostracion. El Modelo de fitoplancton-zooplancton dado por admite a h(zy,z2) = —=— como
funcion de Dulac. Para construir la funcion de Dulac se buscara una solucion de la ecuacién diferencial
parcial dada por Osuna y Cruz [19]. Para esto observe que el negativo de la divergencia del campo
vectorial asociado al sistema esta dada por;

. aj + asx1 +asz? -+ apz” ! LR .
—div(fi, fo) =—r |1 - kl | EZ(J — Dagal
=2

+ axg[bl + bQ.Tl + ng% +---+ x‘i_l] + axo Z(] - 1)bj$]i_1
7=2

— Bps(x1) + clh1 + hawa + haad + -+ + hyat 1] + cZ(k — Dhya™!
q

Ops(z

-1 p4 1)

[g1+922+g322+---+gqmg |+ ¥+ ps(@) Z —1912 L
=2

9p4($1)
v+ ps(x1)

Después de algunas factorizaciones se tiene que
q

1 1 P ; 1 (9p4 x71) 1
iv(f1, f2) a:lfl x2f2 + e jEZQ(] Jajry 7+p5 1) 22 )grah

+ o Z(] - l)l)j.'):{_1 + cZ(k — V)hgpas™!
j=2 k=2

Definase la funcion ¢(x1, x2) como;

n q s
r . i—1_ Opa(z1) , j—1
clr, ) =—— > (j—Dajay — Z Dgeas ™' —awe » (j — 1)aja]
ks v+ ps(r1) & -

— cZ(k — 1)hgahi?
k=2
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Aplicando el teorema (3.6) se tiene que resolver la siguiente ecuacién diferencial parcial

flgj)l + anai = @(c(xl,xg) — d’i?)(fl, fg)), (417)

cuya solucién es una funcion de Dulac.

Si suponemos que ® = h(z), donde z = z(x1, z2), entonces se tiene que

0 0
[flaz + f2iz
x

X 02g| 97 h(c — div(F)).

oh
0z

Asi que
%Z _ (c—divF)

Ty pg]

olnp  —himi

_ T1T2

0z [fize + fox1]’

dlnh 1

0z z

Por lo tanto
1
h p—
(71, 22) pa—

es una funcién de Dulac para el sistema (4.16).

4.5. Conclusiones y Perspectivas

Conocer la existencia o no existencia de 6rbitas periddicas asociadas a modelos de la biomatematica
es de interés fundamental para esta area. Lo anterior es debido a que cualquiera de los dos escenarios
posibles (existencia o no existencia de Orbitas periddicas) tiene implicaciones en la dinamica del
fendmeno en cuestion. Por ejemplo, en la ecologia matematica la existencia de 6rbitas periddicas puede
ser un escenario catastréfico para las poblaciones, ya que si la amplitud de las oscilaciones es muy
grande puede ser que bajo pequenas perturbaciones en el habitat la poblacion este ante un escenario
de extincién. Sin embargo, cuando no existen érbitas peridédicas como soluciones del modelo se puede
demostrar que las poblaciones, bajo algunas condiciones sobre los parametros del modelo, tienden a
un equilibrio poblacional.
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Si bien existen criterios para demostrar existencia o no existencia de érbitas periddicas de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias, como por ejemplo, el mapeo de Poincaré o el criterio de Bendixson-
Dulac respectivamente, queda mucho por conocer sobre existencia o no existencia de 6rbitas periddicas
asociadas a modelos de la biomatematica.

Particularmente, para descartar la existencia de érbitas periddicas es utilizado el criterio de Bendixson-
Dulac, sin embargo, para aplicar este criterio se necesita una funcién, la cual es llamada funcién de
Dulac, que permite conocer si la divergencia de asociada a un campo vectorial nunca es cero. En ese
sentido, en los ultimos tiempos en ([19],[25],[22],[21]) se ha perfeccionado un método para construir
funciones de Dulac, sin embargo, el problema es cambiado por el problema de encontrar una solucién
de una ecuacioén diferencial parcial, para lo cual se necesita una nueva funcién c(z,z2), la cual no
cambia de signo.

En ese sentido, realmente el problema en esencia era complejo, pues no existia mas que la experiencia
del investigador como insumo para encontrar tanto la funciéon de Dulac como la funcién c(x1,z2).
Motivado por esta problematica es que en este trabajo se propone un método que permite proponer
dicha funcién c¢(z1,z2), para algunos modelos de la biomatematica, lo que permitira descartar la
existencia de érbitas peridédicas en modelos de interacciones entre especies.

Es asi, que en el modelo del tipo Lotka-Volterra (4.2), donde dindmica de este modelo es compleja,
pues se tienen hasta siete puntos fijos, ademas se sabe poco del comportamiento en cada punto fijo, o
si el en campo vectorial presenta una érbita periédica. Sin embargo con los resultados propuestos, se
construy6 una funcion de Dulac descartando la existencia de Orbitas periddicas en el modelo analizado,
la funcién de Dulac es de la siguiente forma;

B, m9) = —— (4.18)

172 ‘

En el segundo caso, se analizé un modelo epidemioldgico SIR, en particular este es un modelo que
describe la propagacion de una enfermedad infecciosa, tal enfermedad es el virus de herpes (4.3), para
este caso la funcion de Dulac construida es de la siguiente forma;

1
h(ﬁ:l,l'g) = ;2 (419)

Para este caso también se descarata la existencia de drbitas periddicas en el sistema analizado, una
consecuencia de esto es que puede ocurrir que en el comportamiento dinamico no se llegue a observar
equilibro endémico de la enfermedad [17].
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En el tercer caso, se analizé el modelo fitoplancton-zoplancton (4.4), el cual con los resultados
propuestos, se observo que su funcién de Dulac es de la forma;

1
Tz

h(:l?l,CL‘Q) = (420)

La interpretacién biolégica que se puede obtener de este resultado, es que en la interaccion de ambas
especies simbiontes, bajo el modelo donde hay competencia intraespecifica o interespecifica, es
que no hay la coexistencia de especies, es decir, una de las dos especies puede llegar a la extincién, ya
que la asociacion entre especies impacta directamente en la capacidad de carga [41],[33].

Para el cuarto caso, dentro de la seccion de resultados generales, se analizé un modelo de mutualismo,
para el cual se pudo construir una funcién de Dulac de la siguiente manera;

1
T1To

h(wl,xg) = (421)

En este caso debido al resultado propuesto anteriormente, se descarta la existencia de la 6rbita
periddica en este modelo, entonces una implicacién bioldgica en el sistema, es que no hay coexistencia
en los dos organismos simbiontes, es decir al menos la capacidad de carga de alguna de las especies
puede desaparecer, ya sea por pérdida de algun recurso o por depredacién, entre otros factores, [10],
[37].

Para el quinto caso, dentro de la seccidn de resultados generales, el modelo analizado, fue un modelo
de mutualismo y captura, para el cual se pudo construir una funcion de Dulac similar a la mostrada en
(4.21).

En la seccion de generalizacién de modelos se propusieron algunos casos de modelos donde el siste-
ma de ecuaciones diferenciales se encuentra en funcion de algunos polinomios, esta propuesta de los
modelos permite dar algunos resultados que facilitan el estudio de la dindmica aun cuando los modelos
dependen de funciones polinomiales, asi como cualquier combinacién del conjunto de funciones pro-
puestas, a estos sistemas dindmicos continuos se le construyé la funcién de Dulac para cada modelo
propuesto.

Este trabajo pretende aportar en la construccion de criterios de no existencia de orbitas periddicas
asociadas a un sistema dinamico continuo. Particularmente en la construccién de funciones de Dulac
para modelos de la biologia matematica, la cual es un area en pleno desarrollo, donde se carece de
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herramientas suficientes que permitan conocer la evolucion del fenémeno a estudiar. En trabajos futuros
se profundizara en la construccion de un método que permita construir funciones de Dulac para campos

vectoriales mas generales que los analizados en este trabajo.
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Apéndice A

Teorema A.1. (Teorema de la funcion implicita) ver [29]

Sea f € C' un mapeo en un conjunto abierto E C R tal que f(a,b) = 0 para algin punto (a,b) € E.

Sea A = f'(a,b) y asuma que A, es invertible.

Entonces existen conjuntos abiertos U C R"™™ y W < R™ con (a,b) € U y b € W, teniendo las

siguientes propiedades:

Para cada y € W le corresponde un unico x tal que
(@,y)eU y flzy) =0.
Si esta x se define como g(y), entonces g es C' mapeando de W enR", g(b) = a,

flg(y),y) =0 yeW

La funcién g es implicitamente definida por la ecuacién|A.2, de ahi el nombre del teorema.

La ecuacion f(x,y) = 0 puede ser escrita como un sistema de n ecuaciones en n + m variables

f1($1,---755n7111-~-ayn),

fﬂ(mla sy Tpy Y- e >yn)'

La suposicion de que A, es invertible significa que la matriz n x n
Difi ... Difs
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Evaluada en (a, b) define un operador lineal en R", en otras palabras estos vectores columna deberian
ser independientes o equivalentes, este determinante debe ser distinto de cero. Mas aun el sistema de
ecuaciones|A.4 se sigue cumpliendo cuando x = 1 y y = b. Entonces la conclusion del teorema es que
el sistemalA.4 puede ser resuelto por x1, . .., z,, en términos de yi, . .., yn, para todo y cerca de b, y que
estas soluciones son funciones continuamente diferenciables de y.



Apéndice B

Teorema B.1. (Green)

Sea C una curva cerrada, simple, suave a trozos y positivamente orientada en el plano, y sea D la
region limitada por la curva C, e incluyendo a C. Si Fy(x,y)y F»(z,y) son continuas y tienen primeras
derivadas parciales continuas en alguna region abierta R que contenga a D con D C R entonces

]{j[Fl(%‘,y)div + Fy(z,y)dy] = //D (%];2 - (ZQ) dA.

Demostracion. Se demostrard el teorema de Green para un caso particular, para ello se debe probar:

fFldx:—//D?;dA. (B.1)

ngda: = —/ @dA. (B.2)
p Oy

Para demostrar [B.1| considérese la siguiente region:

D={(z,y)la <z <b,g1(z) <y < g2(2)}

La cual es una region del tipo 1, mostrada en la Figura donde g¢; y g2 son funciones continuas,
observe que la curva puede ser dividida en dos partes

C=CLUC(Cs.
Donde C es la parte inferior de la curva definida por

C1={(z,y)la <2 <by=g(x)},
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y C se define de la siguiente manera:

Co = {(z,y)la <z < b,y = g2(2)}.
La cual es una regién del tipo 2, mostrada en la Figura [B.2]

v y = go(x) vh
al- \ d

z = h(y)

— |-

| y =g |
| |

a

) |

|
¥ =) |
a b

o

Cuadro B.1: Regién del tipo 1. . .
Cuadro B.2: Regién del tipo 2.

Tomando la orientacion positiva de la curva dada y empleando la definicion de integral de linea, tenemos

fFl(x,y)d:r:/C Fl(x,y)dx—i-/c Fi(z,y)dz,
b i
~ [ Awg@)ds - [ Fi@g@)is, (B.3)
b
~ [ 1F@.01@) - P, ga(a)de

Tomando la orientacion positiva de la curva, se puede escribir:

g2(z)
// OF 4 = // @dydx,
g1(z)

/F1 r,y) |~"2 dz, (B.4)

- / [Fi(2), g2(2) — Fi(z,g1(x)))da.

a

Al sumar las ecuaciones B.3]y [B.4] se obtiene:
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fra-—[ [ 5 O 4. (B.5)

Que es la primer igualdad que se queria probar, Ahora supongamos que la region D puede ser definida
de la siguiente manera:

D= {(z,y)lc<y<d h(y) <z <ha(y)}
Una regién del tipo 11, donde hi(y) y ha(y) son funciones continuas.

Asi la curva C puede dividirse en dos partes

C =C3UCC4y.

Donde Cj es la parte izquierda de la curva que puede ser definida por

Cs = {(z,y)le <o < d,x = hi(x)}.
Y (4 es la parte derecha de la curva definida por
Cy={(z,y)lc <z < d,x=ha(y)}.

Tomando la orientacion definida por la curva dada de la definicion de integral de linea se tiene:

75 Fy(z, y)dy = / Fy(z,y)dy + /C Fy(z, y)dy,
d
/ Fa(hi(y )dy+/ Fy(hi(y), y)dy, (B.6)
/ Fa(ha(y), ) — Fa(h (9), 9)dy.

Por otro lado tenemos que:

I h2(y) 9
/ / @dA / / @dxdy,
hi(
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Sumando las ecuaciones [B.6]y [B.7] se obtiene que

]{FQdy_// oA

Al igualar las ecuaciones [B.5]y [B.8| se obtiene que

%leydx—&—ngydy// (86};2—8}71>d14.

Asi la prueba esta completa.
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